الرشرر روب د ج- با حل 


0 
ا 


)إووطاحمم الام 5 : 3 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
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الرابط 
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الطبعة الثانية 
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أستاذ الرياضيات 
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رئيس قسم العلوم الرياضة يجامعةحلوات 
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مراجمعة 

الأمستاذ الالتور قؤا د خريصب 
أستاذالرياطيات - كلية الطندسه 
جامعة الماهع -_جمهورية مصالميية 


جون واياي وأؤلاده 
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حقوق النشر © ١58١‏ محفوظة لدار جون وايلى وأولاده . 
جميع الحتوق محفوظة 


يتم نشر هذا الكتاب فى ذات الوقت فى انجلتر!ا بواسطة دار جون وايلى 
وأولاده ليمتد . 


لا يجوز اعادة طبع أو نقل أو ترجمة أى جزء من أجزاء هذا الكتاب 
بآية وسيلة دون اذن كتابى من الناشر .. 


15817 0 - 471 - 06391 -6 
109 876 54 3 21 
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فى وقت ما توقع طالب الحامعة الذى يدرس رياضيات متقدمة فى مرحلة البكالوريوس 
تطوير مقدرته الفنية فى حل مسائل تحتوى على حساب عظم الأهمية » لكن ٠‏ لم يتوقع سيادة 
م الاحتيالات النظرية » مثل ثقارب منتظم أو اتصال منتظم . وكان مطلوباً منه أن يكون 
قادراً على استخدام نظرية الدالة الضمنية » لكن بدون معرفة فروضما . قد تغير هذا الخال » 
ويعتير الآن من الأهمية أن كل طلبة الرياضيات المتقدمة ‏ الرياضات ااستقبلة » علماء 
الكبيؤتر ٠‏ الفيز يائيون » المهندسون » أو الاقتضاديون - يفهمون الطبيعة الأساسية النظرية 
المرضوع . هم حينئذ سوف يفهمون كلا من قوة تحديد النظرية العامة بدرجة أكثر تماماً . 


نشأ هذا الكتاب المدرسى ءن شيرق بتدريس التحليل الحقيق فى جاءمة الينوى منذ عام 
هو . جمهور المستمعين لى غالباً من أشخاص جدد مجهزين 'جيداً عادة إلى خريجى المامعة . 
معظمهم عادة لا يدرسون الرياضيات كمل أسامى » لكلهم درسوا على الآقل ما يكاقء 
ثلاثة فصول «راسية فى دراسة ( ليست عايفة ) التفاضل والتكامل » المحتوى على تفاضلات جزئية» 
تكاملات مضاعفة ٠‏ تكاملات خطية » ومتسلسلات لا نجائية . من المرغوب فيه لكل ادراسين 
أن يدرسوا فصلا دراسياً فى الحبر الخطى أو المبر الحديث لكى بمهدوا الطريق. لهذا المقرر 
الذى نبرهن فيه نظريات تحليلية . لكن حيث أن كثير] من الطلبة الذين ألتى بم ئيس 
عندهم هذه الحلفية ‏ . فأبدأ دراسة التحليل بير اهين جيرية قليلة » لكى أضعهم على بداية 
طريقهم 


أقدم فى هذه الطبعة » اللواص المرتبة والحبرية لنظام الأعداد الحقيقية فى باب + ٠‏ م 
بطريقة أسبل من تلك الى استخدمتها فى الطبعة الأولى . وبالإضافة إلى ذلك أقدم التعاريف 
لفراغ متجه وفراغ عمودى فى باب م » حيث أن هذه المفاهم تحدث كثيراً فى الرياضيات 
الحديثة . قصرت أيضاً أبواباً كثيرة لسبولة وسرعة الحصول على المادة العلمية وثقدم 
قابلية ثثى إضافية عند استخدام هذا الكتاب ككتاب مدرسى . أضفت تمرينات ومشروعات. 
جديدة وكثيرة » لكتى حاولت أن أجعل الكتاب فى نفس المستوى كالطبعة الأولى . يوجد 
فقط تغيير ات طفيفة فى اكزء الأول من الكتاب لكن » بما أن الحبرة قد أثبعت أن النقاش 


م 


للتفاضل والتكامل ف الفراغ ‏ كان مختصراً جدا. فى الطبعة الأولى . فإف جمعت نظرية الدوال 
المتغير واحد فى فصل واحد وأسببت بعناية فائقة فى معالحة دوال متغيرات متعددة . 


قدمت فى باب ١‏ إلى م » المصطلحات العلمية للفئات النظرية ومفهوماً استخدم فيما بعد 
ويقدم أفكاراً أساسية قليلة . لكن . هذه الأبواب لا تعطى أمثيلا نظامياً لنظرية الفئة . 
( لا نحتاج إلى مثل هذا القثيل ٠‏ أو نرغب فيه ى هذه المرحلة ) . يحب فحص هذه الأبواب. 
بإيجازو الرجوع إليها فيا بعد إذا كان ذلك ضرورياً . ى الحقيقة_نبدأ الكتاب بالباب الرابع » 
ويقدم الباب السادس '« تحليلا » ومن الممكن دراسة الأبواب من 4 إلى ١١‏ ومن ١4‏ إلى ١‏ 
ومن ٠١‏ إلى ١-74‏ ومعظم 07” إلى 8١‏ فى فصل دراسى. واحد . ينبغى أن أستعمل حق اءتياز 
المعلم . و باختصار أقدم بعض موضوعات خاصة أخرى ( مثل المتسلسلات ) على حساب نتائج 
مختلفة سبلة ا مواقع ( أو حى حذف بعض النتائج ) الى ليست ضرورية المادة السابقة , 
حيث أن الكتاب بأكله يعطى مادة أكثر قليلا عما يمكن دراسته عادة وعما نقدر لتغطيته فى 
عام واحد هذا المستوى » فسوف بحصر العم بمادة نقاش بعض الأبواب . لكن من المفيد 


0 0 4 ودسنوعمة 


للدارس أن يحفظ المادة.الإضافية كرجع فى المستقبل . درسنا هنا معظم الموضوعات المرتبطة 
عموماً مع مقررات ف « التفاضل والتكامل المتقدم » الاستثناء الأسابى هو موضوع تكاملات 
خطية وتكاملات على سطح ونظرية استوكس ؛ لم يناقش هذا الموضوع ع حيث أن معالحة 
بدهية هى بالأصح جزء من التفاضل والتكامل وتحتاج معالحة قوية إلى نقاش شامل نوعاً ما 
لكى يكون مثمراً . 


الاعيّاد المنطقى للأبواب المختلفة فى هذا الكتاب المدربى. موضح بالشكل المجاور يوضح 
خط جامد فى هذا الشكل اعتاداً على الباب السابق ويدل خط منقط على اعباد بسيط فثله 
كل التعر يفات » النظريات » النتائيج » المفتر ضات » بالتتالى حسب رقم الباب » خصصت 
اسه النظريات الأكثر أهية طالما بدا راسم مناسب . تنطلق البراهين من الكتاب برأس 
البر هان وتنبى بعبارة وهو المطلوب إثباته . 


ليس من الممكن زيادة تأكيد أهمية القّارين والمشروعات باستخدام مجهودات جدية 
ومتفق عليبا لحلها يمكن للشخص أن يأمل فى أن يسيطر على مادة هذا الكتاب . تنمى 
المشروعات موضوعاً معيناً لمتتابعة متصلة ٠‏ نعتقد أنها تنقل للطالب على الأقل مذاق اللذة 
( أو العذاب ! ) عند عمل بحث فى الرياضيات آمل فى أنه سوف لا يفشل.طالب فى أن يمرن 
يده على كثير من هذه المشروعات لأفى أعتقد أنها بوجه خاص ملامح قيمة لهذا الكتاب . 


جلبت عند كتابة هذا الكتاب » من خبرق ف الفصل الدراسى وتأثرث هصادر كثيرة , 
استفدت من نقاشى مع الطلبة والزملاء » ومنذ نشر الطبعة الأولى » أجريت مكاتبات شاملة 
مع الطلاب والمدرسين فى معاهد أخرى . أقدم شكرى لكل من قدم تفسيرات واقتراحات . 
شغفهم لتحسين .الكتاب شجعى على تدبير هذا التنقيح . قرأ الأساتذة أندرسون ٠»‏ باد ». 
برسيى بروقة الطبعة الأولى وقدموا اقتراحات مفيدة . أخص بالشكر زميل » الأستاذ برئدت» 
لأجل تعليقائه وتصحيحاته الكثيرة والصارمة . أقدم شكرى إلى كارولين ج . بلومكر 
لصبر ها وكتابتها المتقنة للبروثة المصححة تحت ظروف متنوعة . أخيرا أقدم تقديرى المظم 
لمساعدة وتعاون إدارة ويل . 


روبرت ج. بارتل 


ان 
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اربانا ‏ تسامبين » الينوى 
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ملخصات فصول 
الموضوعم الصفجة 
مقدمة.: فحةعن نظرية القلسة ‏ ... 2 ع عي مي عي مني ملي ملم ١‏ 
باب ( ١‏ ) - جبر الفئسات 357 5 00١‏ 1 
الفئة الجرئية لفلية الفئة - تقاطع واتحاد فتنين - ل 
الغضر ب الكار تيز ى 
باب ( ١‏ ) دوال الع 2 1 


تمثيل جدولى - قيود البوال و اتدادائيا - اتركيب 200 - 
الدوال الإدخالية والدوال العكسية - الدوال الفوقية والدوال 
التناظر أحادية - الصور المباشرة و العكسية 


باب ( « ) فثات محدودة وفثات غير مجدودة ‏ ... 2ت ل لل مه م000 38 
عدم قابلية العد المقدارين 1 و 1 


الفصل الأول : الأعداد اطقيقية ... ... ل عيب عي لني عير مني لني فلم لق 


باب ( 4 ) اللواص البرية للمقدار 26 ... ... ...0 ٠‏ مشا ك8 
المواص الجبرية للفعة 12 - الأعداد الجذرية (التقطة) ١‏ 2008 
باب ( ه ) الخواص المرتبة للقئة 2 الل الل الل م 


اللواص المرتبة للمقدار +1 - خواش الرقية - القيمة المللقة” 

باب( 5 ) خاصية الإتام أو الإكال للمقذار 2 ...بت ل ل لل 4# 
الأعلى والأدنى - خاصية أريدس - و جود العدد 2/. 

باب ( ١‏ ) القرواطع » الفترات والقثة المائلة .يب ديت ل مي من ميم 9م 
خاصية القطع ( القص ) - الخلايا والفترات - خاصية الخلايا 
المتداخلة - فئة فئة كانتور - تماذج من +1 


الفصل الفاف : توبولوجيا الفراغات الكارتيزية 0 0 
باب (8) متجه وفراغات كارتيزية ‏ ... ... . 7 95 له 
حواصل الضرب العددى والأعمدة العددية - الفراغ الكار تيزى ” ف 


باب ( 4 ) الفعات المغلقة و المفتوحة وا جد وو سج 
خواص الفئة المفتوحة - الفئات المفلقة - خواص الفثاتالمثلقة 
متاحمات.( الجيرة أو الجوار ) - فئات مفتوحة فى +1 


ب 


باب )٠١(‏ نظريات الخلايا المتشابكة ( الوكرية) و بولزانو - قير شتراس ...0 ١م‏ 
نظرية الخلايا المتداخلة' - نقط العنقود أوالسباطة ونظرية 


و بولزانو - قير شتراس 
باب )1١1(‏ ان وول :6 م 1 ان كم 


نظرية تقاطع “كانعور - نظرية غطاء لبسيج ل 5 
نظرية الكونتور المحيط 


باب (؟١)‏ الفثات المتصلة ‏ ... ... ... و ا لووط لاق 
الفعات المفتوحة المتصلة 00 4 


باب (م١)‏ نظام الأعداد المركية ‏ ... ...الل للم امه ا 


ا 

باب )١4(‏ مقندمة إل المتعايعات ... ... ل لي عي لمن على اللي الإف1 
انفرادية اللهاية 

باب )١5(‏ متتابعات جزئية وتواقيق ... ا... لي لد مم ملم نر 313500 
توافيق المتتايعات -- تطبيقات 

باب (15) معيار ان أو مقياسان للتقارب ... ... . ف ام او ل 1 
' نظرية تققارب باطراد - نظرية بولزانو - فراشتراس - متتابعات تكوش 

باب )١97(‏ متتابعات الدوال ... ... . 00007 زيل 
العمود المنتظم - معيار كوشى لتقاررب منتظم ‏ 

باب (ج١)‏ الملو الاق ... .يي مي عن عي للم عل لل من 3813 


متتابعات غير محدودة - نبايات لانهائية 

باب )١9(‏ بعض امتدادات . م 
مجموع سيزارو - متتابعات ير 5 
نظرية مباية مزدوجة - نظرية أباية مكررة 


الفصل الرابع : دوال متصلة .. 
باب (٠؟)‏ خواص محلية لدو ال متصلة 
معيار عدم الاتصال ‏ محصلة دو ال 
باب (91) دوال خطية . 


باب (75) خواص كروية لدوال متصلة 0 0 
نظرية الاتصال كر قط الاتمال ل الا حفظ 
الإدماج ( الدموج ) - نظرية القيمة العظمى والصغرى - 
اتصال الدالة المكسية 

باب (؟) اتصال منتظم و نقط ثابتة 


نظرية الاتصال المنتظم - تقارية فقطة قابية 01100 


للانككاشات - نظرية نقطة ثابتة لبروور 
باب )١4(‏ متتابعات دوال متصلة .. ا 
تبادل نباية و اتصال - نظريات تقريب - تقريب بكثيرات الحدود 
- نظرية تقريب برئشتين - نلرية تقريب فبراشتراس 
باب (5؟) نمايات دوال 
بايات أعلى عند نقطة 
باب (95) بشن تائج أيعد ...6 . 
نظرية ستون - فيرشتراس - نظرية تقريب ستون - 
امتداد دوال متصلة - نظرية امتداد تيعز - تساوى الاتصال - 
نظرية ارتزيلا - أسكولى 
الفصل الخامس : دواللمتغير واحد 
٠‏ باب (07م) نظرية القيمة المتوسطة ل ا 
نظرية الأباية المظمى الداخلية - نظرية القيمة التوسلة - - 010 
نظرية كوشى للقيمة المتوسطة . 


84 


١ال/‎ 


لام 


5 ؟ 


باب (88) تطبيقات أبعد لنظرية القيمة المتوسطة 5000 
تطبيقات - تبادل نهاية ومشتقة - نظرية تأيلور 


باب (و؟) تكامل رمان - اشتيلعجر ‏ ... .. 
معيار كوثى للقابلية: التكامل - بعض ا التكامل . - تكامل 
بالتجزىء - تعديل التكامل 


باب )©٠(‏ وجود التكامل م . 
معيارر بمان لقابلية التكامل 1 القابلية به تتكامل ب حساب 
التكامل - النظرية الأولى للقيمة المتوسطة - نظرية أساسية لساب 
التفاضل. و التكامل - تكامل بالتجزىء - النظرية الثانية للقيمة 
المتوسطة - نظرية تغيير متغير - تعديل التكامل 


باب (81) خواص أبعد للتكامل اوها اعون هعم 
نظرية نار قرو ل ار ات صيغة تكامل 
للباق - نظرية تايلور - تكاملات تتوقف على باراءثر ( كية 
متفيرة القيمة ) - صيغة ليباز - نظرية تبادل - نظرية القثيل لريزز 


باب (91) تكاملات غير «عينة ولا نهائية 0 3 
دوال غير محدودة - تكاملات لامبائية - وجود التكامل للاتهاق - 
معيار كوثشى - اختبار مقارئة ‏ اخبتبار مقار نة للهاية - اختبار 
ديرشلت - تقارب مطلق 


باب () تقارب منتظم وتكاملات لانهائية ... 5200110000000 
معيار كوثى - اختبار: 84 لفبر شتراس - اختبار ديرشلت ب 
تكاملات لانهائية تتوقف على بارامئر - تكاملات لانهائية لمتتابعات- 
نظرية تقارب إطرادية - تكاملات لالهائية مكررة 


الفصل السادس : المتسلسلات 'اللانهائية 


باب (4) تقارب متسلسلات لانهائية ب م ا 
معيار كوثى للمتسلسلات - إعادة تنظمات متسلسلات: - نظلرية 


إعادة تنظم 


ذلا 


لحلكا 


يدلا 


اعم 


لاا 


باب (ه") اختيارات لتقارب مطلق دم ع او اي 2 لام 
اختبار المقارنة ‏ نباية اختبار مقارئة ‏ اعبار فو 5 اذ 
قببة > اعفان زأنات اخخيان التكامل 


باب (5م) نتائج أبعد المتسلسلات ... ... ...ا . ينانا 
مفترض آبل - اختبار درشلت - اختبار ل - متسلسلات متعاقبة 
(أو متناوية) ت إختبار متسلسلة متناوبة - متسلسلات مزدوجة - 
حاصل ضر ب كوثى 


باب (بام) متسلسلات دوالك ... ب اللي امت الام 
ارات تتقارب نحفم عطاك د دان -11 1 لفيراشتراس 
- اختبار درشلت - اختبار آبل - متسلسلات قوى - نظرية 
كوثى - هادامارد - نظرية تفاضل- نظرية الانفرادية - نظرية 
حاصل ضرب - نظرية برنشتين - نظرية آبل - نظرية توبر 
باب (مم) ‏ متسلسلة فؤرير 0-... ...ام ميء مني رن نرء ملم الا 
متبايئة بسل - مقتر ض راد ملق - نظرية تقارب نقطية 
- نظرية تقارب منتظمة -- نظرية تفاضل عمودية - نظرية فيجر- 
نظرية تقريب لقير شتراس 


الفصل السابع اتفاضل: 053لا تار بو سام لوقه قدو امح وى 3 كفم 


باب (وم)- الشتقدق 727 اث لا لني ملي عوى علي ملل علي القع 
وجود المشتقة 
باب )4٠(‏ نظريتا قاعدة السلسلة والقيمة المتوصطة ... ... 2... . نشف 


قاعدة السلسلة - نظرية القيمة المتوسطة ‏ تبادل ترتيب التفاضل- 
شتقات أعلى - نظرية تايلور 


باب (41) نظريات الراسم والدوال الضمتية ... ... .. فل ملم #46 
الصنف (001)52- مقثر ض تقريب - نظرية الاسم ع انال 
نظرية الراسم الفوق - نظرية رامسم مفتوح - انرية العكسية - 
نظرية دالة ضمنية - نظريتا البازامترية والرتبة - نظرية التثيل 


البارامترى - نظر ية راتبة 


باب (47) مسائل إضافية ا 
اختبار المشعقة الثانية ات رد 2 ليبرا نج - 
قيود متباينة 
الفصل الثامن : تكامل فى " 
١‏ باب ف التكامل قى 2 5 
محتوى صفر - تعريف التكامل مار كو - خواص التكامل 
وجود لتكابل - نظرية القابلية العكامل 


باب (4 4) #توى التكامل 5 ا 
قات مع وى - موي الدالةالختوية - وا إغنائية التكامل 
-- نظرية قيمة متوسطة - التكامل كتكامل مكرر 

باب (4) تحويلات لفئات و لتكاملات... ا ا اه 
تحويلات بروامم خطية - تحويل برواسم ليست خطية - نغارية 
جاكوبيان - تغيير المتغيرات -- نظرية تغيير المتغير ات - 
الأحدائيات القطبية و الكروية - تطبيقات 


إرشادات 'دّرينات مختارة 
قائمة المصطلحات العلمية 


فهسر سس 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طهعحا_ممددهدات /رداتدضعل رعمهع بأاءمد/ عمط 


487 


م48 


وغ 


حة عن نظي الفلة 


فكرة ألفئة هى الآساس لكل الرياضيات » وجميع الموضوعات والتر كيبات الرياضية 
ترجع أخيراً إلى نظرية الفئة ونظرا للأهمية الأساسية لنظرية الفئة سنقدم هنا مجملا قصيراً 
للرموز والمصطلحات الخاصة بنظرية الفئة والى ستستعمل كثير؟ فى هذا المرجع . لكن » حيث 
أن الغرض من هذا الكتاب هو تقديم المناصر ( دون الأساسيات ) للتحليل الحقيق » لذلك 
سدختار من وجهة نظرنا أساليب بسيطة نوعاً ما . وسنكتى بالمناقشة العادية وستعثير أن 
الكلمة « فئة » كفهومها وكرادف للكلات ٠‏ رتبة ومجموعة » وفصل وطقم ». ولا يوجد 
محاو لات لتعريف هذه المصطلحات لتدويئها ى قائمة بدهيات لنظرية الفئة . القارىء الذى 
عنده دراية كافية والمم بتطور الموضوع يجب أن يسترشد بالمراجع على نظرية الفعات فى نهاية 
هذا الكتاب . وما سيتعم كيف يمكن وضع هذه المادة فى بدهيات أساسية . وسيجد أن هذه 
البدهيات ستكون تطويراً قاطماً لأساسيات الرياضة . لكن مما أننا سنمتير أن هذا بميدا 
عن رقمة هذا العم فى الكتاب الحالى لذلك سوف لا نتعمق ف التفاصيل . وننصح بشدة القارئ 
بقراءة هذه المقدمة سريعاً لمعرفة وحفظ الرموز والعلامات الى سوف نستخدمها .. وباستثناء 
الأبواب الأخيرة الى يحب دراسها بمكن اعتبار هذه المقدمة مادة أساسية يرجع إإها . 
ويحب عل القارىء ألا يضيع وقتاً كبيراً فيها . 


الباب الأول جبر الفئات : 


إذا كانت 4 تدل عل فئة وكانت * عنصراً فها » فن المئاسب أنيكتب 
ع 
كاختصار لقولنا إن د عنصر من عناصر ألفئة 4 ع أو د عضو ف الفثة 4 ء أو الفئة م 
تمتوى المنصر + ٠.‏ أو أن ب تكون فى 4 . نحن لا نفحص طبيعة خخاصية عنصر من فئة 
أكثر من هذا ولأغراض أكثر يمكن استخدام المعنى البسيط للمضوية حيث الميزة البدهية 
هذه العلاقة غير ضر ورية . 


إذا كانت 4 فثة والعنصر < ينتمى إلى الفثة 4 ء فإننا تكتب غالبا لم © 
وطبقاً لفكرتنا البسيطة عن الفئة سنتطلب واحدة تماماً من الإمكانيتين 
هم 6 به >1 

لمنصر *« وقئة 4 . 

إذا كانت 4 » 8 فتتين » عد عنصر اء حينئذ سيوجد فى الأصل أربع إمكانيات 
( انظر شكل )1١-1١‏ 

(١)4»عخ‏ و عير )١(٠‏ عع و 8عع 

(؟)معء , عع 2 (:) ميد م 8عع 

إذا كانت الحالة الثانية لا تحدث ( أى إنه إذا كان كل عنصر من الفئة 4 هو أيضة 
عنصر من الفعة 8 ) » حينئة سنقول إن الفئة 4 تكون محتوية فى الفئة 8 أو أن الفئة 
8 تحتوى 4 أو أن الفئة 4 هى فئة جزئية من 8ه ويعير عن ذلك كا يل : 

مدع أو عم 

إذا كانت 8ت ىر وأيضاً يوجد عنصر فى 8 غير موجود فى 4 » فنقول إن 4 هى 
ألفئة الحزئية الفعلية للفعة 8 . 

و يحب ملاحظة أن التعبير 8 هر لا بمنع تلقائياً إمكانية الفعة 4 احتواء كل عناصر 
الفئة 8 . وعندما يكون ذلك صحيساً فالفئتان 4 ه 8 تكونان متساويتين بالممنى الذى 
سئعرفه الآن . 


١ -١‏ تعريف . الفثتان تكونان متساويتان إذا كانتا تحتويان على نفس العناصر إذ1 
كانت الفئئان 4 » 8 متساويتين فنكتب 8 ع 4 . 


أى إنه لكى نوضح أن الفئتين 8 و 4 متساويتان يحب أن نوضح أن الإمكانيتين 
(2) » (3) المشار إلهما لا بمكن أن تحدث . وتحقيقاً للتكافو يحب توضيح أن كلا 
84 و 8حنىيى . إن كلمة خاصية ليس من السبل أن تعرف بالضبط » ولكننا لن 
نتردد فى استخدامها بالتصور العادى لما وهو أنه إذا كانت 2 تبين خاصية معرفة- لجموعة 
من العناصر » فإننا سنتفق على كتابة 
((«)2 د 
لفئة جميع العناصر + الى تحقق الخاصية م . وعادة نقرأها مثل « الفئة لكل العناصر ب 
حيث (*) , . ومن الأهمية غالباً أن نحدد أى العناصر الى نختير ها لخاصية 8 . خينتذ 
غالباً ستكتب ْ 
((*«)طيوعع) 


للفئة الحزئية من 5 الى تحقق الخاصية ظر . 


أمفثلة : 


: إذا كانت (...,2,3 ,20-11 تعين فثة الأعداد الطبيعية » حينئذ الفئة‎ )١( 
لزع«‎ : :2- 3:+2- 0( 
تحتوى تلك الأعداد الطبيعية الى تحقق العادلة المذكورة . الآن الحلان الوحيدان لمعادلة‎ 
الدرجة الثانية 0 > 2 + برقسةير هما 1 عت بدو 2 > بد . وبالتالى بدلا من كتابة التعبير‎ 
السابق ( حيث يوجد عندنا معلومات مفصلة خاصة بجحم.م عناصر الفئة الختبرة ) فإننا نرمز‎ 
. عادة ذه الفثة بالرءز ل( 2 و1 )4 مسجلين بذلك عناصر الفئة‎ 


(ب) ويستعمل أحياناً قانون لاختصار وضف فئة . مثال ذلك : فئة كل' الأعداد الطبيعية 
الزو جية مكن كتابتها على الصورة ' [(]1 + : +12 بدلا من كتابتها على الصورة المعقدة 
إلللع ع 22 ع بر للعاو, 


( ج) الفثة (9 > > 6: لع ») رمكن كتابتها ببساطة مثل (7,8) ومن ثم عرض 
لعناصر الفئة . طبعاً توجد أوصاف أخرى ممكنة كثيرة هذه الفثة . مثال ذلك : 


,(80 > 22 > 40: للك ع« 
,(0 -<2-152+56ع: الاع عا 
1-ع أو 2-0ب:ع + 


( د) وبالإضافة إلى فئة الأعداد الطبيعية ( المحتوية على العناصر . المعرفة” بواسطة 


١ 


... ,2,3 و1 والتى سترمز طا بالقائل بالرمز 20 فإنه يوجد فئات أخرى قليلة سنقدم .لها 
دلالة موحدة كا يتضح من الأمثلة الآتية : 
فئة الأعداد الصحيحة هى : 
(..,3- ,2,3- ,2 ,1- ,1 ,0) - 2 
فئة الأعداد القياسية هى : 
(0 م لمه ع1 :ساد 
سنعالج الفئات () و,2 و /ح كا إذا كانت مفهومة جيداً وسوف لا نختير ثاني خواصها 
بتفصيلات أكثر . وءن الفعات الى ها أهمية أساسية لدراستنا القادمة هى الفعة ©# لمميع الأعداد 
الحقيقية التى ستختير فى الأبواب م - 5 . الفئة الحزئية الخاصة للفئة © الى لما فائدة هى 
فترة الوحدة . 
(1 >: ع 8:0 ع ع 1 
أخيراً سترمز لفئة الأعداد المركبة بالرمز 6 حيث سنعطى قى الباب الشالث عشر تعريفاً 
مفصلا للفئة © ووصفاً مختصراً لبعض خواصها . 
عملدات الفئة : 


سنقدم بعض الطرق لتكوين فئات جديدة من فئات معطاة : 

 - ١‏ تعريف . إذا كانت 4 و8 فنتين ٠‏ فإن تقاطمهما هى الفئة التى كل عناصرها 
تنتمى إلى كل من 4 ء 8 وسترمز لتقاطع الفتتين 8 و 4 بالرمز 0.8 4 الذى يقرأ 
«8 تقاطم 4» . (انظر شكل -١‏ 8). 

9-م تعريف . إذا كانت 4 » 8 فئتين » فإن اتحادههما هى الفئة الى كل عناصر ها 
تنتمى إلى الفئة 4 أو إلى الفئة 8 أو إلى كل من 4 ء 8 وسر مز لاتحاد الفثتين 8 ٠»‏ 4 
بالرمز 8 ناك النى يقرأ 8 اأتحاد 4 . ( انظر شكل 7-9 8) . 

ورمكننا أيضاً تعريف 

48م ., نالك كلآق 

(8عع م شمعع2:ع]- 8ام 
(هعع أو مء2<*:ج)- لام 

بالرجوع إلى ما سبق » نجد أنه من المهم أن نحقق أن الكلمة م أو » مستعملة بمعبى 
شاءلى مألوف أستعاله فى الرياضيات والمنطق . يرمز لهذا المعنى الشامل ف قائون المصطلحات 
العلمية بالرمز دو/أو 50 


0 


عنفتز فن .صمنيا أن تقاطع واتحاد فتين هو أيضاً فئة . ومن بين أشياء أخرى هذا يتطلب 
أن هناك يحب أن توجد فئة ليس ها عناصر بالمرة ( لأنه إذا كانت 8 » 4 ليس طما عناصر 
مشت ركة فتقاطعهما لا يحتوى عناصر ) . 


-١‏ 4 تعريف . الفئة الى ليس لما عناصر تسمى فئة خالية أو فئة شاغرة وسنعيها 


بالرمز م . إذا كانت 8 و 4 فتعين ليس بينهما عناصر مشتركة ( أى إنه إذا كانت 
(8 - 08 4 ) فحينتذ نقول إن 8 و 4 غير مربوطة أو إنْهما غير متقاطعين . 


468 


ا 


[||||اااااا 8 نا ك4 
( شكل ١‏ - ؟) تقاطع واتحاد فتتين 
النتيجة الثانية تمطى بعض المواص المبرية العمليات على الفئات التى سبق عرفناها . 
وحيث إن البراهين لتلك الفروض دارجة وروتينية فسوف نترك معظمها كتمرينات 


للقارى . 


-١‏ هو نظرية . إذا كانت ,© ,8 وى أى ثلاث فئات » فإن 


1) : 4-4هلاك بمدهدهمه 


(ب) 4لا8 ع 8 را فل ,8848 - 08 خم 
(860)7)ناه - 0 نا(8 لا4) © حمقظامم4 عن درهدمم) 
١ج‏ ©مها)ن(8 مهمد دا 8)ادم 


(0نام4)م(8 ناه ) - (00 )نام 
هذه التساويات تسمى أحياناً مخاصية المماثلة وخاصية التبديل وخاصية الترافق وخاصية 
لتوزيع على الثر تيب لعمليات تقاطع واتحاد للفئات . 


ولكى نعطى برهاناً كعينة » ستبرهن المعادلة الأولى فى ( د) . فبفرض * عنصر من 
8000)مم ء حيئذ 4معع و حلاهعع . هذامعناء أن معع ء وأما 68م 
أو مع+ج . ومن ذلك يكون لدينا إما جرع + () و 8ج أو يكون لدينا كمع ([1) 
و ©»ع» للك إما 8ممءعءع أو ©406ءعغ » إذن (©0ها)نا(8 مماءعع . 
وهذا يوضح أن (00ا0)8 ىم هى فئة جزئية من (©406)نا(018 ه) 


بالمكس » بفرض « عنصر من (©466)لا(08 ه) فإما 8ص كع ر(ز1) أو 
عممعرون . ومن ذلك يج معر وإما هعر أو عير رلك مور 
أو ©نا8عبر بحيث (©/ا8)م معر . إذن (4060)لا(8 م م) ه فة جزئية من 
(©6)810 م . بالنظر إلى تعريف ١ - ١‏ نحتتم أن الفتين (©لا8)مم 
و (460)نا(8 0 ه) متساويتان . 


وكإشارة إلى طريقة التغيير + نلاحظ أن هناك فى الأصل مجموع (23 حد) 8 من 
الإمكانيات لعنصر :د بالنسبة إلى ثلاث فئات © و8 و4 ( انظر شكل -١‏ م ) وهم : 


2 ,8ءعبمعع 22 © 6ع ,8ع ع رفع‎ «© )١1( 
(؟) ©ع8,«2 عع رشعم (؛:) ©64ء ,هعد رمعع‎ 
6ع« 8ععر.معر (5) © معد هع رمعع‎ )١( 
(؟) 8,260 عع ردمعءد (م) ©64<« ,8 عبد رمعع‎ 


البرهان يتكون. بتوضيح كل من الطرفين للمعادلة الأولى فى ( د ) تحتوى هذه وفقط 
هذه المناصر © المنتمية إلى الحالات ( ١‏ ) » ( )أو (7). 
وبخصوص العلاقات الموجودة فى نظرية ١‏ - ه ( ج ) فإننا عادة نحذف الأقواس 
ف واوا" 
من الممكن أن نوضح أنه إذا كانت ل برك و...ود4 و1441 مجموعة من الفئات © فحيئنئك 
يوجد فئة معرفة وحيدة 4 تحتوى كل العناصر المنتمية على الأقل لواحدة من هذه الفئات 


3 


:2 و . و2 و1 ح تر ورك وتؤجد فئة معرفة وحيدة تحتوى كل العناصر المنتمية .لكل الفئات 
...ا و2 و1 ح رويك وبدون استعال الأقواس ٠»‏ تكتب 


بثك 80٠٠١0‏ )رهم ع 8 ريق لا١:٠٠‏ نامث تارك د فم 


/60١ 
> 


(فكل ١-م)‏ 
أحياناً - لتوفير الفراغ » نقلد الرمز المستعمل ى حساب التفاضل والتكامل المجموع, 
ونستخدم رمزاً أكثر كثافة مثل 
(1,2,...,8 > ز: يهال - ب ل - 4م 


[2,...8 ,1 > ز: به د به لم - 8 


بالمثل إذا كان لكل عنصر ثر فى الفعة ف توجد فئة رك فإن ل عز: به)ل) تبين فئة كل 
العناصر المنتمية على الأقل لواحدة من الفئات رك . بنفس الطريقة (7 ع ز: بله]() تمثل فئة 
كل العناصر المنتمية إلى جميع الفئات ركه حيث آرعءز . 

سنقدم الآن طريقة أخرى لتكوين فئة جديدة من فئتين معلومتين : 

4 تعريف". إذا كانت 8 » 4 فتتين فإن الفئة المتممة للفئة 8 بالنسبة للفئة‎ 4-١ 
تقرأ‎ ( 4 ١ 8 هى الفئة الى كل عناصرها من 4 لا تنتمى إلى 8 . سئر مز هذه ألفئة بالرمز‎ 
ناقص 8 ») » مع أن الرموز المرثبطة 8 - 4 و 8 ل 4 أحياناً يستعملها مؤلفون‎ 4 ٠ 
. )4 -١ آخرون ( انظر شكل‎ 


وباستخدام الرمز السابق » يكون 


(648عد:نمءعع) ع هام 


أحياناً الفئة 4 تفهم ولا تحتاج إلى أن تذكر بوضوح وى هذه الحالة ثنوه إلى أن متممة 
الفعة 8 هى ١8‏ كر ويرمز لها (8)© . بالرجوع إلى شكل ١ - ١‏ نلاحظ أن العناصر ب 
الى تحقق ( ١‏ ) تنتمى إلى 8 6 كر » وتلك الى تحقق ( ؟ ) تنتمى إلى 8 ١‏ هر » وتلك الى 
تحقق ( م ) تنتمى إلى 8144 . سنوضح الآن أن 4 هو اتحاد الفنتين 08 ل و 18م 


كت 48م 
( شكل ١‏ - 4 ) امتهم الادبى 


7-1٠‏ نظرية , الفئات 8 0 حر + 8 ١‏ كر غير متقاطعة ويكون ؛: 


ر8امانار8 مم) دم 
البرهان . بفرض 618 جرع عر و ١8‏ جرع بر . وما سبق يتبين أن 4ع « » 8 6 
وهذا يناقض العلاقة 0128© هرح عر . إذن الفثتان مفصولتان إذا كان 4 > فحينئذ إما 
8عع أو #8يد . فى الطالة السابقة عع« ء 8 >« أىأن 8ص6ضذء< . 
وأخيرا معع مر #8ءع أىأن هامعع . وهذا يوضح أن 4 هى فثة جزئية من 
١(8١غ)نا(8‏ 2 4) . وبالمكس »ء إذا كان (418)لا(088 م)اء لا فإن إما 
68 كع ( أو 8 ١‏ لك ع نر ., فى أى حالة يكون شع بره ما يغبت أن(8 1 4)نا(8 0 لم) 


هى فئة جزئية من4/, . وهو المطلوب إثياته . 


الآن سنذكر نص قوانين دى مور جان (*) لثلاث فثات وصينة أكثر تعميما ستعطى 
فى القارين . 


(#) أجسطس دى مورجان ( 14.5 بل 1497 ) تعلم فى كلية جامعية 2 لندن . كان 
رياضيا وعالما من علماء المنطق الرياضى وقد مهد الطريق لعلم امنطق الرياضى الحديث ٠‏ 


4 


١-ه‏ نظرية , إذا كان © ,8 ,4 أى ثلاث فئات فإن : 
© 1 شاظمر8 1١‏ ه) - بن را ق)ااه 
(10١1غا)لا(8‏ اه )- 0 0 ق)اهم 
البرهان . سنوضح العلا قة الأولى وسنرك العلاقة الثانية كتمرين للقارى» . 
ولإثبات تساوى الفئات سنبين أن كل عنصر فى (:06ا8)١‏ لم يكون محتوياً فى كل 
من (8 ١ه‏ د (416) وبالمكس , 
إذا كانت +« فى (0 لا ١)8‏ له ء فإن *ا تكونق 4 . لكن « لاتكون ىق © لا81 . 
إذن ب تكون فى 4 ء لكن< لار_تكون إما فى 8 وإماقى © (لاذا ؟ ) . لذلك بر 
تكون فى 4 لكن لا تكون فى 8 و * تكون فى 4 ولاتكون فى © . أى إن8 ١‏ 4 ع بدء 
امع ماينبت أن (ءاهاحرظاهاء: . 


وبالمكس » إذا كانت( 8(60)41 اهشاع ع فإن (8 أ شاء عع و(© اهماع ع 


أى شع ع وكلاا من 8 6عر ا © #ير ومن ذلك ينتج أن هرء د و (©6نا8) مع 
مايثبت أن (©لا8) ١4م‏ ء + . 


ما أن الفتين(© ١‏ م)8(6 ١‏ ىم)و (©6لا1)8 4 تحتويان نفس المناصر فيكونان 
متساويين من التعريف .١-١‏ 


حاصل الضرب الكارتيزى : 

الآن سنعرف حاصل الضر ب الكار تيزى(**) لفئتين 

١-4ة7عريض‏ . إذا كانت 8 و 4 فتتين غير خاليتين فإن حاصل الضر ب الكارتيزى 
للفئتين 8 و 4 هى فئة جميع الأزواج المرتبة (5.ه) حيث ممعم » 8عم 
(انظر شكل 9د ه). 

( التعريف اللمعطى حالياً غير مثالى أو غير كاف مالم تعرف ما المقصود بالأزواج 
المرتبة ) ونحن سوف لا نفحص الموضوع أكثر من ذلك باستثناء الإشارة إلى أن الزوج المرتب 
(5,©) يمكن تعريفه كفئة عناصرها المنفردة هى ١1(‏ ( 5.يه؟ ٠‏ ويمكن إثبات أن 
الزوج المرتب (6,65) »ء الزوج المرتب ('6,8) يكونان متساويين إذا وإذا فقط كان 
“ه عد ماع “ل 8 . هذه هى الخاصية الأساسية للأزواج المرتبة . 


(#ة) رينيه ديكارت ( 1655 .188 ) مؤسسسن علم الهندسة التحليلية » وكان رجلا 
فرئسيا مهذبا / جنديا ورياضيا وكان من أعظم فلاسفة عصره ٠‏ 


8 
(ؤيه) ه--- أن 


1 

1 

1 
6 
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( شكل ١‏ - ه ) حاصل الضر ب الكارتيزي 


الى إنه إذا كانت ( 5 ,4) ع 8 و (141,2,3ح 4 . فإن الفعة 8 ا هر هى الفئة 
الى عناصرها هى الأزواج المرتبة . 
(3,5) ,(4 ,3) ,(5 ,2) ,(4 ,2) ,(5 ,1) ,(4 ,1) 
مكنا رؤية الفئة 48 كفئة مكونة من ست نقط ف المسعوى أحداثيائها هى الى 
دوناها حالا , 


نحن غالباً نرسم شكلا توضيحياً ( مثل شكل ١‏ - ه ) لنوضح حاصل الضرب الكار تيزى 
للفنتين 8 و 4 . كيفما كان فن المؤكد أن الشكل التوضيحى يمكن أن يكون التبسيط 
تقرياً . مثال ذلك » إذا كان (2 > + > 8:1 ع 2) - ك4 :1 ع ع ع 0: 1ك 2) ع 8 
أو (3 > : > 2 فحينئذ بدلا من مستطيل » نريم تخطيطاً مثل شكل. 8-١‏ . 


( شكل ١‏ - 5 ) حاصل الضر ب الكار تيزى 


١ : تمرينات‎ 

. 0-١ )ارس شكلا لقثيل كل فئة مشار إلها فى نظرية‎ ١ (- ١ 

١-(ب)‏ أثبت الحزء ( ج) من نظرية 1ه . 

١-(ج‏ ) أثبت الحزء الثافى من ( د) من نظرية ١ه‏ . 

. د) أثبتأن هعه إذا وإذا فقط م-8مم‎ (- ١ 

١‏ - (ه ) بين أن الفئة 2 الى كل عناصرها تنتمى إما إلى 4 أو إلى 8 ولكن لا تنتمى 
إلى كلهما هى ١‏ 

لم١‏ 8)نا(8 اماعم 
هذه الفئة 2 غالباً تسمى اختلافاً مبّاثلا للفئتين 8 و 4 . مثلها بشكل توضيحى 
١-(و)‏ وضح أن الاختلاف المتماثل 2 » المعرف فى التمرين السابق هو أيضاً : 
(هم4م) ١‏ زه نام) عم 

و-(ز) إذا كانت معه .فين أن (8١41)ام-م8‏ 

١-(ح)‏ إذا كانت 8و4 أى فضتين ٠‏ فبين أن (1)418ه - 408 , 
ذ-(ط) إذا كانت زي4,. ...و4 ويك مجموعة من الفئات » وإذا كانت 8ه أى فئة 

فبين أن 
(رمدع) لد به زا باع ,لبهم8) نْ - به يمع 
د-(رى) إذا كانت [إيك4.. .روك ويك ) مجموعة من الفئات » وإذا كانت 8 أى فئة 
أفبين أن 
مداع م درم داع ,لبممع) 6 د به ممع 
تعر لعز ال 25 
)2(-١‏ بفرض أن ظ فئة » إبر4 و... و4 ون 4] مجبوعة من الفعات فحقق قوانين 
>دى مورجان ١‏ 


مدع م ده نااى لبهاع) ل جره راع 
الاحظ أنه إذا كان بم 8 يعبر عنها بالمقدار (/6)4 فإن هذه الملاقات تأخذ الصورة - 
دم» م دردمن)» سهن-(حق)» 0ل 


١-(ل0)‏ بفرض ”/ هى أى فئة و لكل عنصر 1 ع ويفرض رك محتوية فى 
ل . فبين أن :. 


(لءز[نربه) »الا - لالع زنبها )6 
(لع[:(به) ١!»‏ ) - ززع ز: بهال) 6 
١-(م)‏ إذا كانت وه ء 81 فثتين جزئيتين من 8 وكانت .8لا,8 -<8 
(.8 عا )لا ,8 اله ) - 8 2 مر 


الباب الثانى - دوال : 


سنعود إلى مناقشة المفهوم الأسامى للدالة أو الراسم . وسنبين أن الدالة نوع خاص من 
الفئة . مع إن وجود تصورات أخرى وهى غالباً افتراضية . كل الأبواب الآثية ستختص 
بأنواع مختلفة من الدوال ء ولكن هذه سعكون عادة ذات طبيعة تجريدية بدرجة أقل من 
الموجودة فى مقدمة الباب الحاضر . 
فى الرياضيات منذ قرن كلمة « دالة » عادة يقصد مها صيغة محدودة مثل 
5- برة + 2ع - (0)ز 
الذى يرافق كل عدد حقيق يد عدد حقيق آخر (*)ثر . وف الحقيقة أن صيغاً معيئة مثل 
5 - 2ل - (عس)ع 
كانت لا تعطى أعداداً حقيقية لمميع القيم الحقيقية للمقدار + وكانت معروفة طبع ولكن 
كانت لا تعتبر أساساً كافياً تحتاج إليه فكرة امتداد تعريف الدالة . ومحتملا ظهور جدل 
بين الرياضيين حول كون القيمة المطلقة 
أ«اء مم 
للعدد الحقيق « دالة غير متميزة » أم لا. وبعد كل ذلك فتعريف | * | المعطى فى « أجزاء » 
هو 
* ]ا | إذا كانت 0 حير 
كلمن إذا كانت 0>عر 
ومع تطوير الرياضيات أصبح بوضوح زائد عن الحاجة إلى أن الدالة تكون صيغة مقيدة 
أكثر من اللازم لآن تعريفا أكثر عموما يكون مقيداً . ومن الواضح أيضاً أصبح هاما أن 
نفرق بوضوح بين الدالة نفسها وبين قيمة الدالة . ومن المحتمل أن يحد القارىء نفسه فى موقف 
الرياضى منذ قرن فى هذين الاءتبارين بدون خطأ منه . سنقترح إعادة القارىء إلى تاريخ 
استخدام وتعريف الدوال الخحالى ولكن سنفعل ذلك ى خطوتين . 


1١5 


تعريفنا المنقح للدالة سيكون : 


الدالة كر من الفئة 4 إلى الفئة 8 هى قاعدة الاتصال الى تخصص لكل * فى فئة جزئية 
معينة 8 من 4 عنصراً معيناً وحيداً («) /ر من 8 . 


بالتأكيد الصيغ الصريحة من النوع المشار إليه أعلى توية فى هذا التعريف التجريى . 
والتعريف المقترح يسمح بإمكانية عدم تعريف الدالة امناصر معينة من 4 وأيضاً يسمح 
باعتبار الدوال الى فيها الفنتان 8 و 4 ليست ضرورياً أعداداً حقيقية ( لكن ريما تكون 
أدراج وكرامى - أو قطط وكلاب ) . 


مهما كان التعريف المقترح مقنعاً فإن به نقصاً له أهمية فهو ليس واضحاً . ستظل صعوبة 
تفسير العبارة « قاعدة الاتصال » وبدون شك يمكن للقارئُ أن يفكر فى تعبير يقنعه أفضل 
من السابق لكن ليس من المحتمل أنه سيزيل عدم الوضوح والضباب تماماً . وأحسن حل 
مقع يبدو فى تعريف « الدألة » بدلالة الفئات . والرءوز والدلالات المذكورة فى الباب السابق 
ذكره وهذه لما عدم فائدة لكونها غير حقيقية وفقدانها بعض الاكتفاء الوجداف بالوصف 
الأول ولكن الفائدة من الزيادة فى الوضوح تتغلب على هذا النقص . 


ومفتاح الفكرة هو التفكير فى رمم بياف للدالة أى التفكير فى مجموعة من الأزواج 
المرتبة ونلاحظ أن مجموعة اختيارية من الأزواج المرئبة لا يمكن أن تكون رمم دالة 
لأنه إذا عرف العنصر الأول من الزوج المرتب فإن العنصر الثاق يكون محدداً وحيداً . 


١ - +‏ : تعريف . بفرضص 8 و 4 فثتين ( ليسا من الضرورى متباينتين ) فإن دالة 
من 4 إلى 8 هى فتة الأزواج المرتبة ”ي فى 8 »ا هر مع خاصية أنه إذا كانت (4,8) » 
( '8,©) عنصرين من فحينئذ// - 8 . الفئة لكل العناصر للفعة 4 والى توجد 
كالأعضاء الأولى من العناصر فر تسمى النطاق للفعة كر ويرمز لها بالرمز (ث/ر) 2 . الفئة 
الى كل عناصرها من 8 والتى توجد كالأعضاء الثانية من العناصر فى كر تسمى مدى الفئة "كر 
( أو الفثة لقم م ) ويرمز لها (كر) 2 . وى حالة 4 ح (كر) 2 » فإقنا غالبا نقول 
إن عر راسم 4 إلى 8 (أو راسم 4 إلى 8 ) وتكتب 8ح 2:4 . 


إذا كانت (4,8© ) عنصر] من دالة كر » فن اللمعتاد أن نكتب : 
(1)4 دم أو 0000-7 


بدلا من مع (6 ,ه) . نحن غالباً نشير إلى المنصر 86 كقيمة كر عند النقطة © أو صورة © 
بواسطة الدالة كير . 
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( شكل ؟ - ١‏ ) دالة كرسم بياف 


تمثيل جدولى : 


بمكن تصور الدالة كرمم بياف وهناك طريقة أخرى وهى هامة ومنتشرة الاستمال وهى 
كجدول . اعتبر جدول ؟ - ١‏ الموجود فى صفحة التربية الرياضية من مجلة فوسلائد 
بوجل . 1 

النطاق لدالة هذه الضر بات الحرة “/ر يتكون من النسعة لاعبين ا 

ملصة)داعلة؟1 ,ل[تطعقطء110 8 ,8206 رموذرعل صة) - (/) 2 

(05626658ظ1 تسلووع مع 2 مره 056 ,12071651 

بِيما المدى للدالة يتكون من الست أعداد . 

(1,2,4,5,8 ,0؟ - (ر) 8 
العناصر الفعلية للدالة هى الأزواج المرئبة 
5 ))) ,(0 ,ع820) ,(2 رممدوعلمم) 


ر(8 لكلو ة0721]) ر(4 ملسهخدعلةع1) ,(1 ,لاتطعوطعءوقم]) 
(4 مهتءطهعده18) ,(2 ,تمتووعوءط) ,(0 رمغوطون) 
فى مثل هذا الّثيل الحدولى نكتب عادة فقط النطاق للدالة فى العمود الأهسر ء لأنه 
لا توجد حاجة للإشارة إلى الأعضاء من الفريق الى لم تلعب ) وريمكن أن نقول قيمة الضربات 
الحرة للدالة كر عند 206150 هى 2 ونكتب 2 - ( 067308مة) تر أو 2 ج 0م20623م 
وهكذا . 
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نحن جميعاً معتادون على استمال مثل الحداول لنقل المعلومات . وهى أمثلة هامة للدوال 
وهى عادة ذات طبيعة من الصعب التعبير عنها بدلالة صيغة . 


)9-١ جدول‎ ( 


عدد الضر بات الحرة اللاعب 


مومع لمم 
820 

لع 52 
للتطعقطء 280 
أمةغا د كلة 1 
لإكلوء1 10172 
اروساتلافق 
لمتووعرء2 
عيةأطمعوه1]0 


نما ه م شاي موت انم اح 


ظ ْ 5 


( شكل ؟ - ١‏ )دالة مغل تحويل 


تحويلات وآلات : 


توجد طريقة أخرى لتصور الدالة : مثل تحويل جزء من ألفئة 4 إلى جزء من الفئة 8 
وبتعبير أعم إذا كانت /ع(4,5) فتفكيرنا عن ثر هو أخذ عنصر © من الفئة 
الحزئية (/ر) 8 من 4 وتحويه أو نقله براسم إلى عنصر (84) كر ح 6 ف الفعة الحزئية 
(/)8 للمقدار 8 . ونرمم غالباً شكلا توضيحياً مثل شكل + - 8 . وتستهمل كيرا 
هذا العّثيل المندسى للدالة حتى إذا كانت الفتتان 4 و 8 ليست فثات جزئية من المستوى . 
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وتوجد طريقة أخرى لتصور الدألة وذلك مثل الآلة التى سوف تستقبل عناصر ( ) 2 
لتدخل فها ثم تخرج مها بعد ميكتتها عناصر مناظرة فى الفئة الحزئية (كر) © . أى إنه 
إذا أخذنا العنصر * من ( /) 2 ووضع فى ث/ر فحينئذ يخرج بالقيمة المناظرة (*) /ر . 
وإذا وضعنا عنصراً عتلفاً بر من (لر) 2 فى ثر نحصل على ( بر )ثر ( الذى ربما يختلت 
أولا مختلف عن (<)/ر ) . إذا حاولنا إدخال شىء ما لا ينتمى إى (/ر) 2 فى كر فنجد 
عدم قبوله وذلك لأن قدرة /ر هى التأثير فقط على العناصر الى تنتمى إلى (2)7. 
( انظر شكل )8-١5‏ 


يو هم 


١ 


0 
ر شكل + - م )دالة مثل آلة 


وهذا التصور الأخير يوضح بحلاء المييز بين كراء (*)ث/ر . الأول الآلة والثان هو 
نتاج الآلة عند وضع + فيها . ومن المفيد مؤكداً المييز بين الآلة وإنتاجها . الشخص 
الأبله فقط هو الذى يرتبك ويحتار بين آلة فرم اللحم ( المفرمة ) والحم المفروم. مهما كان 
فهناك كثير ون مخلطون بين الدوال وقيمها الأمر الذى يبين أهية بذل مجهود بسيط للتمييز بينهما 
رمزياً . 


قيود الدوال وامتداداتها : 


إذا كانت ث/ر دالة نطاقها ( كر )2 ٠»‏ :2 فثثة جزئية ٠ن‏ ( )2 »© فإنه من المفيد 
أحياناً تعريف الدالة الحديدة ير الى نطاقها ,82 بأن («)ثر > (*«) كر وذلك لكل 
2 ع . هذه الدالة يل تسمى التقييد أو الحصر للدالة كر فى الفئة ,2 . وبدلالة تعريف 
؟5-؟ يكون : 
(رطع ه :]ع (6 به)) - ل 


أحيانا نكتب ,2 |كرح يرث للإشارة إلى قيد الدالة كر إلى الفئة ,8 


وهناك تر كيب ماثل ( يبدو أنه قريب من الحقيق ) وهو الإشارة إلى ( امتداد ) » فإذا 
كانت ع دلة بنطاق (2)8 ٠‏ (ج)2 د.2 ع فإن أى دالة ديم بنطاق د يحيث أن 
(*«) م - (*) وعم لميع قم (ع)2 ع تسمى امتداد الدالة م للفئة و2 . 


تركيب الدوال : 


نحن الآن نريد أن نركب دالتين أولا باستخدام كر لكل « فى (ث/ر) 2 وبعد ذلك 
باستخدام م إلى (*) كر إذا كان ذلك مكنا ( أى إن عندما (2)/ر تنتمى إل (2)8 ) . 
لإجراء هذا نحتاج إلى العناية بفحص النطاق للدالة المحصلة . فثلا » إذا كانت كر معرفة على 7# 
بواسطة 3بر ح (+*)ر وكانت م معرفة للقيمة 0 < + بالتعريف *له- (8)8 فتر كيب 
8*7 بمكن تعريفه فقط عندما 0 < ب وخذه الأعداد الحةيقية فإن قيمها هى “ترل. 
؛ - ١‏ تعريف . بفرض أن ثر دالة بالنطاق (“/ر)2 فى 4 والمدى (/)8 فى 8 
وبفرض أن ج دالة نطاقها 2)8(8 فى 8 ومداها (ج)8 فى © .(انظر شكل 5 4) 
فإن تر كيب 7" ( لاحظ الرتبة ) هى الدالة من 4 إلى © المعطاة المعرفة . 
©؟<الش ع( ,ه) -[هع : حيث يوجد عنصر 8 6م 


حيث أن [ع((4,0) و قع©رط) 


-٠‏ "# نظرية . إذا كانت كرء ع دالتين » فإن تحصيل “رمج هو الدالة ذات 
((ع) 2ع (*)] : (])طط»ء حا ([١٠ع)ط1‏ 
((مدع)اطء ع :((0)])و) - (زرهع) ]1 


00 2 مم ممع هه لو اللا 
( شكل ؟ - 4 ) تر كيب الدوال 


؟ -؛ أمثلة . (1أ) بفرض بم و ث/ دالتين قيمّهما عند العدد الحقيق ب هما 
الأعداد الحقيقية المعطاة بما يل (*) 
2323-1 (جا)ع 2 -(2)ز 
بما أن (2)8 هى الفئة © لميع الأعداد الحقيقية (ع)2 ت (/)2 النطاق (/"ج )2 
هو أيضاً © و 1 -122 -3)2:(2-1 - («)رهع . ومن ناحية أخرى 2 - (ج0م)28 » 
لكن 6822-2 -(2)3822-1 > )و20 . 
(ب) إذا كانت # هى الدالة حيث (1 <ح + : © ع «) >- ()22 المعرفة بالمقدار 
1 -2/ > (ع«)مز ٠‏ 
وإذا كانت كر مثل ( أ) ء فإن : (24ع: ع ح] -(1ع +2:2ء عد (00)م ١‏ 
22-1 )رمه أيضاً :. (1ح ع ع عاد (زهم)م 6 2/21 - امم 
إذا كانت ع هى الدالةفى الحزء (أ) » نإن , * 
: [لحد كع عع د 2 1- نم3 هع ع درو ٠»‏ 1710 
أو داه 2- ةك - )ع هم أيضاً (1< : : اع 2) > (طمع)ط 5 
3-4 - (:) هع ( لاحظ أن الصينة الممبرة #"يم لها ممتى لقي د غير الى فى نطاق 
97م ). 
(ج) بفرض © و كم دوأل بالنطاقين : (0 < + : ع ») - (8) 2 2 
8 -(2)0 بحيث أن قي م » © عند النقطة د ى>نطاقهما هى : 
2-1 د من ١‏ لاد وم ” 
فإن (0<ع: 2ع 2 -008)« 16 -ع- 2 )ممه بين : 
((2)1 »)6 :(©)2 ع ع]- (وهجم) م 2 . هذه الفئة الأخيرة تكون خغالية مثل 
0 > )© لكل (©)2 ج + . أى إن الدالة 6م غير معرفة عند أى نقطة لذلك تكون 
©" حى دالة شاغرة . 


الدوال الادخالية والدوال العكسية : 
سنعطى طريقة تكون دالة جديدة من الدالة المعطاة فى حالة كوث الدالة الأصلية لا تأخذ 
نفس القيمة عرتين . 
)2 نحن أيضا نبين هذا بكتابة : +2 < عزن ٠.‏ 1ن تير3 جد جر وزع عند عم . 
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؟ - ه تعريف . بفرض ثر دالة نطاقها (كر)2 فى 4 ومدافا (كر) 8 فى 8 . 
فإننا نقول إن الدالة كر دالة إدشالية أو واحد - واحد إذا كان عنسا(5 ,ه) » (8,ه) 
عناصر من ثر فإن .6 ح- 6 . إذا كانت كثر دالة إدخالية فيمكننا أن نقول إن كر إدخال 
أو حقنة . 

و بمعى آخر الدالة تكون ثر إدخالية إذا وإذا فقط كانت الملاقعان ‏ 8 > ('م)ررط - (6)[ 
تعنى ضمنياً أن “4 ح » . وبالتناوب تكون الدالة ثر إدغالية إذا وإذا فقط عندما © ,© 
يكرنادفى (ر)2 . 'مه فإن (م)[* (0)/ . 


نحن على حق ى حالة أنه إذا كانت كر دالة إدخالية من 4 إلى 8 فإن الفثة من الأزواج 
المرتبة فى 4 كا 8 الى يحصل عليها بإبدال العضو الأول والعضو الثانى من الأزواج المرئبة 
فى كر تنتج دالة م الى هى أيضاً دالة إدخالية . 
سنحذف برهان هذا الفرضص وسيترك كتمرين وهو اختبار جيد للقارئٌ . العلاقات 
بين كراء بم عى : 
(0)ط د رع)5 2 ,()# - رع)ط 
[ع(طبه) إذا وإذا فقط 8 ع (5,24) 


هذا النص الأخير يمكن كتابته على الصورة العادية 
(1)0-ط إذاوإذا فقط ‏ (06)م04-8© 


؟ - 5 تعريف . بفرض أن ثر دالة إدخالية ها نطاقها (ر) 2 فى 4 ومداها (/ر) 2 
فى 8 وبفرض أنه إذا كانت (/ء(2 ,0): 4 << 8 ع (ه ,8)) - بم فإن ب تكون إدغالية 
نطاقها (ثر) 2 -(ج) 2 فى 8 ومداها (ثر) 2 ع (ج)2 ى 4 . الدالة يم تسمى بالدالة 
المكسية للدالة كر ويرمز ها بالرمز تحر . 


الدالة المكسية يمكن تفسيرها من وجهة نظر الرامم . ( انظر شكل م - ه ) . إذا 
إذا كانت ثر دالة إدخالية قثر سم عناصر مميزة من (2)7 إلى عناصر مميزة من (/ر) 2 . 
أى إن كل عنصر 8 من (/)2 هوصورة تحت ثر للعنصر الوحيد © فى (/)2 . الدالة 
المكسية 1 ترمم العنصر 8 إلى العنصر الوحيد © . 


؟ - ؟ أمثلة )١( ٠‏ بفرض ©حبع:ي دالة نطاقها 8# -(2)5 » الفثة الحميع 
الأعداد الحقيقية » والمدى فى 22 بحيث أن القيمة للمقدار*/ عند العدد الحقيق + هى هر ح (ه) 17 
( ويمعى آخر م تكون الدالة 2 ع عر: (2: .:)) . من الواضح أن ليست واحدا - 
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( شكل «-ه ) الدالة العا كسة 


واحداً : وفى الحقيقة الأزواج المرتبة (2,4 -),(4 ,2) كلاها ينتميان إلى / 
وبما أن ل ليست واحداً - واحداً فليس طا دالة عكسية . 


(ب) بفرض أنث الدالة الى نطاقها 2 -(/)82 2 م (0< ««: ع ») - (م)2 
الى قيمتها عند +« فى ( ك/ر)2 هى تبر - (#«)ثر . لاحظ أن ثر هى قيد ( كر ) 2 للدالة / 
المذكورة فى جزء (أ) . بدلالة الأزواج المرتبة (0 ع ع 2ه :3ع ,م)) دز 
بحلاف الدالة م فى الحزء (1أ) تكون ر دالة إدخالية لأنه إذا كانت *برت شير مع ب وير 
فى (/ر)2 فإن برع« . (لاذا ؟ ) لذلك ثر لها دالة عكسية جم لا : 

(8::<0ءحج- )8 دروام » [0-<ع :ع ع)- راط د رو)عم 
وبالإضافة إلى ذلك (<) رح 2ر ح بر إذا وإذا فقط (بز)ع حد بد. هذه الدالة المكسية م 
عادة تسمى دالة الحذر الثر بيعى الموجب ويرمز ها : 

60دمر عر ارول رمع 


( ج) إذا كانت كر هى الدالة (0 > ,8 ء ‏ : ”ع ,)) فحينئذ كا فى (ب) ٠»‏ 
تكون وثر دالة واحداً - واحداً وها نطاق (0 > :8ع 200-12 )| ومدى 


(0 < :8ع عد )م . لاحظ أن ير هى قيد ( يكر)2 للدالة / المذكورة 
فى الحزء (أ) . الدالة وج الدالة العكسية للدالة كر تسمى دالة الحذر التربيعى السالب 
زيرمز ها 


مدر ه#عر ارك - (رارع 


أححيث أن 50 (يز) يج . 


(د) دالة الحيب م أى جا فى حساب المثلئات حيث : © - (2)ر 
د (1+ > بر > 1-: 8ع ر) - (©)ع معروفة جيداً بأنبا ليست دالة ادخالية ( مثال 


"7 


ذلك (0-+2 هزذة-0هنة. لكن إذا كانت ثر هى تقييدها للفعة :62 *) - (/)2 
(7/2+ > + ع 2/- حينئذ تكون ث/ر أدخالية ومن ثم يكون للها عكسية يم حيث 
(8)7 - (ه)2 » (/)ه > (ج)ه . أيضا #دهلو ح بر حيث (2)/7 ع إذا وإذا 
فقط كانت («ز)ج ح ب . الدالة يم تسمى ( الفرع الأساسى ) لدالة الحيب العكسية وغالباً 
يرمز ها بالرمز 


«رملوعية - (رر)م أو بر مزع - (بر)ع 


الدوال الفوقية والدوال التناظر آحادية : 

8-٠‏ تعريف . بفرض أن ثر دالة نطاقها هر ت (/)2 ومداها 8 (/)2 . فنقول 
إن كر دالة فوقية أو أن / ترتمم فوق 8 فى حالة كون المدى 8 ح (كر)ه . وإذا 
كانت ر دالة فوقية فن الممكن أن نقول إن /ر تكون فوق . 

من المهم عند ,تعر يف الدالة أن نحدد نطاق الدالة والفئة الى عناصرها هى القيم المأخوذة . 
وعند عمل هذا يكون من الممكن أن نستطلع ما إذا كانت الدالة فوقية أم لا . 

؟ - 4 تعريف . يقال للدالة كر الى نطاقها 4ك (/)2 ومداها ‏ 100218 
إنها دالة أحادية إذا كانت (1) إدخالية (أى أنها واحد - واحد) » (11) فزقية 
(أى أن (/ر)2 ترتسم فوق 8 ) . وإذا كانت ثر أحادية فيمكننا أن نقول إن /ر 
تناظر أحادى . 


الصور المباشرة والعكسية : 

بفرض أن كر دالة اختيارية نطاقها (ر) 2 فى 4 ومداها (/ر) # فى 8. سوفن 
لانفتر ض أن ثر إدخالية . 

؟- ١١‏ تعريف . إذا كانت فئة جزئية من 4 ء فإن الصورة المباشرة للفئة الحرئية 
بواسطة كر هى الفئة الحزئية (كر)ك المعطاة كيل : 

(()طمطءوء: مق 

نحن عادة نشير للصورة المباشرة للفئة ا تحت كر بالرمز (5) كر . ( انظر شكل 50-5). 

من الملاحظ أنه إذا كانت 8-(608)2ظ فإن 6-ر(ط)م . إذا كانت 8 تحترى 
على النقطة الوحيدة ثر فى ( )2 فإن الفئة (8)'ر تحتوى على النقطة الوحيدة (ص) /ر . 
تحتفظ الفئات ببعيض خواصها تحت الصورة المباشرة كا نوضح الآن . 


1. 


؟ 1١-‏ نظرية . بفرض أن ثر دالة نطاتها فى 4 ومداها فى 8 وبفرض أن 2,7 
فتتان جزئيعان من 4 . فإن 


(أ) إذا كان(5)/ ء (8)ر دعم راك 8 (ب) 05 (ط)رء 5م 6)ر 
)2 (5)/بادط)] - طداع)ر د( (ظازء ١5‏ عر 


البرهان . ( ١‏ ) إذا كانت هعبر فإن جرععر وحينئذ (5)رء()م وحيث أن 
هذا صحيح الجميع قيم 8عع فيتج أن (6)رء (5)/ . 
(ب) ما أن 2 ك 22085 فينتج عن الجزء (1) أن (8)] ك(65 8)[ 
أوبائئل (#)رك 52م 6)م ولذلك نستمج أن (8(01)5)] ك(5 م 6)ر 


( شكل 8-١‏ ) الصورة المباشرة 


(+) ما أن طلا ك8 . #لاهعيم فينتج امن الحزء (أ) أن لنا(8)] 
(#لاط)/ )17 . وبالعكس إذا كانت (الا28)/ لا فحيئذ يوجد عنصر 
لالاظع<* محيث أن (#«)ي/ر حير . وبا أن >< أو 1 © * فينتج أن اما 
(طارء (2)0 نر أو أن (5)ر ا 

لذلك نستتنج أن (#)]نا(8)ر ك (طنا )م الثى يكل برهان ابلزء ((ج) . 

( د) الحزء ( د) ينتج مباشرة من الحزء (1) 

وهو المطلوب إثباته 
سيتضح فت تمرين ( ؟ -ى ) أنه بوجه عام من غير لمكن استبدال علامة الحصر فى ( ب ) 


بعلامة التساوى . 


نف 


الآن نقدم مدلول الصورة المكسية تحت دالة . لاحظ أنه ليس من المطلوب أن تكون 
الدالة إدهالية , 
؟-؟١تعريف‏ . إذا كانت 18 فئة جزئية من 8 ء فإن الصورة العكسية للفئة الحزئية 
7 تحت كر هى الفئة الحزئية ( كر )2 المعطاة فى الصورة : 
(8ع(2)]: ع 
| نحن عادة نرمز للصورة المكسية لفئة 4# تحت كر بالرمز (32030/ . 
( انظر شكل 70-959 ). 
مرة أخرى » نؤكد أن ثر لا تحتاج أن تكون دالة إدخالية حتى لا نحتاج إلى وجود 
الدالة المكسية +ث/ر . ( لكن إذا كانت آحثر موجودة فإن (27)*ث/ر هى الصورة المباشرة 
للفئة 2 "حت تتر) . 
؟- 18 نظرية. . بفرض أن كر هى دالة نطاقها فى 4 ومداها فى 8 ونفرض أن كك 
هما فئتان جز ئيتان من 8 . فإن 
)١(‏ إذا كان 14 © فإن (84)'/ ء(©) ]1 
رب ) )“صرت - رطع ]1 


ا 00 
زد (١‏ 2 06 


البرهان . )١(‏ نفرض أن (2-0)6/ع2 فيكون فيلك © 2(6)/ 


وحينتذ (70)181] ©« 


( شكل ٠‏ -+*7) صور عكسية 


53 


(ب) ما أن 03 © هى فئة جزئية من © ا 45 فينتج من جزء (1) أن 
8[ 6ك (8 مى) 1 ز 
وبالمكس » إذا كانت : (4)'-[0)06(0 رع« فإن ©ج(م)م ٠‏ 631©)/ 
لذك 08 © ع 00)] ٠‏ 61 6) عع 
(ج) ماآن © » 8 فثتان جزئيتان من 115ل © » فينتج من جزء (أ) أن : 
3 )727 اهز 
وبالمكس » إذا كانت (051ا )6/70 فإن 56لا © (6)/ ومن ذلك ينتج أنه إما 
© >(*)/ حيث (70)6/ + أو 125 (+«)/ وى هذه الخالة (1)87- رع ب إذن 
)ةنارك زع ( ناكى) ] 
(د) إذا كانت )عع فإن قلوعم)/ لك (ق)لرعير > 
(23)'-[#»« ومن ذلك ينتج أن 5 
18277 ]1 


وباللكس ء إذا كانت (0)6(17)24 رعس فإن 6ع(ممم ٠.‏ »سر 
حيث 61125 ع(0)م ومن ذلك ينتج أن. 
161١8‏ )0011 1 
وهو المطلوب إثبائة 


؟-(1أ) أثبت أن تعريف ١-.؟‏ ينتج فعلياً دالة وليس بالضبط فئة جزئية . 


؟-(ب). بفرض © - ه - هر واعتبار الفئة الحزئية (1 ع غير سل تعر : (بر ,:)] -0 
للمقدار 48 هل هذه الفئة دالة نطاقها فى # ومداهانى ©# ؟ 


؟ -(ج) باعتبار الفئة الحزئية للمقدار © 8 المعرفة بما يل(1 - إبر|ا+إء|: (8,)) - 2 
صف هذه الفعة بالكلام » هل هى دالة ؟ 


؟-(د) أعط مثالا لدالتين بم وثر على # إلى # بحيث أن ع */ » ولكن بحيث 
أن زعم -ههر 
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؟-(م) أثيت أن إذا كانت ثر إدغالية من 4 إلى '8 فإن : (ثرء(5 ,ه):(ه ,0)) -:-] 
دالة وأثبت أنها إدخالية . 

؟- (و) يفرض أن كر إدخالية ‏ . قاثبت أن عدت (ت) تر اير الجميع قم عد فى 
(ر) ه اء وأثبتها أيضا مرح زمر )سرام المميع قم لز فى (207 . 

-(ز) بفرض كر ء ع دالتين ويفرض أن * -() 0ع لمميع قم +« فى (/)8 . 
أثبت أن ير إدغالية وأن )عع ٠‏ ()طدرهم . 

؟-(ح )بفرض ع و ثر دالتين يحيث أن : 


«در.ج ميع تم * فى (2)7 
ا-(080/ ميم قم بر فى (ه)2 
أثبت أن تحر داع 
؟ - (ط) أثبت أن الصورة المباشرة (8) كر خالية إذا وإذا فقط كانت : 
9-(مم)صمطظ 
١‏ (ى) بفرض أن ث/ر هى الدالة على 8# إلى # والعطاة بر حت (*) /ر وتفرض : 
(0 ع ع-1+-:8 ءادع » (1 > ع ع82:0عع) دي فإن ‏ (0) سمط 
(0 - رمه ييا (1 > رك 0: »ع رح رط)] - (ع)م ومن ذلك استتبع أن (85م8)/ هى 
فئة جزئية فعلية للمقدار (5)م 06 (8)/ . احذف الآن © من ظاء #6 . 
؟-(4) إذا كانت جم و كه و كر كانى تمرين ١(‏ - ظ) » فإن : 
(0>ك1- 8ع صرق 2اء /)8(1١/)5(-8‏ ومن ذلك لاينتج أن 
(عارارع)رء رساع)ر 
؟-(ل) بين أنه إذا كانت كر إدخالية للمقدار (كر)2 إلى (/م)8 وإذا كانت 2 هى 
فئة جزئية من (ك)8 ء فإن الصورة المكسية للفئة الحزئية 88 تحت ر تنطبق 
على الصورة الماكسة للفئة الحزئية / تحت الدالة العاكسة تسثير . 


؟-م إذا كانت ث ء» مي كاف تعريف 8-٠‏ فاثبت أن : ((ع)©)* ]- (ز٠ع)ط‏ 
الباب الثالث ‏ فثات محدودة وفئات غير محدودة : 


الغرض من هذا الباب محدود جداء وهو لتقدم العبارات منبية » معدودة ولا نهائية . . 
هذا الباب سيمدنا بأساس دراسة الأعداد الأصلية ولكنه سوف لا يواصل هذه الدراسة . 


إن 


ومع أن نظريات الأعداد الأصلية والعادية فاتئة بطبيعنها فإن عوضاً صغيراً جداً لما يكون 
فى الحقيقة حيوياً لموضوعات هذا الكتاب(*) . 


سنفترص تعودنا على فئة الأعداد الطبيعية . وسئرمز هذه الفئة بالرمز لل + عناصر 
فئة الأعداد الطبيعية يرمز لما بالرموز العادية . 


1,29 3 


إذا كانت 1,101 فإنئا جميعاً عندنا فكرة بدهية عن العنى المقصود بقولنا « أقل من 
أو تساوى 72 وسنستعير هذه الفكرة الآن محققين أن الدقة الكاملة تتطلب تحليلا أكثر 
ما أعطينا . سنفتر ض أن كل فئة جزئية غير خالية للمقدار 87 تحتوى على الأقل على عنصر 
واحد . وهذه هى خاصية هامة للمقدار لح » أحياناً نقول إن 2 جيدة الترتيب بمعنى أن لز 
لما هذه الخاصية . وهذه أى خاصية حسن الترتيب مكافئة للاستنتاج الرياضى . سنشعر بحرية 
استخدام براهين أساسها الاستنتاج الرياضى الذى سنفتر ص أنه مألوف للقارئ' . 


يقصد بالقطعة الابتدائية للمقدار 2 فئة تتكون من جميع الأعداد الطبيعية الى تكون 
أقل من أو تساوى عنصراً ثابتاً من عناصر 1 . أى إن قطمة ابتدائية رر3 للمقدار 18 
تحدد عنصراً وتكون محدودة بعنصر مثل 8 من عناصر 2 كايل : 


عنصر * من عئاصر لحم ينتمى إى ,5 إذا وإذا فقط كانت 7ك «. 


عثال ذلك : الفئة الحزئية ( 2 و1 ) ح وى هى القطعة الابتدائية للمقدار 2 المحدودة 
بالعدد الطبيعى 2 » الفئة الحزئية ( 2,3,4 و1) > م5 هى القطعة الابتدائية للمقدار نز 
امحدودة بالعدد الطبيعى 4 ٠‏ لكن الفئة الحرئية (3,5 ,1 ) للمقدار 27 ليست قطعة ابتدائية 
المقدار 37 لآنهاتحتوى 3 ولا تحتوى 2 وأيضاً تحتوى 5 ولا تحتوى 4 . 


١-‏ تعريف. فئة 8 تكون محدودة ٠‏ وإذا كانت خالية أو إذا كان يوجد 
تناظر أحادى مع نطاق 8 ومدى ف قطعة ابتدائية من 2 . إذا لم يوجد دالة كهذه فإن الفئة 
تكون غير محدودة أو لا نمائية . إذا كان هناك تناظر أحادى للمقدار 8 فوق 2 » فإن الفئة 
8 تكون تنازلية عددية . إذا كانت الفئة إما محدودة أو عددية فيقال إنها معدودة . 

عند وجود دالة إدخالية ( أى واحد - واحد ) نطاقها 8 ومداها © » فإننا نقول أحياناً 
إن 8 .مكن وضمها إلى واحد - واحد بالتناظر أى إلى تناظر أحادى مع © . وباستعمال 
هذا المصطلح نعيد تعريف " - ١‏ ونقول إن فئة 8 تكون محدودة إذا كانت خالية أو بمكن 


() القارىء الذى يرغب فى تعلم هذه الموضومات يرجع الى كتاب 5817205 المدون فى اأراجع٠‏ 


1 


وضعها كتناظر أحادى مع فئة جزئية من قطعة ابتدائية للفثة ل ونقول إن 8 تنازلية عددية 
إذا كان من المسكن وضعها كتناظر أحادى مع كل عناص 0-05 

هن الملاحظ من التعريف أن الفئة 8 إما محدودة أو غير محدودة » لكن » تبعاً لتعريف 
الفئة » ليس من المبل أن نقرر ما إذا كانت الفئة المعطاة 8 محدودة أو غير محدودة . 

الفعات الحزئية للمقدار 27 المبينة بالآى :( 100 ,. . . ,3 و42 +[10 ,8 ,5 و4 و2)» 
,(3,5 .41 محدودة ء بالرغم من أن هذه الفئات الحزئية ليست قطعا جزئية للفئة 20 فإنها 
تكون محتوية فى قطع جزئية للمقدار ل . ومن ثم بمكن وضعها كتناظر أحادى مع فئات 
حزئية لقطع ابتدائية للفئة 2 . فئة الأعداد الطبيعية الزوجية 8 . 


(...,8 ,6 ,2,4) ع هه 
وفْئةالأعداد الطبيعية الفردية 0) 
(...:0-41.3:5:7 
ليست قطعا ابتدائية للفئة 10 . كيفما كان » حيث أنه يمكن وضعها كتناظر أحادى مع 
كل الفعة لز ( كيف ؟ ) فتكونان معأ فئة عددية . 
ومع أن الفعة 2 لحميع الأعداد الصحيحة 
,0,1,2 ,1-,2-,.. .2-4 
تحتوى ألفئة 4 فيمكن إيضاح أن 2 فئة عددية ( كيف ؟ ) . 


سنقرر الآن بعض نظريات بدون برهان ومن المحتمل عند القراءة الأولى قبوها بدون 
اختبار . وبقراءة تالية سيحاول القارئ أن يبر هن هذه النظريات . و يعمل هذا سيجد أن خاصية 
الاستنتاج للفعة 27 للأعداد الطبيعية مفيدة (ه) . 


م م فظرية . فئة 8 تكون عددية إذا وإذا فقط وجد إدخال بين النطاق 8 ومدى 
فلحل . 


م م نظرية . أى فئة جزئية من فئة محدودة تكون محدودة وأى فئة جزئية من فلة 


عددية تكون أيضاً عددية . 


(ه) انظر كتب هالموس وهاميلتون ‏ لاندن فى المراجع ٠‏ 


"7 


م - 4 نظرية . اتحاد مجموعة محدودة لفئات محدودة تكون فثة محدودة . واتحاد جموعة 
عددية لفئة عددية تكون فئة عددية . 


وئتيجة من الحزء الثانى من نظرية «- غ أن الفعة © لميع الأعداد المذرية تكون فئة 
عددية ( المقصود بالعدد المنطق أو الحذرى هو كسر 72/5 حيث 72 و 2 أعداد صحيحة > 
40م ) . لتوضيح أن © تكون فئة عددية تكون الفئات 


(10-<مم 
د 1 
ل ولج وق وو- رو ر1- رشا > رهم 
2 13 
و[ وق- وق رق رق 1 - ,4 > يهم 


نلاحظ أن كلا من الفعات ,4 عددية وأن اتحادها هو الفئة © كلها . إذن نظرية «-غ 
تؤكد أن © عددية . وف الحقيقة بمكننا جمل © عددية بطريقة القطر 

رق 1ح 0 
و باستخدام هذا النوع من الاستدلال يمكن القارىء أن يكون برهان نظرية م - 4 . انظر أيضا 
تمرين (م . لك) . 


عدم قابلية العد للمقدارين 8 و ( 

بالرغم من حقيقة أن الأعداد المنطقية لها قابلية العد فإن الفئة 2# لمميع الأعداد الحقيقية 
غير قابلة المد . وف الحقيقة الفئة 8 للأعداد الحقيقية * الى تحقق 1 5 *« ك 0 غير قابلة 
للعد . ولتوضيح هذا سنستعمل استدلال القطر لمتّرعها ج. كانتور(ه) . سنفترض أنه من 
المعلوم أن كل عدد حقيى د حيث 1 5 + ك 0 له تمثيل عشرى عل الصورة . 

و...43 42 و6 .0 ح عر 
حيث كل زه يشير إلى واحد من الأرقام 9 و8 و7 و6 و5 و4 و23 و1 و0 . ومن المعروف 
أن أعداداً حقيقية معيئة ها تمثيلات فى هذه الصورة (مثال ذلك الكسر د له أمثيلان : 
.00100 0 وى ...0.0999 


(#) جورج كانتور (1454 ل 1518) ولد فى بيترى بورج © تعلم فى يرلين مع فيرشتراس 
ودرس فى 28116 ( هاليه ) وهو معروف بأبحاثه بنظرية الفئات حيث طورها خلال السنوات 
]مم1 ب مكم1 ٠.‏ 
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وبمكننا اختبار الفثيل الذى نريده ولكن ليس من الفرورى عمل ذلك . وحيث إنه يوجد 
عدد لا نبا .ن الأعداد الحذرية فى الفترة 1 5+ 05 (لماذا؟ ) فلا بمكن أن تكون الفئة 
محدو دة وسنبين الآن أن 3 غير عددية فإذا فرضنا أنه يوجد تعداد .. . وو* ود ون لكل 
أعداد حقيقية حيث 1 ك5 + ك 0 تعطى بالعلاقة . 

0.414203٠٠ +‏ تع 

٠٠‏ ٠وطوطرط.0‏ ديع 


62 تح يير 


الآن نفرض أن رب رقم مختلف عن:4 ,0 » 9 ونفرض أن دبز رقم يختلف عن 82 ,0 » 9 
ونفرض أن وبز رقم مختلف عن وك ,0 » 9 » الخ . نعتير العدد بر بتمثيل عشرى 
٠٠‏ ولا و وبر .0 حبر 
الذى بوضوح يحقق 1 > برك 0 . العدد بر ليس واحداً من الأعداد ذاتالقثيلين المشر يبن لأن 
9 . وق نفس الوقت مد 6 لأى 8# ( لآن الرقين النونيين فى القثيل العشرى. 
لكل من بر » برد مختلفان ) و لذلك أى مجموعة عددية لأعداد حقيقية تنتمى إلى هسذه الفترة 
ستحذف عل الأقل عدداً حقيقياً واحداً ينتمى إلى هذه الفترة ما يغبت أن هذه الفترة ليست فئة 
عددية , 
نفرضص أن 4 فئة غير محدودة وسنفترض وجود تناظر أحادى بين فثة جزئية للفئة 4 

.والفئة 8 بأكلها بمعنى' آخر سنفترض أن كل فئة غير محدودة تحتوى على فئة جزئية عددية 
هذا الافتر اض ليس قوياً من وجهة نظر ٠‏ بدهية الاختيار » الى هى من البدهيات المفيدة فى نظرية. 
الفئات . بعد هضم القارىء لمحتويات هذا الكتاب سيشرع ف المعالحة البدهية للأساسيات اللى. 
نوقشت ف هذا الكتاب بصيغة غير رسمية ولكنه فى الوقت الحاضر سيأخذ النصوص كبدهيات. 
وقتية ومكن إبدالها فيا بعد ببدهيات أكثر شمولا فى نظرية الفعات . 
تمرينات : 

م -(أ) استعرض تناظراً أحادياً بين فئة الأعداد الطبيعية الزوجية 8ه » 20 . 

م - (ب) استعرضص تناظراً أحادياً بين الفئة © للأعداد الطبيعية الفردية » 28 - 

»-(ج) استعرضص تناظراً أحادياً بين 27 والفئة الجزئية الفعلية للفعة 20 . 

#- (د) إذا كانت 4 محتوية فى قطعة ابتدائية ما للفئة ز ٠»‏ باستخدام خاصية الثر تيب 

الجيد للفئة يح عرف إدخالا للفئة 4, فوق قطعة ابتدائية ٠١‏ للفئة 1 . 
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م - (ه) اعط لمجموعة غددية لفئات محدودة نحيث يكون اتحادها غير محدود . 

- (و ) باستخدام حقيقة كون كل فثئة غير محدودة لها فئة جزئية عددية لتوضح أن كل فئة 
غير محدودة بمكن وضمها كتناظر أحادى مع فئة جزئية فعلية لنفسها . 

؟ - (ز) وضح أنه إذا كانت الفئة 4 يمكن وضعها كتناظر أحادى مع فئة 8 ء فإن القعة 
8 رممكن وضعها كتناظر أحادى مع الفئة 4 . 

م - (ح)أثبت أنه إذا كانت الفعة 4 يمكن وضعها كتناظر أحادى مع الفئة 8 » و كانت. 
8 بحيث يمكن وضعها كتناظر أ حادى مع الفئة © » فإن الفئة 4 يمكن وضعها 
كتناظر أحادى مع الفعة © 

م - (ط) باستخدام الاستنتاج على لدع م ٠‏ وضح أن القطعة الابتدائية امحددة بالمقدار م 
لمكن وضعها كتناظر أحادى مع القطعة الابتدائية المحددة بالمقدار 2 :8 إذا كانت 
>1 

م - (ى ) أثبت أن 80 لا بمكن وضعها كتناظر أحادى مع أى قطمة ابتدائية للمقدار 27 . 

+«-(2) لكل لاعم بفرض إلا ءز:ره!- ,ىم وبفرض أن 0-,4.204 حيث 
لالع ام سنك كته أثبت أن الدالة «+(1 -ز+ م)(2 - ز+ م)؛ -(1 ,0)] تعملى 

تعداداً للمقدار (0زع : : مشالا 


1 


المْص ل الاوف 
0 اهن مم - 

لاعلا الحفيصسة 

فى هذا الفصل سنشرح خواص نظام العدد الحقيق . ومع إنه من الممكن تكوين هذا النظام 
من أكثر من فئة أولية ( مثل الفعة 17 للأعداد الطبيعية أو الفئة © للأعداد القياسية ) فإئنا سوف 
لانفمل ذلك وبدلا منه سنعرض قائمة من الفواص الى ترتبط بنظام العدد الحقيق وسنوضح 
كيفية استنتاج خواص أخرى من الحواص الى فرضت . 

لأجل التوضيح لا نفضل ذكر كل خواص نظام العدد الحقيق مرة واحدة » وبدلا منه 
سنقدم أولا فى الفصل الرابع « الخواص الجبرية » المؤسسة على عمليى الجمع والضرب ونناقش 
باختصار بعض نتائجها . وبعد ذلك سنقدم « الحواص المرتبة » بِيما فى الفصل السادس سنضيف 
٠‏ خاصية الإتمام » ويوجد أسباب عديدة لهذه العملية الثى هى بنوع ما عملية قطعة فقطعة . يوجد 
أولا البراهين يجب مراعاتها ويستحسن أخذ قليل مها فى كل مرة . وبالإضافة إلى ذلك نجد أن 
البرراهين اللازمة فى الخطوات الجبرية القّهيدية طبيعية بدرجة أكثر من بعض البراهين التالية , 

وأخيراً بما أنه يوجد طرق مشوقة أخرى لإضافة « خاصية الإتمام » فنحن نرغب فيها منفردة 
أو منعزلة عن الفروض الأخرى . 

جزء من هدف الفصلين الرابع والفامس هو مدنا بأمثلة براهين النظريات الابتدائية الى 
تستنتج من الفروض المنصوص عليها صراحة . وخبرتنا هن أن الطلبة الذين لم يتعرضوا للبر اهين 
العنيفة ممكلهم تفهم المناقشة والبراهين فى هذه الأبواب جاهزة » ويمكلهم بعد ذلك الانتقال إلى 
الباب السادس » كيم كان فإن الطلبة الذين هم دراية بالطريقة البدهية وفن استخلاص الير اهين 
بطر يقة «يكانيكية بمكلهم الانتقال إلى الباب السادس بعد نظرة خاطفة إلى البابين الرابع و الخامس . 

فى الباب السابع نقدم تصور القطع فى نظام العدد الحقيق ونعرف أنواعاً مختلفة من الحلايا 
والفتر ات . خاصية الخلايا المتداخلة الحامة للفئة 8 أقرت ووصحت بيا نوقشت فئة كانتور 
بإيجاز . 


الباب الرابع . الخواص الجبرية للمقدار 8 : 
فى هذا الباب سنعطى التركيب « الجبرى » لنظام العدد الحقيق و بتعبير موجز تكون الأعداد 
الحقيقية و حقلا » فى موضوع الجبر المجرد . والآن سنشرح ما المقصود بذلك . 


نض 


نقصد بالعملية الثنائية فى الفئة / الدالة 8 الى نطاقها 2 “ا ومداها فى لم . وبدلا من 
استعال الرمز (5 و©) 8 للدلالة على قيمة العملية الثنائية عند النقطة (6 و4) فى 1 »ا فقد 
اصطلح على أن نستعمل رموزاً مثل 86ه أو + © أو 6.8 . 
١ -‏ الحواص الجيرية للفئة 12 : يوجد ف الفئة 1 للأعداد الحقيقية عمليتان ( يشار إليهما 
بالعلامتين ه » . وتسمى جمع وضرب عل الثر تيب) نحققان المواص الآتية (») . 

(لى) ه+ذ-ؤةج+ه كل 5,ه فى 8 . 

(42) (+06) + م ىن + (ط + »ه) لكل من ©,5,ه فى 18 . 

(43) يوجد عنصر 0 فى 22 حيث» - م +0 رو ©0-2+ه لكل #4 فى © . 

(44) لكل عنصر © ف 22 يوجد عنصر 4 - فى © بحيث أن 0 - (4-) +4 
و 0-»4+(م-) 

(241) ه6١‏ مد ق٠ه‏ كل 5ره ق83. 

)6١ 0 )842(‏ مدع ١‏ (ط٠ع)‏ كل عرؤره فق 8. 

(343) المنصر 1 فى##يختلف عن 0 وله الخاصية الى تجمل © -ه٠1,‏ 401-82 


لكل هفى 8 . 

(84) لكل عنصر 0 4ه فى 8# يوجد عنصم 1/4 فى 12 بحيث أن 1 > (1/4) :4ه 
و1-»4١٠(1/4)‏ 

٠ )(‏ م)+(م ١‏ )د ل+م)0١‏ م و (م0١هع)+(40١5)-‏ م006 +م) كل 
.و 6ف83. 


هذه الحواص بالتأكيد معروفة للقارىء . وسنحصل على بعض نتائج مهلة ( ليست مهمة ) 
مها . فأولا ستير هن أن 0 هو العنصر الوحيد للمقدار 2 الذى يحقق (43) » 1 هو العنصر 
الوحيد الذى يحقتق (843) . 

غ -7 نظرية . (أ) إذا كانت 2 » © عناصر فى 22 بحيث أن» - ع + فإن 0 ع ث . 

(ب) إذا كانت «ا» مغدم عناصر فى 22 محيث أن 5 ع ثْ . «رفإن 1 > «. 

البرهان .من الفرض م ح ع + ج . اجمع 4 - ذكل من الطرفين واستخدم ,(2.2) و(4ه) 
(84) (83) لتحصل على 


() هذه القائمة ليس المقصود بها أن تكون « أدنى أو أقل م . أى إن المعطيات: الثانية 
فى (43) و (84) تنتج من المعطيات الأولى باستخدام (41) . 


تون 


((4-) + »)+ ع - (ه-) + (ه + ع) - (ه-) + ع د 0 
.> > 0 مود 
البر هان لبزء (ب) يترك كتمرين . لاحظ أنه فى الفرض 840 . 
وهو الطلوب إثباته 
الآن نوضح أن العنصرين © - و1/4 ( عندما 0 4» ) يتعينان كعنصرين وحيدين بواسطة 
اللواص الموجودة فى (84) و (814) . 
8-4 نظرية . (1) إذا كانت © » 8 عنصرين من © »0 > ( + 4 فإن ه- د م 
(ب) إذا كانت 0 4ه » 6 عنصرين من 2 و 1 > 5.. 4ه فإن »/1 2 6 . 


البرهان . (1أ) إذا. كانت 0 - 8+ 4 فنجمع © - إل كل من الطرفين نحصل على 
0 +م- - (م + م) +(ج-) . نستعمل (82) على الطرف الأيسر ء (83) على الطرف 
الأيمن لممصول على . 
ه- ع م+(ه +(ه-) 
إذا استعملنا (44) ء (83) على الطرف الأيسر » نحصل على © ح 5 , 
البر هان لليزء (6) يترك كتمرين للطالب . لاحظ أنه فى الفرض 0 *© 
وهو المطلوب إثياتة 
'الخاصيتان (44) و (2/14) تضمنان إمكانية حل المعادلات 
ْ (0 474) 2-1 .4ه ,0 -<دع+ه 
المقدار :د » ونظرية م - 4 تتضمن إثبات أن الحل وحيد . وسنوضح الآن أن الأطزاف 
اليسرى من هذه المعادلات بمكن أن تكون عناصر اختيارية من © . 
4 - 4 نظرية . (أ) بفرض أن 6.و © عناصر اختيارية من ج[ . فإن المعادلة 6 - ++ 4 الها 
الحل الوحيد 8+ (4-) - 2 
(ب) بفرض 0 46 و 8 عنصرين اختيارين من 22 فإن المعادلة مع , 2 ها الحل الوحيد 
6. 1/4) ديد 
البرهان . ما أن مح 0+6 -م+((ه-)+») -(6+(0-))+4 فن الواضح 
أن ( + (»-) > * هو حل المعادلة ( - * + © ولتقرير أن هذا هو الخل الوحبد ذقط سنفرض 
أن وعد هو أى حل ذه المعادلة » فإذن 3 


6ع تع +ه 


اذ 


نضيف © - إلى كل من الطرفين نحصل على 
5+ (م-)- (رع + »ه) +(ه-) 
وإذا استخدمنا (83) » (44) و (82) نحصل على 
+ (4 + 4ه-) ع رعر + 0 د رع 
5+ (ه-) - (رع + »)+ (0-) د 
إذن (+ (م-) د ير وهو المطلوب إثباته 
برهان الجزء (ب) يترك كتمرين . 


4 - ه نظرية. إذا كانت © ؛ 8 أى عنصرين من 8. فيد 


)ع( 6400-0 (ب)108-) 2م 
(ج) (ط-) + ره-) رم +ه)- (د) 24م-)- 
لك 1-1 )-1(١)-‏ 


البرهان . (أ) من (83) » نعرف أن 6 - 6.1 . إذن 
: (01+6-00-6-0)1+0١00-6١ه+ه‏ 
4 >-401- 
إذا استخدمنا نظرية غ - 8 (أ) فنستدل أن 0 ع 0 . ©. 
(ب) من الواضح أن 
©--)+1)-06١(1-)+06-10:6١(1-)+ه‏ 
0>-ه١-2-0‏ 
وينتج من نظرية ه - م (1) أن مك ».(1-) 
(ج ) ندينا 
-)+»4١(1-)ع‏ رم ج») ١‏ (1-) - (م+ه)- 
(6-) + (ه-)د 
( د) من (44) يكون 4-0+(4-) وما أن الحل الوحيد حسب نظرية 4 - م (1) 
فينتج أن (ه-)- -ه . 
(ه)ف جزء (ب) » نعوض 1- - © . فيكون 
-)-1-)-1«١)-1(‏ 
إذن المطلوب ينتج من الجزء (د) بوضمع 1 > © . وهو المطلوب إثباته 
كنا 


4:-هنظرية. (أ)إذا كانت ع ؤء 0غده فإن 40ه/1 » + (1/)1/4 
(ب) إذا كانت 6( يه » 0 > 5.» فإنه إما 0 - » أو 0 - 8 , 
(ج )إذا كانت غل» ( بره فإن 6.» > (5-) . (©ه-) 
(د)إذا كانت *3ع» ؛ 0غعوم فإن (ه/1) -- 2 -)/1 . 
البرهان . (أ) إذا كانت 0 عوج » فإن 60م /1 لأنه خلاف ذلك ( 1/6 ).2 -1 
0 - 4.0 - وهنذا يخالف (2843) وما أن 1 > » . (1/0) فيتبع من نظرية 4-م(ب) 
أن (1/24 )/1 ده. 
(ب) نفرض أن 0 - 4.85 وأن 60آه بالفرب فى 1/6 نحصل عل 
١١ - )1/4( ١) ١ (‏ (ه١(م1/4))‏ - 15م 
)1/4(١0-0.‏ 2 
وتعليل مشابه عند 0 6و 
(ج )من نظرية » -ه ء يكون 4». (1-) -ه©-.1(.5-) - 5 - إذن 
)-1(١ (١ )-1(١ 6(‏ - (ط-) ١‏ (م-) 
)4١)-1(٠١ ))-1(١6(‏ 2 
))-1١)-1(١8--1-08‏ 40د 
.مع 
(د)إذاكانت 0ه ءفإن 1/420 » 0عووه- . ما أن] > (1/4).مء 
ينتج من الجزء (ج ) أن 1 > [(1/4) - ] . (4-) . إذا استعملنا نظرية 6-4 (ب) نستنتج 
أن /1) - د ره -)/1. وهو المطلوب إثباته 


الأعداد الجذرية ( المنقطة ) : 
من الآن سوف لا نستعمل النقطة لتشير إلى الضرب ونكتب 5 »© لأجل 5 . © . وكالمعتاد 
سسكتب 82 لأجل 6ه » 3ه لأجل ,42(4) ع همه وإذا كانت لااع 2 فتعرف ‏ 45+12 
06 وينتج باستخدام الاستنتاج الرياضى أنه إذا كانت 28 © 8 ,70 فإن 
”و د مخجي »2 
لأى ع4 . بالمثل سكتب ”7 لأجل +1١‏ دع" لأجل ‏ 1+(1+1)-2+1 
وهكذا . و بالإضافة إلى ذلك سنكتب عادة © - 8 بدلا من (6-) + م ح م + (ه-) وإذا كانت 
040 » عادة سسكتب ١‏ 


انا 


بدلا من (1/0) . 5 >5 . (©/1) ٠.‏ وأيضاً ستكتب “حم لأجل 1/6 "سه لأجل 
*1/6 . ويمكن تؤضيح أن الصيغة (») السابقة ححيحة عندما 2 >2 ,يم بفرض أن 
0عجه . 


عناصر 8 التى على الصورة 


عندما 0 6ه ,لاا 8 ,ه يقال إنها أعداد قياسية أو جذرية أو منطقة وفئة كل الأعداد 
القياسية فى 2 سير مز لها بالرمز © القياسى . كل العناصر فى 8 الى ليست أعداداً قياسية يقال 
إنيا أعداد غير. قياسية . ومع أن هذا التعبير غير حسن لكنه قياسى وسنختاره , 


وسنخم هذا الباب ببرهان الحقيقة الى تقول إنه لا يوجد عدد قيامى مربعه ؟ . 
.4 -7 نظرية . لايوجد عدد قيانى ” بحيث أن 2 - 2م , 


البرهان ٠‏ نفرض على المكس أن 2 ع 2(©/م)» حيث م » © أعداد صميحة يمكننا بدون , 
فقد السومية أن نفرض أن م » » ليس بينبما عامل مشتر ك صميح (لماذا ؟ ) وبما أن 22 ب غم 
فينتج من ذلك أن ص يحب أن تكون عدداً زوجياً صحيحاً ( لأنه إذا كانت 2#4+1-م' 
فردية فإن +1+(/2+*2)26 -1+ 42+41 -2م تكون فردية) أى إن #/2- مر 
لعدد صميح ما © وحينئذ 202 - 4/62 ومن ذلك ينتج أن 262 ع 92 ومن ثم و يحب أن 

تكون أيضا زوجية . وإذن كلا من م » © يقبل القسمة على 2 وهذا عكس فرضنا . 
وهو المطلوب إثبساته 


تمرينات : 
+ < (أ) أثبت جزء (ب) من نظرية ه - 8 . 
+ - (ب) أثبت جزء (ب) من نظرية م -م . 
4 -(ج) أثبت جزء (ج ) من نظرية م - 4 . 
؛ -( د) باستخدام الاستنتاج الرياضى . وضم أنه إذا كانت 6218 , 861 ,0 فإن 


كوو ملحي 
»-(ه وضم أنه إذا كانت 6822م .» 0ضنيم . /62ار يم فإن "مكمك كم 


كا 


-( و ) استخدم البحث المذكور فى نظرية ؛ -- ١‏ لتوضيح أنه لايوجد عدد قياسى ى تحيث أن 
2-6و 

4 -( ز) أجر تعديلا فى برهنة نظرية 4- 7 لتوضح أن لايوجد عدد قياسى + محيث أن 12-3 

4 -(ح) إذا كانت 68 غير قياسية ‏ #00 >7 قياسية فوضح أن ع عد مع يام 


غير قياسيين . 


الباب الخامس الخواص المرتبة للفئة 8 : 


الغرضى من هذا الباب هو إدخال أهية الخواص المرتبة للمقدار © والى ستلعب دوراً مهما 
فى الأبواب القادمة . وأبسط الطرق لتصور الرتبة هو الاستفادة من تصور « الإيحابية الاقيقة 
أو الإيحابية المضبوطة » والى سنشرحها . 


ه - ١‏ الحواص المرتبة المقدار 8 . يوجد فئة جزئية غير خالية © من 2 تسمى الفئة للأعداد 
الحقيقية الموجبة الدقيقة وهى تحقق هذه اللواص . 

(1) إذا كانت (ظ و » تنتمى إلى م فإن 6 -ل 4 تنتمى إلى م2 . 

(11) إذا كانت 5 و » تنتمى إلى م فإن 06 تنتمى إلى © . 

(111) إذا كانت »© تنتمى إلى © فتتحقق بالضبط و احدة من العلاقات الآتية : 


الشرط (111) أحياناً يسمى خاصية واحدة من ثلاث . وهى تعنى أن الفئة 
(هعه:ه-] د نر » أحياناً تسمى الفثة للأعداد الحقيقية السالبة المضبوطة الى ليس لا 
عناصر مشتركة مع م . وفى الحقيقة ألفئة الكلية 8# هى اتحاد الفئات الثلاث غير المتصلة 
وهى 27 ر[0) و2 . 


م - ؟ تعريف . إذا كانت 2 ع4 فنقول إن © عدد حقيى موجب مضبوط ونكتب 0< © 
وإذا كانت © إما فى م أو صفراً » فنقول إن » هى © عدد حقيق موجب ويكتب 0 < » 
وإذا كانت 2 »© 6- فنقول إن © عدد حقيى سالب مضبوط ويكتب 0 > © » وإذا كانت 6 
إما فى ه أو صفراً فنقول إن 0 عدد حقيق سالب ويكتب 50 © . 

ومن الملاحظ - طبقاً لما قدم من مصطلحات - أن الرقم 0 يكو ن إما موجباً أو سالباً » 
وهو العدد الوحيد الذى له هذه المئزلة المزدوجة . وهذا الاصطلاح ريما يبدو فى الأول غريبا 
ولكنه سيثبت أنه ملائم ببعض الم لفين حتفظون بالتغيير « موجب» لعناصر الفئة / ويستعملون 
التعبير « ليس سالياً » لمناصر الفعة (10لا851 2. 


بغر 


الآن نقدم العلاقات المرتبة . 

هو-# تعريف . بفرض أن 8 و © عنصران من 2 وإذا كانت 8ع 8- م فإننا 
نكتب 5 < 4 » وإذا كانت 8ع(64-86)- فإننا تكتب 8 > ©. » وإذا كانت 
(0إلاطع5-ه فإننا نكتب 8 < © » وإذا كانت » [0]لا4-5(6)- فإئنا 
نكتب 5ك © . 

و كالمعتاد » من المناسب غالباً إبعاد الإشارة ونكتب 

(5<6 وه 865 .,ه<ة ,4 >85 
على الثّر تيب و بالإضافة إلى ذلك إذا كانت © > 8 ء © > 5 » فحينئذ غالبا نكتب . 
»#<م6<ه أو ©85>6>هم 
وإذا كانت 8 > » ء »م > ق ء فحينئذ غالباً نكتب 


6<ؤ<ه أو م>5كدكه 


خواص الرتبة : 
الآن ستكون الخواص الأساسية لعلاقة الرتبة فى 8 . هذه اللواص هى القوانين المألوفة 
للمتباينات الى قابلها القارىء فى مناهج سابقة » وهذه ستستعمل بكثرة فى الأبواب القادمة وها 
أمية كبرى . 
ه-4 نظرية . بفرض أن © ,8 ,4 عناصر من © » فإن 
(أ) إذا كانت 6 <م» » < قفإن» < ». 


(ب) تتحقق بالضبط واحدة من الآق 8 > © ,م ده 2 ,ثم < ©6. 


(ج) إذا كان 8< » » 4< فإن 6< »ه , 


البرهان . (1) إذا كانت 8ه ء. مث تنتمى إلى 5 » فإنه من هسام (1) 
ينتج أن (م- م)+(م-»)- ع -ه أيضاً تسى إلى ه . إذن © < 4 . 
(ب) من ه - ١‏ (114) يتحقق الضبط واحد من الاحمّالات الآنية : 
ط»ع (م-هع)- ده-ق ,)عمد م رطع 6 -ه 
(ج) إذا كانت 6348© فن الجزء (ب) يجب أن يكون لدينا إما 8-» أو مق 
فى م . إذن إما 8 < » أو © < 8 وف أى حالة واحدة من الفروض حدث له مناقضة . 
وهو المطلوب إثيساته 


ليلا 


و -ه نظرية . (أ)إذا كانت *1 ع4 * 0 ء فإن 0 < 62 , 
(ب) 1<0. 
١ج‏ إذا كانت لارع ور ء» فإن 0 < # . 
البرهان . (أ) إماه أو 6 - ينتمى إلى م . إذاكانت عه فإنه من ه-١‏ (1آ) يكون 
طع هم 2م » وإذا كانت عم » فإنه من نظرية 4 -* ( ج) يكون (0-) -7م 
مع(م-) .إذنف أى حالة صرجعت2ه . 
(ب) ما أن *(1) - 1 »ء الاستنتاج ينتج من (1) . 
( ج) نستعمل الاستنتاج الرياضى » وصعة الفرض عند 1 >- 8 هو جزء (ب) إذاكان ذلك 
صعيحاً للعدد الطبيعى 6 ( أو بمعنى آخر نفرض أن 2 > 6 ) وبما أن 2 >1 فينتج من ه-١‏ () 
أن 16+ » إذن الفرض صميح لكل الأعداد الطبيعية . 
وهؤ المطلوب إثياته 
المواص الآثية من المحتمل أن تكون مألوفة للقارىء . 
ه- 4 نظرية . بفرض 4 و © و 5 و 4 عناصر من 12 فإن : 
(أ) إذا كان 5 <» فإن »+ م<ع +4 
(ب) إذا كان 6 < 4 و 4 <» فإن 4 +6< 4+٠‏ 
(ج) إذا كان 5 < » و 0 < ه فإن 6 < ؤه . 
(ج/) اذا كان 6< © و 0>» فان 8 > 40 . 
(د) إذا كان 0 < 4 فإن 0< 1/6 . 
(د/) إذا كان 0 > »6 فان 0 > 1/6 . 


البرهان . (1أ) لاحظ أنط -» - ( + م)-(0 +ه) 

(ب) إذا كانت 8-» ء #4-»ء تنتمى إلى م اء إذن من ه6١‏ (1) نستنتج أن 
(4ل-ع)+(م-»)- (ل +م)- ل +م) تنتى إلى م . 

(ج) إذا كانت 8-هم ء © تنمى إلى لم ء فإنه من ه-١‏ (11) تكون 
ء(5 -ه) -دء5 مه أيضاً تنتى إلى 2 . 

( ج) إذا كانت 8-هم ٠»‏ م6- تنسمى إلى م اء فإنه من ه-١‏ (ل1) 
(ع»-)(ه-ه) دعمه هث أيضاً تتى إلى 2 . 
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(د) إذا كانت 0 < » » فإن من ه-( (111) 0 4م بيحيث أن العنصر ©/1 موجود . 
وإذا كانت 0 ع 1/64 فإن 0 ع (©/1) © ع 1 وهذا تناقض . وإذا كانت 0 > 1/6 فإن 
جزء (ج ) حيث 1/4 - » يدل على أن 0 > (1/4) » - 1 وهذا تناقض مع هاه 
(ب) . لذلك يحب أن يكون لدينا 0 < 1/6 لأن الإمكانيتين الآخرتين قد استبعدتا . 

( د“ ) هذه .مكن برهتها بطريقة مشابهة للبرهان فى ( د) أو مباشرة يمكن استحضار 
نظرية 4 - 4 (د) واستخدام (د) مباشرة . 

وهو المطلوب إثباته 

هم -ب؟ نظرية . إذا كان 8 < © » فإن < (ط + 4)4< 4ه 

البرهان ٠‏ ما أن 8 < » فن نظرية ه- 5 (أ) بأخذ » ع ء ينتج أن 8+ م< 24 
ومن نظرية ه - + (أ) بأخذ محم ينتج أن 20 < م + م وءن نظرية ه -ه (ج ) نعرف 


أن 2<0 ومن نظرية 5-6 (د) نعرف أن 4<0 . وباستخدام نظرية 5-65 (ج) 
بأعذ 2,624 نستنتج أن (مط+ه)4<ه , ط<(مجع) , إزن 5< (م+4)4< م6 


وهو المطلوب إثباته 


والنظرية الى برهنت حالا ( عند 0 - 6) تدل على أنه لأى عدد موجب مضبوط معطى 
وليكن © » يوجد عدد مضبوط موجب أصغر ( يسمى © 3 ) أى إنه لا يوجد عدد موجب 
حقيق مضبوط محيث يكون أصغر ما بمكن . 


قد رأينا من قبل أنه إذاكانت 0 < غ » 0 < ث5 » فإن 0 < 45 وأيضاً إذاكانت 0 > ©» 
0 >8 فإن 0< مه . ستوضح الآن أن المكس صميح . 


ه- م نظرية . إذا كانت 0 < 5ه فإن إما 0 < »ه » 0 < 5 وإما 0 > هم» 0 > 5 , 


البرهان ٠‏ إذا كانت 0 < 5ه فإن 0 4ه ء 0 كط (لاذا ؟ ). وإذا كانت 0 < 4هء 
فإنه من نظرية ه- 4 (د) نستدل على أن 0 < 1/4 ومن 5-5 (ج) نجد أن 
0 < (هم)(ه/1) - 5( ©1/4)) - ؤ 


ومعنى آخر إذا كانت 0 > © فينتج من نظرية 5-6 (د/) أن 0 > 1/4 ومن 
ه-ه (() نجد أن 0 > (طم)(ه/1) > 1/4((5)) ةط . وهو المطلوب إثباته . 


ه-4 نتيجة . إذا كانت 0 > 5ه فإنه إما 0 < © » 0 > 5 أو 0 > © » 0< 6 . 
البر هان يرك كتمرين . 


5 


القيمة المطلقة : 
الخاصية واحد من ثلاث المذكورة فى ه - ١‏ (فكْثة) تؤكد أنه إذا كانت 20م فإن 
واحدا من الرقدين © » © - موجب مضبوط . القيمة المطلقة للمقدار 0 عدي يعرف بأنه واحد 
موجب مضبوط من الزوج (ه - وك] » و القيمة المطلقة للصفر تعرف بأنها تكو نصفراً . 
م - ١١‏ تعريف . إذا كانت 8 ع © فإن القيمة المطلقة المقدار © يرمز لها بالرمزر 
| »| ويعرف بالآتقى : 
» > »| إذا كانت 0 < »ه . 
مه كت إذا كانت 0 > © ., 
أى إن نطاق الدالة المطلقة القيمة هو كل الفئة © » ومداء هو (0) ل م ويرسم العنصران 
م س وك إلى نفس العتصر . 
ه - ١١‏ نظرية . (0)1 - | » |إذا وإذا فقط إذا كانت 0 > © , 
(ب) || - إم-]| لحميع # ع ه 
© أمااء| - زهمه| لكل ©ء ٠ط‏ به 
رك إذا كانت 0 < » فإن » ك | »| إذا وإذا فقط © 5 52 ©6- , 
(ه) إه| ع مع إ|ء|- لكل 8 »6 
البرهان . (أ) إذا كانت 0 > » فإنه من التعريف 0 > |0] » وإذا كانت 0 4ه 
فإنه أيضاً 0عد»ه- أى إن 60|ه| 
(ب) إذا كانت 0 -» فإن |0-|-0-إ0| » وإذا كانت 0 <4 فإن 
إه-| -» - إزه| » وإذا كانت 0 > 4 فإن |ه-|عه- - إه| 
(ج) إذا كانت 0 < م 2 0<ث فإن 0 < 5ه ومن ثم إض|ه| - مهمع إفعاء 
وإذا كانت 0 > م» 0< فان 0 > 45 وينتج إط| »| - 5(ه-) - رمه)- - إفه| 
والحالات الأخرى بمكن معالحها بنفس الطريقة . 
(د) إذا كانت م > | »| ٠»‏ فإن كلا من »© > © و #86 - (لماذا ؟) وكا سبق 


وءن نظرية ه-5 (ج /) نستنتج أن © > 6- ومن ثم »> »مك م- والمكس » إذا 
كانت هذه العلاقة صحيحة فإن كلا من © > © و © > م س ما يثيت أن © ك | © | . 


(ه) استخدم جزء (د) عند 0 < | »| -دء وهو المطلوب إثباته . 


ل 


النتيجة القادمة ستستخسدم. كثير! فيا ينجم عن ذلك . ( تذكسر أن 4+8 تعنى 
كلا من 8+ © وح ه) , 
هو- ١8‏ متباينة المثلث . إذا كانت 8 و 4 أى عددين حقيقيين » فإن 
إها+ اها > زف ها > | إف|- ها | 
البرهان . طبقاً لنظرية ١١-06‏ (ه) نجد أن (ه| عد م2 وم اء 
أذاع مع د إم|- و باستخدام ه-5 (ب) نستنتج أن 
أطا+اء| > زم ع رز[ - إه|- - (إزطا+ إه|)- 
من نظرية ه١١‏ (د) ينتج أن |طا+ إء| > زمغ »| ما يثبت الحزء الثانى من المتبايئة . 
وبما أن [5| +61 -»ه]>]|ث +6 -»)[|- |ه| (لماذا ؟) ينتج أن 
| مزع إذز- زه . وبالمشل إط- 4ه ]> إ|ه|-إة| (لماذا ؟) بضم هاتين المتباينتين 
نستنتج أن إط- ه| > | |5|-|»>|| الى هى الحزء الأول من المتباينة بعلامة سالبة . للعصول 
عل المتبايئة بعلامة موجبة نضم 8 - بدلا من 8 . وهو المطلوب إثباته 
هو- م1 نتيجة : إذا كانت م4 و... وو» ,© أى أعداد حقيقية عددها # فإن 
إمما+ +٠٠١‏ إمها+ إيه| ع زموم+ ٠١‏ ٠خيه‏ + وإ 
البرهان : إذا كانت 2 ع- ‏ » فالاستنتاج هو ه- ١١‏ تثماماً » فإذا كانت 2 < م 
فنستخدم طريقة الاستنتاج الرياضى وكذلك الحقيقة الى تقول إن 
إببية + زية ع٠ ٠‏ تيه ع ره)| > إببيه جيه ٠١+‏ جيه + يو| 
اها +امم+ ٠٠‏ ٠+يم+‏ ره| ع وهو المطلوب إثبائه 
تمرينات : 
ه - (أ) إذا كانت 8وطرمء 0عتمبتم فين أن 0 - 6د ». 
ه - (ب) إذا كانت ع8 فوضح أن < 22 وحينذ «/1 ك 1/02. 
ه - (ج) إذا كانت8عه,1-< وفوضم أن »+1 ح "زه +1) لكل ازعم . 
هذه المتباينة تسمى متباينة برنويل(*) ( إرشاد : استعمل الاستنتاج الرياضى ) . 
ه - (د) إذا كانت #عء ,1< فوضح أن عدت لمميع لالعم 
(إرشاد : 1+6حء عندما 0 < © ). 


(ه) جاكوب برئويل ( ١7١٠ - ١564‏ ) من أسرة سويسرية الى أنتجت عدة 


رياضيين الذين لم فضل ى تطوير عل التفاضل والتكامل . 
1 


ه - (م) إذا كانت 8ع ,1< فوضح أن “مح "ع عند لالع 7 يد راح يمر 
ه - (و) بفرض أن 1 > م > 0 وإذا كانت 80,5610 ,2 < 0 فوضح أن 
1 > #م > 7م > 20 
ه - زز) وضح أن ”2 > 8 لخميع لزع ير ومن ثم #/1 > 1/275 لكل للع م 
2١ 2‏ إذا كانت © ء 8 عددين حقيقيين موجبين » 2ع« فإن 45>87 إذا وإذا فقط 
كانت 8 > © . 
ه - (ط) بين أى إذا كانت 8ك بدك ماء 8ك برك» فإن ممع إبر-«|. 
فر ذلك هندسياً . 
ه - (ى) بفرض 8ه ,8<0 . وضح أن 8+ق>«>ق-ه إذا وإذا فقط » 
5 > | » - « | وباثل 8 عل » ك ع ك 8 - ه إذا وإذا فقط 8 > | © - *]. 
ه - (ك) إذا كانت ©ءط به » 0غعدط فبين أن اطالاء| - اذله| 
ه - (ل) وضح إذا كانت 12ء ( به فإن |طا+ || إن + و| إذا وإذا فقط 0ح ذه . 
086- 65 أرمم رمما تمخطيطيا (رسم مجمل) للنقط (بزو) فى المستوى ‏ عاج حيث |*< | >-| ب 
ه - (ن) ارسم رسما تخطيطياً ( دمم مجمل ) النقط (نز ,) فى المستوى 808 حيث 
1 -إ«مإجاع| 
ه - (س) إذا كانت 2 ونز و تنتمى إلى 8 فإن 2 ك بر ك عد إذا رإذا فقط 
إمع|إمسي]+إرسىع] 
ه - (ع) إذا كانت 1 > 4 > 0 فإن 1 > م > 42 2 0 با إذا كانت © > 1 فان 


2< ه > 1. 


ألباب السادس ‏ خاصية الاتمام أو الاكمال للمقدار ‏ 4 : 
فى هذا الباب سنقدم خاصية إضافية لنظام العدد الحقيق الى تسمى غالبا « خاصية الإتمام » 
حيث تضمن وجود العناصر فى 18 عند تحقيق فروض معيئة . يوجد روايات أو تحويلات كثيرة 
لخاصية التعام أو الإتمام ولكن سنختار هنا إعطاء الطريقة الأكثر فاعلية مفتر ضين أن الفتات 
انحدودة فى +1 محدودة من أعلى 1 
الأعلى والآدنى : 
الآن سنقدم تصوراً للهد الأعلى لفثة أعداد -قيقية . وهذه الفكرة ها أهضية قصوى فى 
الأبواب القادمة . 
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. [7+ تعريف 0 . بفرص 5 فكة جزئية من‎ ١-5 

(أ) عنصر 82# ع يقال إنه حد أعلى للفئة الحزئية 5 إذا كانت # > ى لكل 5 ع5 

(ب) عنصر. 2 ء بد يقال إنه حد أسفل للفئة الحزئية 5 إذا كانت ى > «ز لكل 5 © 5 

نلاحظ أن فئة جزئية 2# ح و رما ليس لما حد أعلى (مثال ذلك عند أخذ © - 5 . لكن 
إذا كانت لما حد أعلى وأحد فحينئذ يكون لا عدد لا نات ( لأنه إذا كانت © حداً أعل 
الفئة 8 فحينتذ #« ل 4 هو أيضاً حد أعلى للفئة '5 لأى لاع مر ) . ومرة أخرى الفئة 
(1> + > 0: ع ب) - رى الخد الأعلى لما هو واجد صحيح » وفى الحقيقة » أى عدد 1 جه 
هو حد أعلى للفئة ,5 . وبالمثل الفئة (1 > +« > 0: © ع «) حي لطا نفس الحد الأعلى 
مثل وى . لاحظ أن وى تحتوى الحد الأعلى الذى قيمته واحد حيح بينا :5 لا يحتوى أيا من 
حدوده العليا (لماذا لا يمكن لمدد م ثل 1 > »م أن يكون حدا أعلى للفئة رق ؟) . 

و لتوضيح أن عددا #ءع» لايكون حداً أعلى للمقدار # ح 5 بحب أن توجد عنصرا 
وع,ى محيث أن ىى > 4 . فإذا كانت 5-0 أى الفئة الكالية فلا بممكن عمل هذا . وبناء 
عليه تكون الفئة الخالية لما خاصية غريبة وغير عادية وهى أن أى عدد حقيق هو حد أعل وأيضاً 
أى عدد حقيق هو حد أدنى للفئة الحالية م . وهذا ريما يكون غير طبيعى و لكنه نتيجة منطقية 
لتعار يفنا ولذلك يحب أن نقبله . 


اي سين 7 


الحدود المليا للمقدار 58 الحدود الأقل للمقدار ‏ 5 
( شكل + - )١‏ الأعلى والأدف 

وكاصطلاح 2 عندما يكون للفئة حد أعلى نقول إنها محدودة من أعلل وعندما يكون الففة 
حد أدنى نقول إنها محدودة من أسفل . وإذا كانت الفئة لها كل من الحد الأعلى والحد الأدنى فنقول 
إنها محدودة . وإذا كانت الفئة ينقصها إما الخد الأعلى أو الحد الأدنى فنقول إنها غير 
محدودة . إذن وى » 82 السابقتان كلهما محدودتان . كيفما كان فإن الفثة الحزئية 
(2:2<0 ع «] - 5 للفئة © غير محدودة لأنها ليس لما حداً أعلى . وبالمثل الفئة 88 غير 
محدودة لأنه ليس ها إما حد أعلى أو حد أدلى . 


1-5 تعريف . انقرض أن 5: هى فثة جزئية من 8 - 
(1) إذا كانت 5 محدودة من أعلى فحينئذ يقال الحد الأعلى من 5 أنه الأعلى ( أو أقل 
حد أعل ) من ىك إذا كان أقل من أى حد أعلى آخر من له . 
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(ب) إذا كانت 5 محدودة من أسفل فحينئذ يقال الحد الأدنى من 8 أنه الأدنى ( أو أكبر 
حد أدنى ) من 5, إذا كان أكبر من أى حد أدى آخر من 8 
(انظر الشكل )١-5‏ . 
وبتعبير مختلف » عدد © عه هو الأعلى من الفئة الحزئية 5 للفئه 8# إذا حقق 
الشر طان الآتيان : 


(1) »>ه لكل وءعى 

(11) إذا كانت ن أى عدد بحيث 0 > ى لكل ىع وى فإن « ك #ن . وف الحقيقة الشرط 
(1) يجعل : حداً أعلى من 5: » والشرط (ذة) يوضح أن # أقل من أى حد أعلى آخر من 8 . 

فق الواضح أنه يوجد فقط أعلى وحيد للفئة الحزئية ' من 72 لأنه إذا كانت ين » يلا 
هما أعليان الفئة الحزئية 5 فحينئذ يكونان معاً حدين علويين لافئة الحزئية 5 وبما أن #1 هو 
٠‏ أعلى الفئة الحزئية :5 » وية هو الحد الأعلى للفثة المزئية '5 فيجب أن يكون ج > ,ل و بطريقة 


ماثلة يممكن توضيح أن .1 ك د . ونتيجة لذلك: يكون د - 4: . وبنفس الطريقة يمكن 
أن نوضح أنه يوجد فقط أدنى وحيد للفئة الحزئية 5 من 2 . وسوف نرمز ها بالآق : 


أعلى ى 5 أدلف 8 . 
ومن المناسب غالباً أن نعرف خاصية أخرى لأعلى الفئة الخزئية من ©# . 


+-س مفترض . العدد #ق عن هو الأعلى لفئة جزئية غير خالية 2 5 إذا وإذا 
فقط له المواص الآنية : 

4 لا يوجد عئناصر 8 ©و حيث 85> ”# . 

(11) إذا كانت * > 0 » فحينئذ يوجد عنصر 5 © رى بحيث أن م5 > نه ١‏ 

البرهان . نفرض أن يه تحقق (1) ع (11) . الشرط () يدل على أن حد 'أعللى 
للفئة '. . إذا كانت 0 أى عدد حيث ‏ > 0 » حينئذ خاصية (11) توضح أن( لا يمكن 
أن تكون حداً أعلى للفئة 5 . إذن © هو أعلا للفئة 8 . 

وبالمكس » تفرض أن # هى حد أعلى إلفئة '5 . وحيث إن # هى الخد الأعلى للفئة 'ى 
فشرط (1) يتحقق . وإذا كانت : > ذا فحينئذ نا لا تكون حداً أعل للفئة 5 . لذلك يوجد 
عنصر وح رى نحيث إن رى > 0 . 


وهو المطلوب إثباته . 
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ويجب أن يقنع القارىء نفسه بأن العدد 1 هو الأعلى لكلا الفئتين وى » جك المعرفتين 
بعد تعريف *- ١‏ . نلاحظ أن 82 تحتوى أعلاها ولكن 51 لا تحتوى أعلاها . أى إنه عند 
قولنا أن فئة لها أعلى فليس هناك نص على كون الفئة تحتوى أعلاها كعتصر فيها أم لا . 

الخاصية الأساسية والعميقة لنظام العدد الحقيى هى : كل فثة جزئية غير خالية للفئة +1 
ومحدودة من فوق يوجد ها أعلى . وسلاتخدم استعمالا هاماً ومتكرراً هذه الخاصية الى هى 
آخر فرض لنا عن ©[ . 

- 4 خاصية العسلو . كل فئة أعداد حقيقية وغير خالية ومحدودة من فوق لا أعلى . 

والخاصية الاناظ_ة الأدى بمكن تكويها من خاصية العلو بسبولة . 

+- ه خاصية الآدنى . كل فئة أعداد حقيقية وغير خالية وها حد أسفل يكون لما 
أدل . 

البرهان ٠‏ نفرض أن 5 محدودة من أسفل وبفرض (5 © 5:ى-) -,28 محيث إن رك 
محدودة من أعلى . خاصية العلو تؤكد أن و'ى لما أعلى وليكن * » وسنتر كها للقارىء لتوضيح 
أن ين هى الأدل لفقة كر . 

وهو المطلوب إثباته 

خاصية ارشميدس©) : 

نتيجة هامة من خاصية العلو هو أن الفعة الحزئية /2 للأعداد الطبيعية ليست محدودة من أعلى 
فى لم . وبالتخصيص هنا يعى أنه بتحديد أى عدد حقيقى * فإنه يوجد عدد طبيعى برا بحيث 
يكون أكبر من +« ( وإلا كانت * حداً أعلى المقدار #2 ) . وسنبرهن هذا النص الآن : 

4 - 5 خاصية أرشميدس . إذا كانت 12ج فيوجد عدد طبيعى لارج يم بحيث أن 
بر > *. 

البرهان . إذا لم يكن الاستنتاج صحيحاً فإن + حد أعلى للمقدار 20 . 

لذلك باستخدام خاصية العلوء نجد أن 7 لما أعلى مثل #4 . حيث 6« هى حد أعلى للفئة /2 » 
فينتج أن بد ك © . وما أن يه > 1 لا فينتج من مفترض ١‏ - م (11) أنه يوجد © رل/ 
حيث أن ,م > 1 - يا . وإذن 1 + رم > هن ولكن ما أن لالع 1 +,: فهذا يخالف الفرض 
وهو أن له هى حداً أعلى للفئة لل[ 


() هذه الخاصية للمقدار © تسمى باسم أرشميدس (1لم+-؟١١0)‏ قبل الميلاد الذى كان 
يلقب بعقل العصور القديمة (خاصة الرومان واليونان) وكان واحداً من المؤسسين للطريقة العلمية . 
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+- 0 نتيجة . إذا فرضنا أن بر ء 2 عددان حقيقيان موجبان بالضبط فإن : 
(أ) يوجد عدد طبيعى # نحيث إن 2 < زه . 
(ب) يوجد عدد طبيعى # نحيث إن 2 > 1/8 > 0 . 
(ج) يوجد عدد طبيعى # محيث إن 2 > برك 1--#. 
البرهان . (1) مما أن نز 2 موجبان بالضبط فإن بر/ج > د هو أيضا موب بالفنبط » 
نفرض رج ير بحيث إن # > عد ح برإج . إذن بره > 2 كالمطلوب . 
(ب) نفرض أن لازء م محيث 8 > 1/2 > 0 حينئذ 2 > #/1 > 0. 
١ج‏ خاصية أرشميدس تكد وجود أعداد طبيعية :: محيث :8 > نز وإذا فرضنا أن 7 
هى أقل عدد طبيعى كهذا ( انظر باب م ) فينتج # > برك 1 --» , 
وهو المطلوب اثباته . 
نلاحظ بعد نظرية ه-0" أنه لا يوجد أصغر عدد حقيق موجب بالضبط . نتيجة 1-5(ب) 
توضح أنه لأى 0 <2 يوجد عدد قياس على الصورة 1/8 حيث 2 > #/1 > 0. 
أحياناً نقول « يوجد أعداد قياسية صغيرة اختيارية على الصورة #/1 » . 
وجود العدد 2/. : 
صفة هامة لخاصية العلو هى أنها ( كا قلنا سابقاً ) تكد وجود أعداد حقيقية معينة . 
وسنستخدمها مرات عديدة بهذا الممنى . والآن سنوضح أنها تضمن وجود عدد حقيق موجب علا 
بحيث إن 2 ح 2/د » أى جذر تربيعى موجب للمقدار 2 . وهذه النتيجة تككل نظرية 4 - 7 . 


-م نظرية . يوجد عدد موجب ©#ع2ر بحيث إن 2 - 22 . 


البرهان . نفرض 21 > 2ن ,بر > 2:0 عر - 5 » الفئة 5 محدودة من أعلى 
بالعدد 2 لأنه إذا لم يكن كذلك فإنه يوجد عنصر 5 ع5 محيث إن ى > 2 ومن ذلك 
ينتج أن 2 > 2ى > 4 أى تناقض للغرض ومن خاصية العلو يكون للفعة 5 أعلى وإذا فرضناً 
أن ى صناة > عد فن الواضح أن 0 < * . 

وإذا زعمنا أن 2-2 لأنه إذا لم يكن هذا صعيحاً فحينئذ إما 2 > #2 أو 2 < 2 فإذا 
كانت 2 < 2د فنفرض أن 1 2 قد اختيرت بحيث أن (1/8>)2-2(/)2+1 وى 
هذه الحالة يكون 
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وهذا معناه أن 5 ©1/8+* أى تخالف لحقيقة أن هى الحد الأعل للفئة 28 . 


إذا كانت 2 < 2* » فتختار لزع بم بحيث أن «2(/2 - 2<) > 1/2 . وما أن 
5 8لا8 ح كد يوجد 3ءع,و ‏ حيث وى > 1/77 سير » لكن هذا يعنى أن 


2و > م مك + 0 
إذن 2 < تمى » أى تخالف لحقيقة أن 5065و 


و بما أننا قد استبعدنا إمكانية أن 2 > 2بد » 2 < 2 فيجب أن يكون 2 - تير 
وهو المطلوب اثباته 

بتعديل بسيط فى نظرية 5 - م » يمكن للقارىء أن يوضح أنه إذا كانت 0 < © فحينذ 
يوجد عدد وحيد 0 < 8 بحيث أن © > 82 . نسمى 8 المذر التربيعى الموجب المقدار © ونرمز 
له بالرمز ْ 

“مدة أو ه4ل/اد-م 

نعرف الآن أنه يوجد على الأقل عنصر واحد غير قيابى » وهو 2//ه ( الحذر 
الث بيعى الموجب للمقدار 2 ) . وف الحقيقة يوجد أكثر من أعداد غير قياسية عن الأعداد القياسية 
بمعنى ( كا رأينا فى باب م ) أن الفئة للأعداد القياسية عددية أو قابلة للعد با الفئة للأعداد غير 
القياسية غير عددية أو غير قابلة للعد . وسنوضح الآنِ أنه يوجد أعداد. غير قياسية صغيرة اختيارية 
وهذه النتيجة تتمم نتيجة 7١-5‏ . 

نتيجة 6- 4 . بفرض 0 < و عدد غير قياسى » وبفرض أن 0 < 2 . فحيلثظ يوجد عدد 
طبيعى 1 بحيث إن العسدد غير القياسى 5/74 يحقق 2 > +« > 


اليرهان . مما أن 0 < 2 ,0 < وا » فينتج من نظرية ٠-6‏ (د) » مدورحج) 
أن 0 < َي . ومن خاصية أرشيدس يوجد عدد طبيعى 7# بحيث إن 7# > 2ع > 0 . وإذن 
2 > 7#/ 5 > 0 و توضيح أن ##/يّ غير قياسى يترك كتدريب . 

وهو المطلوب إثياته 


والآن سنوضح اين أن ددن ختيقية مين ين بونج لايد قلات :د طلة اكير قياسى 
( وف الحقيقة يوجد عدد لا نان من كل نوع ) . 


٠١-5‏ نظرية ٠‏ بفرض 6 ء از عددين حقيقيين حيث از > + فإن 
(أ) يوجد حينئذ عدد قياسى + بحيث إن بر> م > *# . 
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(ب) إذا كانت 0 < و أى عدد غير قياسى فإنه يوجد عدد قياسى 5 محيث إن المدد غير 
القيانى وى يحقق بر > يلو > « . 


البرهان : لا يوجد تغيير فى التعمم لفرض أن * > 0 : (لماذا ؟) 


(1) بما أن 0 < د سير فينتج من نتيجة + 7 (ب) أنه يوجد عد طبيعى +7 بحيث 
إن *« بر > #م/1 > 0 . ومن نتيجة 75 (أ) يوجد عدد طبيعى # بحيث إن 


وجدعدة 

71 انا 
وسنفرض أن # هو أقل عدد طبيعى كهذا فينتج أن ' 
ارين 1م 


>8 > 
ينا 7 


و يتضح لدينا أيضاً أن بر > 72 وإله 


0 مر 
جم وه عه ك2 
17 0 


والتى ينتج منها أن 1/7# ك عد برء أى تخالف لاختيار 78 وإذن بز > 8/72 > بد 
(ب) نفرض أن بر>ع > 0 » 0 < يّ فيكون لدينا 5/ر > 5/*. ومن جزء (1) » 


يوجد عدد قياسى 5 بحيث إن 5ّ/بز > 5 > 5/< . ولذلك بر > وّى > د (وضح أن وى 
غير قياسى ) . وهو المطلوب إثباته 


تمرينات : 

- (أ) أثبت أن فئة الأعداد الحقيقية غير الخالية والمحدودة لها أعلى وأدنى . 

5 - (ب) إذا كانت فثة جزئية 5 للفئة # ا حد علوى فحينئذ يكون هذا الحد العلوى أعلى 
للفئة الحزئية 56 . 

1 - ( ج) اعط مثالا لفئة أعداد قياسية بحيث تكون محدودة ولكن ليس للا أعلى قياسى . 

5 - (د) اعط مثالا لفثة أعداد غير قياسية بحيث تكون لا أعلى قيامى . 

5 - (ه) أثبت أن اتحاد فنتين محدودتين يكون محدودا . 

١‏ - (و) اعط مثالا مجموعة عددية لفئات محدودة وألتى اتحادها يكون محدوداً ومثالا يكون 
فيه الانحاد غير محدود . 
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- (ز) إذا كانت 5 فئة محدودة فى * وإذا كانت ىك فئة جزئية غير خالية للفئة 8 » 


فاثبت أن 
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5 م50 ك و5 وناو ك و3 كمأ ع 5 كدز 
وأحياناً يكون من المناسب بدرجة كبيرة التعبير عن ذلك بطريقة أخرى ‏ 
نفرض أن 0 6ج 2 وبفرض أن 8# + 2:مر لا مدى محدود . فإذا كانت م2 
فئة جزئية غير خالية من 82 فإ . 
2ع : : (*)]) مده ع (,2 ع <: ()/) مده ع (و2 ع ع : ()م) أمذع (2 ع ع : (0) ل كدذ 
5 - (ح) بفرض 1 © ل[ فثتين غير خاليتين وبفرض أن # ج لا »اكز:م لها مدى 
محدود ف 12[ و بغر ض 
26 ع :0ن ,)م مده > زمر ,زلا 0:2 ,)/) منود ()ر 
كون أساس العلو المتكرر . 
20 » : : (* )رم ميد > زلا ع بز رة ع < : (8 ,<)]) مداو 
(70 ع ا: («)ير) مدو - 
أحياناً نعبر عن ذلك بالرموز كا يل : 
(نا )ار صناة صناة > زر :3)] صلا صن > زر 30)] وناو 
١‏ - (ط) بفرض ث/ر » ور كا فى القرين السابق و يفرش 
2ع : (لا ,)]] كمذح (ر)يع 
أثيت أن : 
2ع » : («)رر) كتمذ ك زلا ء ز: (9)يع) مناه 
وضح أن متباينة دقيقة بمكن أن تتحقق . وأحياناً نعبر عن هذه المتبايئة كما يل : 
)10 هتاذ كه ك (ر )كه هنا 
١‏ - (ى) بفرضص ل فئة غير خالية وبفرض أن 2 + 2:36 لها مدى محدود فى 2 . فإذا كانت. 
©#ع» وضح أن 
ء ع : ()/) مدو + م > (2 » ع : («)] + 4) مداو 
2ء <: («) م كسمذ+ ه - 32 ء ع : (م)] + ه) كمد 
١‏ - (ك) بفرضص ك2 فئة غير خالية وبغفرض أن ثر » م معرفتان على لا ومداهما محدود فى 
© أثيت أن . 
20 » : : (<)ع + () /! كهذ ع (20 » ع : («د)ع) كم + (]3 ع ع : («) [) كما 
20 ء « : (ما)ع) مدو + 20 » ع : («)/] تمزع 
2 ء ع : ()ع + (2)/) ماوع 
(2 » <: (جد)ع) مده + (2 ء << : («)ر) مده ع 


ل 


أعط أمثلة لتوضح أن كل متباينة يمكن أن تكون دقيقة . 
١‏ - (ل) إذا كانت 0 < 2 فوضح أنه يو جد لدعم عبحيث إن 2 > 1/25 . 


5 - (م) عدل المعطيات المعطاة فى نظرية 5 - م لتوضح أنه إذا كانت 0 < © فحينئذ 
يوجد العدد 


(ه ك ”ا ,لاع 0: هع نر) مدودامق 


وله خاصية أن © - 82 . هذا المدد سيرمز له بالرمز كه أو 66/2 ويسمى 
الحذر الثر بيعى الموجب للمقدار © . 


5 - (ن) استخدم مرين ه- ب لتوضيح أنه إذاكانت 1 > © >0 فحينذ 1>ه/.>ه>ن 
با إذا كانت © > 1 فإن ه6>ه/ >1 
مشروعات(» : 


١‏ - © إذا كانت 4 » 8 عددين حقيقيين موجبين دقيقين وإذاكانت العم فقد عرفنا 
”ى » ”ة . فينتج بالاستنتاج الرياضى أنه إذا كانت لالع 8 ,731 فأن 


 )1(‏ 5لاتم د ام اتن 

وق #ماء ازاتمم 

1 "لالم ع #(زم) 

فل 6 > » إذا وإذا فقط "لم > 7ه , 


سنختار العرف أن 1 - 09م. 1/5 -7-م » أى إننا قد عرفنا *4 للمقدار + فى 2 
وقد اختبرت حالا المواص (![ة) -(4) بأنها ما زالت قائمة . 

نرغب ى تعريف *4 للأعداد القياسية * حيث أن الحواص (311) - (3) اتتحقق ‏ . 
المطوات القادمة يممكن استخدامها كوجز . وق كل الأحوال سنفترض أن ه ء 8 عددان 
حقيةيان كل منْهما أكبر من الواحد الصحيح . 


() مشروعات يقصد بها أن تكون أحياناً أكثر تحديات للقارىء » ولكن ياعتبار 
المشر وعات تختلف ف الصعوية . وقد وضعنا هذه ( نوعا ما صعبة ) الثلاث مشروعات هنا لأنها 
تنتمى هنا منطقياً . و القارىء فيا بعد سير جع إليها بعد تجميع خبرة أكثر عن العلو أو الأعللى . 


ه١‎ 


(1أ) إذا كانت م عددا قياسياً معطى بالعلاقة م/م ع م حيث 2 » 2 أعداد صيحة » 
0< . نعرف ("م 2 *: > 0: 2ع 2 - (5)0 . وضح أن (5,)6 هى فئة جزئية غير 
خالية محدودة للفئة 8# وعرف (4©) رك ملاة - © . 


(ب) أثبت أن 6 ح 2 هو المذر الموجب الوحيد للمعادلة ”م > 25 إرشاد : يوجد 
مقدار ثابت 2 محيث إنه إذا كانت 1 > © > 0 فإن عل + 1 > "(ع ل 1) . إذن 
إذا كانت #بر > 47 > ”نر فيوجد 0 < © بحيث إن . 
(”(ع#+1)/*ر > "م > "(ع + 1)"ع 

(ج ) أثبت أن قيمة المقدار © المعطى فى الحزء (أ) لا يعتمد على تمثيل + فى الصورة 
8 . أيضاً وضح أنه إذا كانت م عدد صحيح موجب فإن التعريف الحديد للمقدار *© يعطى 
نفس القيمة الى يعطيها التعريف القديم . 

رد( وضح أنه إذا كانت © عه ,: فإن 8+5ه ع كه لمء تكن د ك(لهم) , 

(«) وضح أن '(طه) > "5ه . 

(و) إذا كانت 0<م ,هعم فإن 8 > » إذا وإذا فقط ”8 > © . 

(ز) إذا كانت © ع5 فإن ى > م إذا وإذا فقط 5ه > 4 , 

(ح ) إذا كانت © عدد حقيق يحقق 1 > © > 0 » نعرف -(1/6) - # . وضح أن 
الأجزاء ( د ) » ( ه) تظلكا هى وتظل أيضاً نتيجة مشاببة للجزء ( ز ) ولكن بعكس المتباينة . 

-8 المقدار *ه قد عرف لأعداد قياسية ونرغب فى تعريفه لمقدار حقيى *« . 
و لعمل هذا نستعمل بحرية النتائج السابقة فى المشروعات . وكا سبق إذا فرضنا أن » » 8 عددان 
حقيقيان كلا منهما أكبر من الواحد الصحيح . إذا كانت 8ع » نفرض أن 

(ه ع : ,© عم: نمع زه)1 
وضح أن (©) ,3 فئة جزئية غير خالية ومحدودة للفئة وعرف 
(1)4 مدع "4 

ثبت أن هذا التعريف يعطى نفس النتيجة السابقة عندما تكون مة قياسية . كون اللخواص 
المناظرة التقارير المعطاة فى الأجزاء (د) - (ز) للمشروع السابق . الدألة المهمة جدا الى عرفت 
على © فى هذا المشروع تسمى بالدالة الأسية ( للأساس © ) . بعض التعريفات المباشرة 
ستعطى فى الأبواب القادمة . من المناسب أحياناً أن نرمز هذه الدالة بالرمز 

وما 


ونرمز القيمبا عند العدد الحقيى # بالرمز (8) يمه بدلا من “© . 


رن 


د - ل باستخدام خواص الدالة الأسية الى أسست فى المشروع السابق . وضح أن 
ونه دالة إدخالية نطاقها 8# ومداها (7<0:ه8جلر)1. ونتيجة لفرضنا أن 24<1 
فهذه الدالة الأسية تزايدية دقيقة بمعتى أن إذا كانت ><« فإن (/) مم© > (*) وهكه و لذلك 
الدالة العكسية يكون لما وجود بنطاق (0<ن: عن » ومدى هو. تسمى الدالة المكسية 
باللوغاريتم ( للأساس © ) ويرمز له بالرمز 

م105 

وضح أن م108 دالة تزايدية دقيقة وأن 

« - [(0) وهه1] وط)ه عند 0 < د 4 > [(20) ومة]يع10 عند ع 

أيضاً وضح أن 1 > (4) و(») 108 ,0 > (1) م108 وأن 

0 > (0) وىه1 عند 1 > <« ء 1 < (ن)يعه1 عند 1< 0ن . 

أثبت أنه إذا كانت 0 < 1١‏ رن فإن . 

()معه! + (د)ءعه! ع رسره)روه! 
وبالإضافة إلى ذلك إذا كانت 0 < 0 » 8ع * فإن 
(ه)معه! ع« ع (*ن)روه1 
الباب السابع ‏ القواطع » الفترات والفئة المائلة : 

طريقة أخرى لإتمام الأعداد القياسية لحصول على © ابتكرها ديدى كيند(*) الموسسة على 
فكرةى القاطع 55 

١ - ٠‏ تعريف الزوج المرتب (8 ,4) لفثتين جزئيتين غير خاليتين للمقدار # يقال 


إنه يكون قاطماً إذا كان © - 8 نا 4 ,8 - 468 ء 8 > » لكل هرعه ولكل 
8ع 


و كثال تموذجى لقاطع نى 2 بحصل عليه لعنصر ثابت ©2 © بالتعزيف 
(2<4: ع2 - 8 (ل[ك ع ع لء 2- نم 
وبالتناوب يمكننا أخذ 


6 <ع: 8ع ع« عاق ب(ع > ع : ع عد رم 


(*) ريشارد ديدىكيند ( ١81‏ --1515) كان تلميذا لحاوس . لقد أسْهم فى 
نظرية العسدد ولكن من أحسن أعماله هو تشييد نظام العدد الحقيق . 


إن 


خاصية هامة للمقدار 8 هى أن كل قاطع فى 8 يعين بعدد حقيق ما . وسئؤوسس هذه 
اللاصية . 
3 
8 0 7 
ار سح ل ميبيبيبيااس ااام 
+«««جججججج جم جج٠ج٠ج7جوصوبس‏ لبه 
( شكل 1 - ١‏ ) قاطع ديدى كين 


7 7 خاصية القطع ( القص ) . إذا كانت (8 و4) قاطعاً فى 88 فإنه يوجد عدد وحيد 
2 بحيث إن يا > ه لكل مع » »2 5 كم لكل 568 . 


البرهان . من الفرض تكون الفئتان 4 » 8 غير خاليتين . أى عنصر من 8 هو حد 
أعل للفئة 4 . فحينئذ 4 لا أعلى والذى سترمز له بالرمز يّ . وحيث إن م هو حد أعلى 
للفئة 4 » فيكون يك 6ه لكل 4رع 4ه 


إذا كانت 668 فن تعريف القطع يكون 6 > ه لكل 4 ع4 فحيئئذ 5 هى الحد 
الأعلى نلفئة 4 وكذلك 5 ك و . أى إنه أمكن إثبات و جود عدد له الحواص المعطاة فى الفرض . 


لإثبات أن المقدار ي وحيد» نفرض أن 8ك + حيث إن 8 ك © لكل 4 » 4 86 ك 1 
لكل 8 ع ( . من ذلك ينتج أن « هى الحد الأعلى للمقدار 4 » إذن 8 ك و . وإذا كانت 
1 > وا فحينئذ يوجد عدد 2/(:+ #) ح ي بحيث إن 1 > يا > 5 الآن إما 4 » 4 أو 68 م 
فإذا كانت 4 © © فيكون لديئا تناقض محمقيقة الى تقول إن 55 ك © لكل لل »© وإذا 
كانت 8ج م فيكون لدينا تناقض همقيقة الى تقول إن 5 5 13 لكل 8 >5 ولذلك يحب 
أن يكون * - م وهو المطلوب إثباته 

وبالضبط الذى عمله ديدى كيئد فى الموهر لتعريف العدد الحقيق بأنه قاطع فى نظام العدد 
القياسى . وهذه العملية همكن الفرد من تركيب مجموعة العدد الحقيق 8 من الفئة © للأعداد 
القياسية ‏ . 


الخلايا والفترات : 


إذا كانت ©اء » » فإن الفثتين 
(6<:: 8ع ,(ه > ع : هلع 1 


تسمى شعاعان مفتوحان ومحددان بالمقدار © . بالمثل الفثتات 


كن 


(4 < ع : 1ع له > ع : ع1 
تسمى شعاعان مغلقان ومحددان بالمقدار © . النقطة © تسمى النقطة الأخيرة لهذه الأشعة . 
وغالبا يرمز هذه الفئات بالرموز 
(+يه] 2 ,[ه.ه) ,(م+يه) (,(ه,ه) 
على الثر تيب » وهنا مه » مه + هى رموز فقط ولا ممكن اعتبارها عناصر فى 12 
إذا كانت 8 » 5 يه و 8 ك ه فحينئذ الفئة , 
(>: >ه: 8# عع 
تسمى الخلية المفتوحة المحددة بالمقدارين © » 8 ويرمز لا غالباً بالرمز (5 ,) . الفثة 
(6عد دع ه: 1ع 
تسمى الخلية المغلقة المحددة بالمقدارين © » 8 ويرمز لا بالرمز [8 ,] . الفثتان 
(مع +« >ه: 8 عع (8>ع ده: 8ع 
تسميان بالخلايا نصف المفتوحة ( أو نصف المغلقة ) المحددة بالمقدارين © » 8 ويرمز 
لهما بالرمز 
ب[طبه)ة ,(5.ه] 
على الثّر تيب . النقطعان © » 5 تسميان النقطتان الجائيتان لهذه الللايا . 
الفترة فى 22 يقصد يها إما شعاع أو خلية أو كل 8 . ولذلك يوجد عشرة أنواع مختلفة 
من الفترات قى 8 هى 
(0يه] ,[طبه] ر[ه,ه-) ,(ه,ه-) 1 
ف (ه+ رط) ر(ه+ رض] .(ط,ه) رلطبه) 
حيث »ع ( ,ه ء 8 > 6 . وخس من هذه الفترات #دودة واثنين محدودة من أعلى 
و ليست من أسفل و اثنين محدودة من أسفل و ليست من أعلى . 
وحدة الفلية ( أو وحدة الفترة ) هى الفثة(1 > 2 > 0: 18 © +] > [1 ,0] ويرمز لها 
بالرمز القياسى مز . 
سنقول إن المتتابعة للفتر ات از ع :, ,,1 متداخلة فى حالة تحقق سلسلة الاشالاتية . 
بط 1,5 12٠٠١5‏ د :1 2 11 
ومن المهم أن نلاحظ أن المتتابعة المتداخلة من الفئرات لا تحتاج إلى وجود نقطة مشكر كة . 
وى الحقيقة يكون كتدريب لتوضيح أنه إذا كانت 2 ع0 ,(6+ ,8) -.1 فحينئذ 


اينات 


المتتابعة للفتر ات التى حصل عليها تكون متداخلة وليس لما نقطة مشتر كة بالمثل إذا كانت 
27 © 7 ,(1/8 ,0) > ,3 فإن المتعابعة متداخلة و ليس طا نقطة مشبّر كة . 
كيفما كان فإن الخاصية المامة للمقدار 2 هى أنه متتابعة متداخلة لخلايا مغلقة نقطة مشتّركة . 
والآن سنبرهن هذه الحقيقة . 
7 - م خخاصية الخلايا المتداخلة ٠.‏ إذا كانت ارج م وبفرض أن بر خلية مغلقة غير 
خالية فى 1# ونفرض أن هذه المتتابعة متداخلة بهذا التفسير 
11-1520512 


فحينئذ يوجد عنصر ينتمى إلى كل هذه الكلايا . 


البرهان . نفرض أن [ يرظ ويرك ] > ,2 حيث ,رة ك يه لكل زع م فتلاحظ أن 
عط لكل # وحينئذ ,ث8 > يه لكل # . إذن الفئة لاا : ,م4 عدودة من 
أعلى . سنفرض أن يا هى أعلى للفئة حيقذ ي > يه لكل # . 


سازعم أن ,5 ك يم لكل لارع 7 فإن لم يكن فيوجد مقدار ما لزاع م بحيث إن 

> برط بما أن ص هى أعل الفثة (لاع «:ره) فيجب وجود ره بحيث إن مك > بررط 

الآن نفرض أن ب هى أكبر العددين الطبيعيين 72 » ص . ما أن ..ك يك ك .. ك يه ك يم 

...يرط < ... < و < رق فإننا نستنتج أن يه ك وه > بررط > وذ . لكن هذا ينى 

أن ,8 ك يا تناقص الفرض [ و8 وي© ] > و1 خلية مغلقة غير خالية . لذلك برة ك م لكل 
لاع م وحيث إن ور ك و ك بره نستنج أن [م٠‏ .مه] > 1ءة لكل 462 . 
وهو المطلوب إثباته 


ونلاحظ أن تحت فرض 8-07 فربما يوجد أكثر من عنصر واحد مشترك . وفى اللطقيقة 
إذا فرضنا (20 © : ,ط) مزح ب« فيمكن - كتمرين - توضيح أن . 
ضيح 
| -1د قا 


فئة كانتوروم : 


سنقدم الآن فئة جزئية من وحدة الخلية # وهى تعتبر شيقة وف معظم الأحيان مفيدة فى تركيب. 
أمثلة وأمثلة مضادة : وسئر مز هذه الفئة بالرمز ج وسنشير إليها بفئة كانتور ( مع إنها أحيانا 
تسمى فثة كانتور الثلاثية أو عدم الاتصال لكانتور بمعتى فئة كانتور غير المستمرة ) . 


وأحد الطرق لوصف هو كنفئة لأعداد حقيقية فى 7 الى ها مفكوك ثلاث ( - الأساس 
3 ) باستخدام الرقين 2 و 0 فقط . كيفما كان سنختار تعريفها يحدود مختلفة . والمعنى 


ان 


الذى يجملها أكثر دقة هى كون "4 تعكون من هذء النقط فى 4 الى تنبق بعد إزالة الفترات الى 
تكون : الثلث الأوسط ٠‏ على التعاقب 5 


وأكثر صراحة نجد أنه إذا أزلنا الثلث الأوسط المفتوح من 3 فإننا نحصل على ألفئة 
11 ,ك]نا[0,1] م 
وإذا أزلنا الثلث الأوسط المفتوح لكل من الفترتين المغلقتين فى ع نمحصل على الفئة 
[5,1]ا[ة ,ك]نا[ة رقا نا[ة,0] -يم 

إذن وم هى اتحاد (22 ح ) 4 فترات مغلقة كل منْها فى الصورة [ 10/32 -ل ) ,64/32 ] - 
ونحصل الآن على الفئة و" بحذف الثلث الأوسط المفتوح لكل من هذه الفئات وى الحالة العامة نجد 
أنه إذا تركبت ركم بحيث تتكون من اتحاد 27 فترات فى الصورة [ 1(/37 + #) ,6/37 ] 
فحينئذ نحصل على 1 بير .بحذف الثلث الأوسط المفتوح لكل من هذه الفتّرات . فئة كانتور 
هى الى تبى بعد إجراء هذه العملية لكل 8 فى لز . 


, تعريف . فثة كانتور # هى تقاطع الفئات,, » 22610 النائتجة من إزالة‎ 4-١ 
. أثلاث وسطى مفتوحة على التعاقب‎ 


ومن نحة أولى ربما يظهر أن كل نقطة تزال هائياً بهذه العملية . ولكن واضح أن هذه 
الحالة ليست صحيحة لأن النقط 0,4,7,1 تنتمى إلى كل الفئات للاع» ,8 ومن ثم تنتمى 
إلى فئة كانتور 5# . وف الحقيقة يكون من السبل ملاحظة أن هناك عددا لا نهائياً من النقط فى 
7 حتى إذا كانت # رفيعة نسبياً فى هذا الصدد . وى الواقع ليس من الصعب أن نوضح أنه 
وجد عدد غير تنازلى لعناصر 4 وأن نقط ‏ بمكن وضمها كتناظر أحادى مع نقط 4 . 
أى إن الفئة 8 تجتوى على عدد كبير من العناص . 


( شكل ٠7‏ - ؟) فئة كانتور 


/ام 


الآن سنعطى معنيين اللذين تكون فيهما # رفيعة . أولا نلاحظ أن 8 لا تحتوى أي فترة. 
خالية لأنه إذا كانت + تنتمى إلى 8 ء رط ,8) فترة مفتوحة محتوية + فإن (8 و6) تحتوى 
بعض الأثلاث الوسطى الى أزيلت لنحصل على (لماذا ؟ ) إذن (8 ,8) ليست فثة جزئية 
من فئة كانتور لكن تحتوى نقطأً كثيرة لا نهائية فى متممتها (17) © 


الممنى الثاق الذى فيه تكون ب رفيعة يرجع أو يشير للطول بيبا يكون من غير الممكن 
تعريف الطول لفئة جزئية اختيارية للفئة 2 . نجد من السبل إقناع الفرد بأن 8# لا مكن أن 
يكون لها طول موجب لأن طول ."م هو : » وطول هم هو 5 . وعلى العموم طول ,2 
هو “() . حيث إن 7 هى فئة جزئية من يما ء فلا بمكن أن يكون طوها يزيد عن ,”ا . 
حيث إن هذا يجب أن يكون صميحاً لكل # فى 27 فنستنتج أن * ل مع إنها غير قابلة للعد ‏ 
لا يمكن أن يكون ها طول موجب ‏ 


ومن الغريب كا تبدو فثة كانتور ء نجد أن لما سلوكا منتظما نسبياً فى أحوال كثيرة . 
فهى مدنا يجزء من الفراسة إلى كيفية تكوين فئات جزئية معقدة من © . ومقدار القليل الذى. 
تقودنا إليه بدهياً وهى أيضاً تفيد كاختبار للتصورات الى سنقدمها فى الأبواب التالية والىي 
دلالتها لم تدرك كلية بدلالة الفترات وفئات جزئية أولية جدا . ' 


نماذج من 8 : 


فى الأبواب + 4 قدمنا خ بدهياً بمنى أننا دونا قائمة لبعض الحواص الى افترضنا 
وجودها . وهذا يقربنا للسؤال عم' إذا كانت مثل هذه الفئة موجودة بالفعل وإلى أى درجة 
تكونٍ محددة وحيدة . وبيا سوف لا نقرر هذه الأسئلة فإنه من المناسب بالتأكيد ذكر الملاحظات. 
الآتية عليها . 

وجود الفثة الى هى حقل مرتب كامل يمكن توضيحها بتركيب فمل فإذا كان شخص 
له دراية كافية بالحقل القياسى © فإنه بمكنه تعريف الأهداد الحقيقية كفعات جزئية خاصة 
الفثة © ويعرف الحمع والضرب والملاقات المرتبة بين هذه الفعات المرئية بطزيقة مكن من 
الحصول على حقل مرتب كامل . ويوجد عمليتان قياسيتان لإجراء هذا إحداها طريقة ديد 
كيند « للقواطع والى تناقش فى كتاب رودن المدون ف المراجع . الطريقة الثانية هى طريقسة. 
كانتور « لمتتابعات كوثى » والى تناقش فى كتاب هاملتون ولاندن . 


وف البند السابق أكدنا أنه من المسكن تركيب تموذج للمقدار 8# من 0 ( فى - عل الأقل - 
طريقتين مختلفتين ) . ومن الممكن أيضاً تركيب تموذج للمقدار 8 من الفئة 27 للأعداد الطبيعية 


ممه 


وهذا غالباً أخذ كنقطة البداية بواسطة هؤلاء مثل رونكر(ه) الذين يعتبرون الأعداد الطبيعية 
وكأنها معطاة من الله ومهما كان » حيث إن فئة الأعداد الطبيعية ا حذقها ودهائها ( مثل خاصية 
الترتيب الأفضل ) فنشعر بأن العملية الأكثر إقناعا هى أولا عملية تركيب الفثة 2 من تصورات 
مبدئية لنظرية ألفئة و بعد ذلك ننشىء إلفئة 2 للأعداد ثم بعد ذلك نكون الحقل © للأعداد القياسية 
وأخيرا الفئة © وهذه العملية ليست على الأخص صعبة فى اتباعها و يمكن استخدامها ولكبها 
طويلة نوعا ما . وحيث إنها مذكورة بالتفصيل فى كتاب هاملتون ولاندن فسوف لا نتعرضش 
لما هنا . 

ومن الملاحظات السابقة يكون من الواضح أن الحقول المرتبة الكاملة .مكن تكويها 
ملك علد .أل إن 1 يكن أن تقول أذ عل لد م 7 كناد وحيوا.. مل أن يس 
الطرق للثركيب السابق اقتراحها تؤدى إلى حقول مرتبة كاملة وهى حول « متشاكلة » ( هذا 
معناه أنه إذا كانت 2 » و حقلين مرتبين كاملين » حصلنا علهما بهذه التركييات 
فحينئذ يوجد راسم أحادى © لمحقل م فوق دم بحيث إن © (1) يرسل عنصرا قياسيا فى 
الحقل 21م إلى العنصر القياسى المناظر فى الحقل 4*2 » © (113) ترسل 8 4م إلى 
© (نذة) ,(ة) م + (4) و ترسل 45 إلى (5) © (©) ب ء © (19) ترسل عنصرا موجباً 
ف الحقل .2 إلى عنصر موجب.ف الحقل 4*2 ) . وفى داخل نظرية الفئات الأصلية بمكدنا 
تقدم تدليل أو برهانا موضحين أنه أى حقلين مرتبين كاملين يكونان متشاكلين بالمعنى الذى 
سبق وصفه . وكون هذا التدليل يمسسكن صياغته فى نظام معطى للمنطق الرياضى يعتمد على قواعد 
الاستنتاج المستعملة فى النظام . وهكذا يكون السؤال عن الحد الذى بمكن اعتباره لنظام العدد 
من حيث كونه محدودا وحيدا هو نتيجة منطقية دقيقة . و كيفما كان فإن كون الل وحيداً 
( أو الحاجة إليه ) ليس هاما لأغراضنا لأننا مكدنا اختيار أى حقل خاص مرتب كامل كنموذج 
لنا لنظام العدد الحقيق . 
تمرينات : 

+ - (أ) إذا كانت (8 يك) قاطماً فى # فوضح أن 8 مز - 4 مناه . 

37 (ب) إذا كان القاطعان 22 ,ك) » (8 .'4) يعينان العددين الحقيقيين يّ‎ - ٠7 
فوضح أن 6 > م تمنى أن 'ى *4 ,'ى كلهم‎ ٠» على الترتيب‎ 

. (ج) هل عكس الدّرين السابق يكون صميحاً ؟‎ - ٠ 

7 - (د) بفرض 0-+:8عع) دم أو 2ك تير 0<« 8ع عد هال 
2< *+*) فوضح أن ( 8 و 4 ) قاطعفى بج . 

(* ) ليوبولد رونكر ( 1841-18 ) درس مع ديريشلت فق برلين وكيومر فى مديئة 
بون وبعد تكوينه ثروة قبل أن يصل للثلاثين رجع للرياضيات . وهو معروف بعمله فى الخبر 


و نظرية العدد ومعارضته الشخصية لأفكار كانتور على نظرية الفئة . 4 
: 3 


- (ه) بفرض. (م+ ,)-.1 عند 561 أثبت أن متتابعة الفترات متداخلة ' 
لكن لا توجد نقطة مشر كة . : 

- (و) بفرض (:/1 ,0) > .3 عند /زع بر . وضح أن هذه المتتابعة للفتر ات متداخلة 
لكن لا توجد نقطة مشتركة . 

. -(ز) إذا كان ,لالع » ,[مط ,مه] - .1 معتابعة متداخلة لخلايا مغلقة أثيت أن‎ ٠ 

بكو 2 مط عرو كك وم عاج 

وإذا وضعنا (20 6 : مه) من ي ‏ (للع : ) كدا- « فائبت أن 05 -[55] 
-(ح)وضح أن كل عدد من فئة كانتور له مفكوك ثلا ( > قاعدة 3 ) مستخدما 
فقط الرقمين 2 ,0 .. 

٠‏ -(ط) وضح أن المجموعة لنقط الهاية المنى فى # هى عددية تنازلية . وضح أنه إذا 
حذفت جميع هذه النقط للهاية المنى من 5 فإن ما يتببى ممكن وضمه فى تناظر أحادى مم 
جميع عناصر الفئة [1 و0] . ثم استنتج أن غير قابلة المد . 

7 -(ى) كل فثرة مفتوحة (8 ,© ) التى تحتوى نقطة من 8# تحتوى أيضا فئة ( ثلث 
أوسط ) بأكله والتى تنتمى إلى (6)8©» . إذن 7 لا تحتوى أى فترة «متوحة خالية . 

٠7‏ - (ك) بازالة الفئات المتناقصة الطول دائماً يثبت أننا تمكننا من تكوين فئة « كانتور 

المشابهة » بحيث يكون طوطا موجبا . ما هو أكبر طول هذه ألفئة يمكننا الحصول عليه ؟ 


7 - (ل) وضح أن 4 ليست امحاد مجموعة قابلة العد لفتر ات مغلقة 


الفصلالتا"ف 


توبولوجيا ا لقراغات الكارددرية 


خصصت أبواب الفصل الأول لتطوير المواص المبرية وخواص التر تيب وخاصية الإتمام 
لنظام الأعداد الحقيقية . واستعمال كبير لهذه الخواص سيستخدم فى هذا الفصل و الفصول القادمة . 

ومع إنهِ من المكن حالا مناقشة المتتابعات للأعداد الحقيقية والدوال الحقيقية المستمرة فإننا 
نفضل تأجيل دراسة هذه الموضوعات لفترة قصيرة . وف الحقيقة سندخل هنا تعاريف لفراغ 
المتجه » فراغ العمودى وفراغ حاصل الضرب العددى . ونفعل ذلك لأنه من السبل فهم هذه 
المدلولات ولأن مثل هذه الفراغات تظهر خلال كل التحليل ( بدون ذكر ثىء عن استعمالاتها 
فى عل المندسة ( الحيومترية والفيزياء والهندسة والاقتصاديات الخ ) والفراغات الكارتيزية 
"2 ستكون من الطبيعى مشوقة لنا بوجه خاص . ولحسن الحظ نجد أن بصيرتنا للفراغين 
*8 22 تحملنا عادة بدون تغيير كبير للفراغ ”48 وتساعد المعلومات عن هذه الفراغات 
فى تحليل فراغات أكثر عموماً . 


الباب الثامن ‏ متجه وفراغات كارتيزية : 


« فراغ المتجه » هو الفئة الى فها بمكن جمع عنصرين و بمكن ضر ب عنصر فى عدد حقيق 
بطريقة تحقق خواص معينة معروفة وسوف تكون أكثر تدقيقاً . 

هم - ١‏ تعريف . فراغ المتجه هو الفئة /7 ( الى عناصرها تسمى متجهات ) المجهزة 
بعمليتين ثنائيتين تسميان جمع متجه وضرب عددى . 


إذا كانت 197 ,ع فيوجد عنصر بر+* فى #2 يسمى جمع متجه للمقدارين 
#دا» بر . وهذه عملية جمع المتجه تحقق المواص التالية : 


(1ه) * + رح بير لكل برو عا 27 
(2ه) (2+ 2+ ع +( +غ) لكل 2 و رز وخ فى 27 


1 


(:ه) يرجد عنصر 0 فى 7 بحيث إن -2ز+0 . «-0+* لكل ف« 
فى ا 

(4) بغرض د ى ”7 فيوجد عنصر بج فى ”3 محيث إن 0-(2-) +ع 
0« +(ع--) 

إذا كانت ثلا ع« ء» #وعج فيوجد عنصر * © فى 7 تسمى مضاعف © ٠»‏ * . 
وهذه عملية الشر ب العددى تحقق الحواص الآتية : 

0041 «*«-ج1 لكل /1اعع 

(842) «(مم) - (ع«اط)ه لكل © ء 6 رهء 317 عع 

(0) مجعم - زر + عه ٠.‏ الإط+عمع-ع«(ط+ ه) لكل ء( ,ه 
الحقيقيتين ٠»‏ 17 ©( ,* . 

الآن سنعطى بعض أمثلة أو لية و لكلبها هامة للفراغات المتجهة . 

م - ؟ أمثلة . (1) نظام الأعداد الحقيقية هو فراغ متجه حيث عملية الحمع وعملية 
الضر ب العددى هما عمليتا الممع والضر ب العادى للأعداد الحقيقية . 

(ب) بفرض أن 822 تدل على حاصل الفرب الكارتيزى 212 فحينئذ 182 تحتوى 
كل الأزواج المرتبة (جئ و:) للأعداد الحقيقية . وإذا عرفنا جميع المتجه والضرب 
المددى بالآق : 

زولا + و ,ربز + ) > زولا ووطا) + (2* و361) 
(0عنه برعنه) > (معا ,)© 
فحينئذ بمكن أن نتأكد أن الواص المذكورة فى تعريف م - ١‏ تكون قد تحققت . 

هنا (0,0) -0 » [. ويد ,,د-) > (وعد ,ربر) ا حينئذ 27 هو فراغ متجه نحت 
هذه العمليات . 

(ج) بفرض اع م وبفرض أن ”2 تدل على المجموعة لكل الثر تيبات من الطيات » 

)35 ...2 ,361) 
حيث #ع بد عند م,... ,1 -1 . وإذا عرفئا جمع المتجه والضرب المددى بالآق » 

ولق + م3 و . .وول 4ج مولا + د6) > (ولا و ب . ودلا وزا[) +37 .6 627 و361) 


(30ه ب ٠.‏ 2ه ردعنه) > (م2 ١. ١‏ ,و ,61) © 
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فحينئذ يمكن أن نتأكد أن ”2 هو فراغ متجه تحت هذه العمليات هنا نرى أن + 
(0,0,...,0) >0 » .(مد و0 وهلا ووعا) > (م2 ...وول و60)- 

(د) بفرض 5 أى فئة وبفرض 25 تدل عل المجموعة لكل الدوال © الى نطاقها 5 
ومداها فى # . ( حينتذ #25 هو مجموع كل الدوال حقيقية القيمة المعرفة فى 8ه ) وإذا 
عرقنا 0+ ها ©» 44 بالتالى : 


(5)ه + (ى)ه > (وى)(ه + ي) 
(د)هته - (5)(مته) 


الكل ىع و حينئذ ممكن أن نتأكد أن #5 هو فراغ متجه تحت هذه العمليات . 
[ هنا 0 هو دالة تطابقيا مساوية للصفر » #- دالة قيممها عند 5©: ض ()ن-] 
وق الأبواب القادمة سنقابل فراغات معجهة كثيرة أخرى . 


وحموما ستكتب «- بد بدلا من (بر-) ++ . 


حواصل الضرب العددى والاعمدة العددية : 


سيلاحظ القارىء أن الضرب العددى فى فراغ متجه 17 2 هو دالة نطاقها. 07 »ا 12 
ومداها 7 . وفراغات متجهة كثيرة مجهزة أيضاً بدالة نطاقها 6397ا/ ومدى © والتى 
ها أصية . 

م - "م تعريف ٠‏ إذا كانت ”7 فراغ متجه فحينئذ الضرب العددى ( أو ضر ب ثقطة ) 
هو دالة على /1 9/6 إلى 1 ويرمز لا بالرمز و١٠‏ + ج:(ا,<) وتحقق اللواص . 

<١: <0 6‏ ركل لاع . 

(403 0عدر.ع« إذاوإذافقط 0-ع. 

00 مانبرحجبر.ع لكلبلاعن ع« . 

00 مراع رج جاع الل عار + اعد ص ازوجع 
لكل 77ا6ج بورد 

0) (<م) ١‏ << زر )م د بر (مم) لكل عه لاع بورد 

يسمى فراغ المتجه الذى قد عرف فيه الضرب العددى يفراغ الضرب العددى . 


ومن الممكن تعريف حواصل ضر ب عددية مختلفة فى فراغ نفس المتجه ( كمرين م -د ) . 


3 


م - 4 أمثلة . (أ) الضرب العادى فى 8 يحقق المواص السابقة وإذن هى فراغ ٠‏ 
ضرب عددى . 
(ب) فى 82ء نعرف . 
دلاو + الإو ت (ولا وولا) + (2 و61) 
ومن السول أن نتأكد أن هذا يعرف ضريا عدديا على 2ج1:. 
(ج) فى *8ء نعرف . 
الإميد + ٠ل‏ ولإوج + زرك > (ملا ٠.‏ رولا ودلا) * (3 ...22 310) 


ومن السهل أن نتأكد أن هذا يعرف ضر با عددياً على "2 . 


م - ه تعريف .. إذا كانت 7 هى فراغ متجه حينئذ العمود على  7/‏ هو دألة على 
”ا إلى © يرمز ها بالرمز ||| جا وتحقق الحواص . 
(6© 0<إء) لكل لامع . 
 )63(‏ 0-|*||/ إذا وإذا فقط 2-0 
6 اعاااءا اعم لحن لاع ,عه 
6 ءءء جع لكل لاعباعر 
يسمى فراغ متجه الذى عرف فيه العمود بفراغ عمود . 
كا سترى ف العّرينات » يمكن أن يكون لنفس فراغ المتجه أعمدة متقاطعة متعددة . 
م - 5 أمثلة . (أ) الدالة مطلقة القيمة على 8# تحقق اللواص فى م- ه . 
(ب) ق 82 ع2 نعرف 
1و + تر > |إلوء ,)| 
حيث الخواص (14) » (13) » (فة) تتأكد بسبولة جدا وخاصية (19) تكون معقدة أكثر ‏ 
(ج) فق ”8ه نعرف 
زنير ل ل وير + وعد) > [[(مة و ...و ,)|| 
حيث اللواص (3) » (33) » (آة) تكون سملة الإثبات مرة تانية . 
الآن سنعطى نظرية تكد أن حاصل الضرب العددى يمكن دائماً استعماله لتعريف عمود 


بطريقة طبيعية جدا . 


5355 


م7 نظرية . بفرض 30 هو حاصل الضرب العددى وبفرض تعريف || || بالثالى 
١ «‏ ع - اءا| حيث اعيبر 
فإن ||| ج؛ :د هو عمود على *7 ويحقق الخاصية التالية 
اا«ااتاعا در١ع‏ ك4 
وبالإضافة إلى ذلك إذا كانت د » بر ليس صفر فيكون التساوى فى (ه) إذا وإذا فقط 
كان يوجد عدد ما حقيى موجب مضبوط © بحيث إن 0 >« 
البرهان . بما أن 0 <  ٠«*‏ لكل 0/7 عع فحيشذ الحذر التربيمى للمقدار « ٠0‏ 
موجود لذلك تكون || * || قد عرفت جيداً . المواص الثلاث الأولى للعمود نتائج مباشرة من 
م-ع () ء (ن) و (7) . لبرهنة (») ع نفرض 90 جإ, ,12 8 رم وتفرض 
رط -ع«هع-ج . فإذا استخدمنا خواص م-0 (1) ٠‏ (أئثة) » (10) » (7) نحصل عل 


بور 2م ع بو ء ورطع2 -ع . ع تن د ع . ع ع 0 


الآن تأخذ جاده ٠‏ ءام فإننا نحصل على . 


]ناا #إإعسلا ع سر ٠‏ عد إإعد|ا ادر 2 ح زعلا “| ع 06 
٠ «( ١‏ ع - اد« || ادا اا«ااااءا] 2- 
إذن المتباينة (») تظل قائمة . 


وإذا كانت لإه حير مم 0< فإن إا«|| » > دزا وكذلك 


“اجا - زم ١‏ )عع م١‏ زه دواع 
ادا ااا - 
إذن التساوى ى («) موجود وبالمكس إذا كانت |[«||||||-بر. فإن الحساب 
فى البند السابق يوضح أن < ||| ||| > 2 لا الخاصية الى تقول إن 202-0 
لذلك 0 - 2 وما أن عد ء بر متجهان غير صفريين فيمكبنا أخذ ||<||/|ء*| - © 
ولإثبات م -ه (37) نستعمل (0) لنوضح أن 
(بر+ عم ١‏ (ر+ع) > “برج دا 
بل + جز نا + يا جر + جر جرع 
*إإجاا+ دم ١‏ )2 جاع - 
*|| :| + ا« ااااءز| 2+ “ءا ع 
*(إإ«اا+ ااءا) ع 
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ومن ذلك ينتج أن ||ن||< !|| > |اب+ | نكل /7>37«.* وهو المطلوب إثباته 


سنترك برهان النتيجة الآتية كتمرين . 


م -م نتيجة . إذا كانت «زر ود عنصرين من 77 » فإن 
ادا ااعزا د اد١عا‏ (سي) 
وبالإضافة إلى ذلك إذا كانت 0 مج بر فإن التساوى بمكن أن يكون موجبا فى (ه ه) 
إذا وإذا فقط كان يوجد عدد حقيى © بحيث إن تزه ع *« . 


كل من المتباينة (ه) والمتباينة ( » » ) تسمى متباينة ( شفارئز ) أو متباينة (كوشى - 
بينيا كوفسكى - شفارتز ) (86) وهى كثيرة الاستعمال والمتبايئة مه (197) تسمى متبايئة 
المثلث وستترك للقارئ' إثبات أن 

اأ«زا+ لاعلا > ادع علا > ا لا«ا- ءا 
لأى «رءود فى فراغ عمود . 


الفراغ الكارتيزى 87 : 


نقصد بالفراغ الكارتيزى الحقيى فى # من الأبعاد الفثة "22 المجهزة مجمع المتجه وبضرب 
عددى المعرفين فى مثال .م - ؟ (ج ) وبحاصل الضرب العددى المعرف فى مثال م - 4 (ج ) . 
وكا رأينا هذا الضرب العددى ينتج العنود 
2 8 .+ يبر + رمي > |[(مند ...و2 )|| 


(8) أوجستن - لويس كوشى ( ١800 - 1١0788‏ ) هو منشىء التحليل الحديث ولكنه 
قدم أيضاً تطويراً عميقاً فى قطاعات الرياضيات امختلفة وعمل كهندس عند نابليون ولحق 
بشارلس العاشر فى منفاه المبرى واستبعد من وظيفته فى كلية فرنسا خلال ستى الحكر الملكى 
لأنه لم يؤد قسم ولاء مام . وبالرغم من نشاطه الدينى والسيامى فقد وجد وقتا لكتابة هم 
بحشا فى الرياضيات . 

فكتور بينياكوفسكى ( ١8٠04‏ - وه( ) كأن أستاذا فى ( بيترز بورج ) أعطى تعميما 
لمتباينة كوثى للتكاملات فى عام ١889‏ . ول بَيتم كتاب الغرب لسهماته فى الرياضيات . وقد 
اكتشفها شفارتز مستقلة فما بعد . 

هير مان أماندوس شفارتز ( ١48١-1١84‏ ) كان طالبا وخلفا لقير شتر اسن فى برلين 
وله إسبامات كثيرة وخاصة فى تحليل العدد.المركب . 
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الأعداد الحقيقية ما,.... .د« ,:* تسمى بالأحداثيات الأول ء والثانى ء ... ء الأحداق 
الذى ترتيبه 2 ( أو المركبات ) للمتجه (م3 , .. . ,دك ,:ن) - كر 

وفى “2 » المدد الحقيق || * || بمكن أن تعتبر إما طولا للمقدار + أو المسافة من ب 
إلى الصفر . وأكثر عموماً تعتير || - || كسافة من :د إلى بز . وبهذا التفسير تؤوكد 
خاصية مه (11) أن المسافة من د إلى بر هى صفر إذا وإذا فقط برح ند وتؤكد خاصية 
مده (نفة) حيث 1 -» أن |م- بر - إن »| .والى تعنى أن المسافة من ب 
إلى الر تساوى المسافة من بر إلى © . ومتباينة المثلث تعنى أن 

ا« عاا+لاء - جز > اا-ءزا 
الى معناها أن المسافة من + إلى رز ليست أكبر من مجموع المسافة من + إلى 2 والمسافة من 
2 إلى م. 

م -4 تعريف . بفرض "2 ع بر وبفرض 0 حمر فان الفعة [7 > إلا - | : 87 © ب 
تسمى الكرة المفتوحة الى مركزها د ونصف قطرها م . الفئة (2 > |إلا - ع|: "8 © () 
تسمى الكرة المغلقة الى مركزها د ونصف قطرها م الفعة ‏ 1 برد عرا]: "8 ءنا 
تسمى الكرة الى مركزها * ونصف قطرها م . 

مفهوم الكرة أو تصورها يعتمد على العمود . وسيرى فى القّرينات أن بعض الكور 
ليست مستديرة بالكامل . 


ومن المناسب غالباً أن تكون لديئا علاقات بين الممود للمتجه فى "ج] ومقدار مركباته . 

م- ٠١‏ نظرية . إذا كانت (م,.... ,و ن») دير أى عنصر من "122 فان 
,ادا ٠.‏ ,اتا ,إلا صبى مك ك اع ك إندا 

البر هان جما أن ترجا ..جتيعد+*,م - »| فن الواضح أن ||| > || 


كرة مفتوحة مركزها ا كرة مغلقة مركزها ‏ 
(فكلم )١-‏ 
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لكل 2 ء وبالمثل إذا كانت [إمد| ,... .أد*ا ,أعد|) مده - مة فان “لهم ك ذاء| 
عاذت امل > |« , وهو المطلوب إثباته . 


المتباينة السابقة تؤكد فى صورة كية أنه إذا كان الممود للمقدار © صغيرا فإن أطوال 


م -(أ) إذا كانت 2 هو فراغ متجه وإذا كانت + ح 2 سل ا لبعض ع2 فى 17ا» 
فبين أن 0 - 2 . حينئذ يكون عنصر الصفر ى 7 يكون وحيداً . 
م -(ب) إذا كانت 0 ح بر + ب لبعض «ود فى 7 فبين أن # ساح 
م - (ج) بفرض (م,... ,2 ,1) - و لبعض لزع م فوضح أن فراغ المتجه *8 يكون 
ضرورياً مثل فراغ 8 
م - (د) إذا كانت :8 » ٠+‏ موجبين مضبوطين . فاثبت أن التعريف يؤدى إلى حاصل 
نولو ل رما ل رع > لوي ورلو) ١‏ زو ورعا) 


الفر ب المددى على 22 . اذكر الالة العامة على #9 . 


م -(هم) التعريف . 


ارك > (ولا ورلا) ١‏ (2* ورع) 


ليس حاصل ضر ب عددى على *2 . لماذا ؟ 
م - (و) إذا كانت “762 ...مو .ب») - + تعرف :|| بالمقدار 
ش اكداع.١ +٠ ٠‏ لمكا + .عا - اغا 
أثيت أن ااا جا عنود على 9 . 
م -زز) إذا كانت 20 » (م: ,... رو« ,,:*) - ع تحرف .||| بالمقدار 
(5د| ٠ ٠ ١‏ دلم*| ,لعل سه > ماعلا 
أثبت أن اه جدعر عنودى على 20 . 
م -(ح) ف الفئة *# ء صف الفعات . 
ا ا ال سك 
م -(ط)إذا كانت “#ع«,د الممود المعرف فى م - 4 (ج) تحقق خاصية 
متوازى الأضلا 
5|طزا+ ناز 2 - ةا - عاج زرح عدا 
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فاثبت هذا ووضح انه مكن تفسيرها بقولنا أن مجموع مربعات الأطوال الأربعة لأضلاع 
متوازى الأضلاع تساوى مجموع مربعى القطرين . 

ع دخ ق] انك أن السره الترف ىمري" ودحاكة اسه متف داق 
لا يحققان خاصية متوازى الأضلاع . 

+ - (ك) وضح أنه يوجد ثابتان موجبان ,© بحيث أن 
لاعلا 6 > اعلا ع ءاه لكل "#ءع 
أوجد أكبر ثابت © وأصغر ثابت 8 فى هذه الخاصية 

م -(ل) وضح أنه يوجد ثابتان موجبان 2 ,© بحيث إن 
ع«إ| ىك اءااهء لكل ”© 


أوجد أكبر ثابت © وأصغر ثابت 8 يحققان هذه الخاصية 


ااا ذ ك .م 


م -(م) إذا كانت بر ود تنتمى إلى 20 » هل يح أن 
زا لاعلا د ار٠عا‏ «ا«الاء| دار١عا‏ ؟ 


١ 
م -(ن) إذا كانت « ,ند تنتمى إلى "2 ء حينئذ هل صحيح أن العلاقة‎ 
ادا لاع > عع‎ 
تكون صحيحة إذا وإذا فقط كان بره ح # أو #رم حدبر حيث 0 <م ؟‎ 
م - (س) بفرض ب ود تنتمى إلى "8 » حينئذ هل صصحيح أن العلاقة‎ 
لس‎ 
تظل قائمة إذا وإذا فقط كانت يزه ح د أو يرم - بر حيث 0 <م ؟‎ 
م -رع) إذا كانت «ر ود تنتى إلى "82 » حينئذ‎ 
#إاو|| + #/اعدا) - *إإبر+ عدا‎ 
تكون صحيحة إذا وإذا فقط كانت 0-بر.»« وى هذه الحالة يقال إن د » بر عموديانه‎ 
. أو متعامداث‎ 
م -(ن)فئة جزئية كد من ”8 يقال إنها محدبة إذا كانت لكل برو تنتمى إلى كر‎ 
فإنه يوجد عدد حقيى +4 بحيث إن 1 > : > 0 فإن النقطة‎ 
)1- بو)ع عر ع + عر‎  ( 
تنتمى أيضاً إلى 8 . فسر هذا الشرط هندسيا ووضح أن الفئات الحزئية‎ 
ع اع|: * عع - ك1‎ 1(, 
و( > ع >2*:0 ع( 6)) يا‎ 


1ع ع ع وع 2:0 (ردة)) - كا 
315 


تكون محدبة لكن الفئة الحرئية 
1 داع عع 1 
ليست محدبة . 

8 -(ص) تقاطع أى مجموعة لفئات جزئية محدبة للفراغ "2 تكون عحدبة . و أتحاد فثتين 
جزئيتين محدبعين للمقدار “82 رما لا تكون محدبة . 

م -(ق) إذا كانت 84 أى فة فحيئتذ الدالة 8 ج24“ 4:34 تسمى متّرية على 214 
إذا كانت تحقق 

(ى 0<(« نك لكل برو #اى 24 

( 0-(ج )4 إذا وإذا فقط بر ح ير 

11 ,4020-20 لكل برو »#« اق 24 

(50) («)2+(2 ,4ك (2 :)4 لكل 2و برو <* قى 806 . 
وضح أنه إذا كانت ++ أى عمود على فراغ المتجه “ا وإذا عرفنا 4 يأنه 

<< ء|| >( ,)4 حيث ١637‏ ,< 
فإن 4 تكون مثرية على 7 . 

م -(ر) بفرض أن 4 مثرية على الفئة 14 فباستخدام تعريف 4 -م كنموذج » عرف 
الكرة المفتوحة الى مركزها 24ع* ونصف قطرها # . فسر القثتين وله » يم ىك ى 
تمرين (م -ح) ككرتين مفتوحتين فى 22 بالنسبة إلى مثر ين مختلفين. فسر (ثمرين م -2) 
كقولنا إن الكرة الى مركزها 0 بالنسبة إلى مثرى 4 ( مستنتج من العمود فى م-6(ب) 
يحتوى ومحتوى فى كور مركزها 0 بالنسبة إلى المترى .4 المستنتج من 4|])  )]|‏ »© 
اعمل نفس التفسير على كمرين (م-ل) . ونظرية م - .1١‏ 

م -(ش) بفرض 24 أى فئة ونفرض أن 4 معرفة على 24 ا 24 متطلبات أن 


دعر إذا ‏ 0 
82 - 42 
رود إذا ا( نا 


وضع أن 4 مترية على 24 بالمنى المعروف فى (ثمرين م - ق ) . إذا كانت عد أى نقطة 
فى 34 فحينئذ تكون الكرة المفتوحة بمركز ‏ ونصف قطر واحد ( بالنسبة إلى المرية ) 
محتوية بالضبط على نقطة واحدة . كيفا تكون الكرة المفتوحة الى مركزها * ونصف قطرها 2 
( بالنسبة إلى 4 ) محتوية على كل 44 . هذه المترية 4 أحياناً تسمى المارية المنفصلة على 
الفعة 234 . 
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مشروعات : 
م - » ف هذه اللطة سنظهر متباينات هاءة . 
(أ) بفرض أن م ء 8 عددان حقيقيان موجبان . أثبت أن 
522 + تم) ع طه 
وأن التساوى يكون إذا وإذا فقط كان 8 > © . [ إرشاد : اعتير 8(2--4) ] 
(ب) بفرض ,4 ء «© عددان حقيقيان موجبان . أثبت أن 
2إ(يه +يه) > يورول 
وأن التساوى يتحقق إذا وإذا فقط كان م© - .4ه 
(ج) بفرض ه ,. . . ,ده ره حيث “70-2 أعداداً حقيقية موجبة . فبين أن 
ومو ع هيه جيه) ع "زمه ١٠ديهره)‏ م( 
وأن التساوى يتحقق إذا وإذا فقط كان مهم -0١٠0٠>يه‏ 
(د) وضح أن المتباينة (») بين المتوسط المندسى والمتوسط الحساقني تكون صميحة حى 
عند.ا م لاتساوى ققوة للمقدار 2 (إرشاد : إذا كانت “2>يمر>2"2 نفرض 
بم - رط حيث 70 ,... ,1 - [ ونفرض 
زمه ٠ ٠ ١+‏ ديع + يه) حرط 
حيث "2,.... ,1+ يم - ز . الآن استخدام جزء ( ج ) للأعداد ‏ (مية ...بوط يرط 
(ه) بفرض -ه,...ريه بره » م ,... روط برط فثتين لأعداد حقيقية . أثبت متطابقة 
لإجرانج (*) 
دسح كر ند يزخ همق 
( إرشاد : ابدأ بعجربة الحالتين 2 - 2« » 3 > *) . 
( و ) استخدم جزء (ه) لثر كيب متباينة كوثى 


]ةا هما 


(ه) جوزيف - لويس لاجرانج (175 -181) ولد فى ( ورين ) حيث أصبح 
أستاذاً وعمره تسع عشرة سنة وذهب بعد ذلك إلى برلين لمدة عشرين عاماً كخلف لأيلر وبعد 
ذلك إلى باريس » وهو معروف بعمله فى تفاضل وتكامل المتغير ات وأيضاً الميكانيكا التحليلية . 


7 


وضح أن التساوى يكون صحعيحاً إذا وإذا فقط كانت الفثتان المرتبتات (.ه 3000 
(ء ...روط بىر8) متناسبتين . 

( ز ) استخدم جزء (ف) لتركيب متباينة المثلث 
دي انار الم 

م . 8 هذا المشروع أفرض أن(ءه ... . ,4 ب,4»! وما إلى آخره فئات أعداد حقيقية موجبة 
عددها 2 . 

(أ) من الممكن البرهنة ( مثسال ذلك باستخدام نظرية القيمة المتوسطة ) على أنه إذا كانت 
ه2٠65‏ موجبين وأيضاً 1[ > هس >0 فإن 

ط(ه-1)+ مه ع ١5م‏ 
وأن التساوى يكون صحيحاً إذا وإذا فقط كان 8 ح © . بفرض هذا » وبفرض 1 < م 
وأن ى تحقق 
1 


1[عشدك 
5 م 


(أى إن 1<و . مم-و+م )أثبت أنه إذا كانت 8 و 4 موجبين فإن 


لقركدوم 
5 7 
وأثبت أيضاً أن المتطابقة تكون صحيحة إذا وإذا فقط كان “8 -'لم 

(ب) بفرض- [.©,...,,©1 6 [.0,....,8) أعداداً حقيقية موجبة وبفرض 
5<[1و م 1-(1/5)+/1) أثبت متباينة هولدر (م) 

دا الا د 

( ارشاد : إفرض أن ''(00 ,15 ع مء "لز 8-15 واستخدم جزء (أ) على هليه ٠‏ 
8 0م62 

( ج) باستخدام متباينة هولدر كون متبايئة مينكوسكى (هه) 


(») أتوهولدر ( ١907-1869‏ ) درس فى جيتنجن وتعلم فى لييزج وعمل بكلا الجير 
والتحليل . 

(4). هير مان مينوسكى ( 1854 - ١9.4‏ ) كان أستاذاً فى كنجزبرج و جيتنجن 
ومن أحسن أعماله الفئات المحدبة وهندسة الأعداد . 


ف 


0١‏ ذم + "إبه إذم > “[(+يه) ا 


إرشد 


: "(طجم)ط+ “(ط + م)ه - "(طجم)زم +») - (ؤجع) 
( د ) باستخدام متبايئنة هولدر » أنيت أن 


"به 2 0/00 > به اسوك 
(ه) إذا كانت يه كيه ويطك رط فإن 20 (يط-يق)ليه-يه) ومن ثم 


رطيه ++ وطيه ع يطيه + رطره 


أثبت أنه إذا كانت مه > ٠:٠١‏ ديه كد رهؤ,( ك ٠٠١‏ كد يط > رذفإن 


3 01 0 < رطبه 5 
(و) بفرض أن 
مه ك ٠:٠١‏ ك42 كت ره ك0 ع 1خ ؛ م٠ :١:>‏ :تبط كدرة ك0 


1< م كون معباينة شيبيشيف (ه) 
60 له > “زب 2 سيم" زه مم 


أثبت أن هذه المتباينة تعكس إذا كانت ره متزايدة ٠»‏ [رة) متناقصة , 
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البساب التاسع ‏ الفئات المفلقة والمفتوحة : 


كثير من الحواص العميقة للتحليل الحقيى تعتمد على مدلولات توبولوجية معينة . وف الأبواب 
القليلة القادمة سنقدم التصورات الأساسية و نستنتج مها بعضاً من أهم اللواص التوبولوجية 
الحاسمة الفراغ ”82 . وهذه النتائج ستستعمل بكثرة فى الفصول القادمة . 
١-4‏ تعريض . الفئة © فى ”2 يقال إنها مفتوحة فى "8 ( أو مجرد مفتوحة ) إذا 
كان ء لكل نقطة د ى © يوجد عدد حقيق0 < ”7 محيث إن كل نقطة بز فى ”12 وتحقق. 
'>الا-ع| تسمي أيضاً إلى الفئة © ( انظر شكل ١-9‏ ). 


باستخدام تعريف م - 4 مكئنا إعادة صياغة هذا التعريف بقولنا إن الفئة © 


() بافنوق شيبيشيف ( ١8ه١‏ - ١94‏ ) كان أستاذاً فى بيتر برج وساهم كثيرا 
فى الرياضيات ولكن أهم عمل له كان فى نظرية العدد » الاحيّالات ونظرية التقريب . 


ا 


نكون مفتوحة إذا كانت كل نقطة فى © هى مركز لكرة ما مفتوحة تكون بأكلها محتوية 
00 
- 8 أمثلة . (أ) الفئة الشاملة ”2 تكون مفتوحة لأنه يمكننا أخذ 1 > م لأى عد. 


(ب) الفئة (1>عر>0: 8ع ع - 0 تكون مفتوحة فى :© - جر . الفئة 
(1>-:ع-8:0ع8-12 ليست مفتوحة فى 12 . (لاذا ؟ ) 


( شكل 4 - ١‏ ) فئة مفتوحة 


(ج) الفعات ؛ (1 > “تعر :82 ع زر ,)) - 20 (1 > برج ةير > 0:(ر ,)11 
مفتوحة لكن الفئة (1 > 2+ 2 : (رر ,)) - 1 ليست منتوحة فى 22 ( لاذا ؟ ) . 

( د ) الفئة (0 ح ب ,1 > » > 22:0 ع( ,)) - 0 ليست مفتوحة فى 87 ( قارن 
هذا مع (ب) ) . الفعة (1 > بر> 282:0 ©( ,*)) - 81 مفتوحة لكن الفئة (لا ,)) - كر 
(1 >( > 22:0 ء ليست مفتوحة فى 22 . 

(ه) الفعة (0< :2 ع (2 ,لا ,*)) - © مفتوحة فى 23 مثل الفئة 
(2<0 ,0<و ,0<ع :80 ء (ج ,رو ,)- هومن ناحية أخرى الفئة 
(2 - ب ع :80 ع( ,ىر ,<)) م ليست مفتوحة . 

(و) ألفئة الخالية © مفتوحة فى ”88 لأنما لاتحتوى نقطا بالمرة ولذلك تتحقق المتطلبات 
فى تعريف 4 - ١‏ ببساطة ., 

(ز)إذا كانت 8 كرة مفتوحة مركزها 2 ونصف قطرها 0 < 4م وإذا كانت 
8 * حينئذ الكرة الى مركزها د ونصف قطرها ||- 2||- 4 تكون محتوية ى 8. أى 
أن 8 تكون مفتوحة فى ”8 . 
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الآن سنقرر الخواص الأساسية الفئات المفتوحة فى ”2 » وف مناهج التوبولوجى تتلخص 
هذه النتيجة القادمة بقولنا أن الفئات المفتوحة كا عرفت فى تعريف 4 - ١‏ تكون توبولوجيا 
لأجل *ه . 


4 - م خواص الفئة المفتوحة . ( 1 ) كل من الفئة الحالية 3) والفراغ الشامل "8 تكون 
مفتوحة فى "18 . 

(ب) تقاطع أى فئتين مفتوحتين هو فثة مفتوحة فى "8 . 

(ج ) اتحاد أى مجموعة من الفئات المفتوحة هو فئة مفتوحة فى 500 . 


البرهان . قد علقنا من قبل على الصفة المفتوحة للفئات © ٠‏ “22 لإثبات (ب) نفرض 
أن © و ,© مفتوحتان ونفرضص أن 6,002 -2© ولنوضح أن و© مفتوحة 
نفرض أن © >ع*. بما أن © تنتمى إلى الفئة المفعوحة ,© فيوجد 0 < .م بحيث إنه 
إذا كانت ,م >إاج -ء| فإن ,6ج 2 بلمثل يوجد 0> دم محيث إنه إذا كانت 
وم > اه - ء| فإن © ١6‏ . باختيار وم يحيث تكون أفل من #720 »© 71 . نستلتح 
أنه اذا كان "2 ع لز محيث إن 2 >> |إذا- | حيتذ تنتمى بر الى كلا من ,© 2 2 © 
إذن هذه العناصر مثل بز تنتمى إلى © 6,6 - و0 مما يثبت أن ج0 مفتوحة فى 87 . 

لبرهنة (ج ) نفرض أن (... ,م0 ,10 هى مجموعة من فئات مفتوحة ونفرض أن © 
هو اتحادها . ولتوضيح أن © مفتوحة نفرض © © . ومن تعريف الاتحاد يثر تب على 
ذلك أنه لفئة ما ولتكن ,6 مثلا يوجد لدينا ,© > عر . وحيث أن © مفتوحة فيوجد كرة 
مر كزها ‏ وتقع بأكلهانى © . وبما أن © ,© تكون هذه الكرة محتوية بأكلها فى © 
مما يغبت أن © مفتوحة فى "© , وهو المطلوب إثياته 


بالاستنتاج ينتج من خاصية (ب) المذكورة فى أعلى أن تقاطع أى مجموعة محدودة من الفئات 
المفتوحة هى أيضاً فئة مفتوحة فى ”88 . ويمكن ملاحظة أن هذا التقاطع لمجموعة غير محددة لفئات 
مفتوحة رما لا تكون فثة مفعوحة . 
من المثال : 
العم ا 0ك )29.1 


نجد أن تقاطم الفئات ,© هو الفئة (1 > + > 2:0 © ع« ح / وهى ليست مفتوحة . 


الففات المغلقة : 


الآن سنقدم تصوراً هاءا للفئة المغلقة فى ”18 . 


4-4 تعريف . الفئة م فى ”8 يقال إنها منلقة فى ”2 ( أو مجرد منلقة ) فى 
حالة كون: قيمها 220١1‏ - (10) © مفتوحة فى ”2# . 

- ه أبثلة . (أ) الفعة الشاملة ”8 مغلقة فى 825 حيث متممتها هى الفئة الحالية وهى 
فئة مفتوحة فى ”8 كا رأيناها فى و - ؟ (و). 

(ب) الفئة الخالية © مغلقة فى ”© حيث قيمها فى ”82 هو كل ”22 وهى فئة مفتوحة 
فى "2 كا بينافى ه- , (1) . 

(ج ) الفئة (1 > > 2:0 ع ع) -س مغلقة فى جم . وإحدى الطرق لرؤية ذلك 
هو أن متممة جم فى #8 هو اتحاد الفثتين (1 < ي : 12 © عن [0 > : ع والى كل 
مهما مفتوحة . بالمثل الفئة (* > 0: 228 © «] مغلقة . 

( د) الفعة(1 > 2ب + : 8 ء (نز ,)) - 1 مغلقة لأن متممتها فى 12 هى الفئة 
عع 1 (1< ترجتع : ةلك زر ,2)) 
وهى فئة مفتوحة . 

( ه) الفئة (0 < غ :2 ء (2 ,لز ,)) - 1ز مغلقة فى 20 ٠‏ وأيضاً الفئة 

(2 - ررد ع :قلع( ,راع م ل 

(و) الكرة المغلقة 8. الى مركزها +« فى “2 ونصف قطرها 0 < م فئة مغلقة 
الفراغ "2 . لأنه إذا كانت 8 مج فإن الكرة المفتوحة الى مركزها 2 و نصف قطرها 
+-|» - | تكون محتوية فى (6)8© ولذلك تكون (4©6)8 مفتوحة ء» 8 مغلقة 
2.8 


وبالحديث العادى عند الاستعال على الأبواب والنوافذ والعقول فالكلمات مفتوح ومغلق 
يكون معناها عكس ماسبق . كيفا كان فعند استماطا للفعات الجزئية من © فعنى هذه الكلمة 
ليس العكس . فثلا لاحظنا أعلاه أن الفتتين "8 و ١‏ مفتوحتان أو مغلقتان فى ”8 ( من 
امحتمل أن يشعر القارىء بالراحة ليعرف أنه لا يوجد فئات جزئية أخرى للمقدار "8 الى لا 
كلا الخاصيتين السابقتين ) . وبالإضافة إلى ذلك فإنه يوجد فئات جزئية كثيرة للمقدار 1 
وال ليست مفتوحة وليست مغلقة . وف الحقيقة معظم الفئات الجزئية للفراغ 8 ها صفة 
التعادل . و كثال بسيط سنقتبس الفئة 
(1 > ع 1:0 عع د م 9.2( 
هذه الفئة 4 تفشل فى أن تكون مفتوحة فى 2 حيث إنها تحتوى على النقطة 0 و بالمثل تفشل 
فى أن تكون مغلقة فى # لأن متممتها فى 8# هى الفئة (1 < +« ءه 0> + : 8 © *) وال ليست 
«فتوحة لأنها تحتوى النقطة ١‏ . والقارىء يحب أن يركب أمثلة أخرى من الفئات بحيث تكون 
ليست مفتوحة و ليست مغلقة فى 8 . 
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الآن سنقرر االخواص الأساسية الفئات المغلقة وبرهان هذه الئتيجة تنتج مباشرة من نظرية 
و- م باستخدام قوانين دى مر جان ( نظرية ١‏ - م وأمرين .)24-١‏ 

و-4 خواض الفئات المفلقة . (أ) كل من الفئة الخالية © والفراغ الشامل "1 
منلقة فى "8 . 

(ب) اتحاد أى فثتين مخلقتين فئة مغلقة فى 20 . 

(ج) تقاطع أى مجموعة من فئات مغلقة هو فثة مغلقة فى "8 , 


متاخمات ( الجيرة أو الجوار ) : 


سنقدم الآن بعضاً من المدلولات التبولوجية الإضافية والى ستكون مفيدة وتسمح لنا 
بوصف الفئات المفتوحة والفئات المغلقة بواسطة مدلولات أخرى . 


4 - ب تعريف . (أ) إذا كانت ”82 © * فإن أى فثة تحتوى على فئة مفتوحة تحوى 
د تسمى متاحمة أو جوار للعنصصر . 

(ب) نقطة ”12 © تسمى نقطة داخلية لفئة ”2 جح 4 فى حالة وجود جوار العنصر ؟*د 
والى تكون محتوية كلية فى 4 . 

(ج ) نقطة "18 ع6 تسمى نقطة حدودية لفئة ”2 ح 4 فى حالة كون كل جوار 
أو جيرة للعنصر “د تحتوى نقطة ىق 4 ونقطة ىق (م)» 

(د) نقطة ”8 © تسمى بنقطة خارجية لفئة “82 ب 4 فى حالة وجود جوار 
للمقدار © الذى يكون بأكله محتوياً فى (لم)6© 

ومن الملاحظ أنه إذا كان "رع بر » ”# ب 4 فإنه يوجد ثلاث إمكانيات «نفردة متبادلة 
0 عد نقطة داخلة للفعة 4» (11) + نقطة حدودية للفئة 4 » أو (1أ1) * نقطة خارجة 
للفئة 4 . 

و -م أمثلة . (أ) فئة / تكون جيرة لنقطة د إذا وإذا فقط كان يوجد كرة مركزها 
محتوية بأكلها فى 0 . 

(ب) نقطة بد تكون نقلة داخلة للفعة 4 إذأ وإذا فقط كان يوجد كرة مركزها # 
حتوية بأكلها فى 4 . 

(ج ) نقطة د تكون نقطة حدودية للفعة 4 إذا وإذا فقط كان يوجد لكل عدد طبيعى 
نقط ماع .ومء» (6)4 ء ,5 محيث إن : 1 

1# > ]امه سه 1/8 >ااءة عا 


دج كل نقطة فى الفترة 2 تج (1 ,0) هى نقطة داخلة ٠‏ النقطتان 1 » 0 هما نقطتان 
حدوديتان للفترة (0»1) . 


(ه) بفرض © -[0,1]- 4 حيئئذ النقط الداخلة الفئة 4 هى النقط فى الفترة 
المفتوحة (061) » النقطتان 1 ,0 هما النقطتان الحدوديتان للفئة 4 . 


(و) النقط الحدودية الكور المفتوحة والمغلقة الى مركزها "2 جد ونصف قطرها 
0 < م ه النقط فى الكورة الى مركزها »د ونصف قطرها 7#. ( انظر تعريف م - و) 


الآن سنميز الفئات المفتوحة بدلالة متاحمات ونقط داخلة . 


4-4 نظرية . إذا كانت “2 ح 8 فإن النصوص الآتية تكون متكافئة : 

(أ) 8 تكون مفتوحة . 

(ب) كل نقطة من 8 تكون نقطة داخلة من 8 . 

(ج) 8 تكون جيرة لكل من نقطها . 

البرهان . إذا كانت (1أ) صحيحة وكانت 8 عن » فحينئذ تكون الفثة المفتوحة 8 
جيرة للعنصر « و لذلك تكون * نقطة داخلة للمقدار 8 . 

من السبل إثبات أن (ب) تعنى (ج ) 


إذا كانت (ج ) صحيحة فإنه لكل 8 +« يوجد فئة مفتوحة 8 ح ,0 حيث ,6 © 
إذنذ (68+:.16ل) -8 وينتج من نظرية 8-9 ( ج) أن 8 تكون مفتوحة 
فى "2 2 

وينتج مما أوضحنا أن الفئة المفتوحة لاتحتوى على أى نقطة من نقطها الحدودية حيث الفعات 
المغلقة تكون الطرف الآخر فى هذا الصدد . 


٠١ -4‏ نظرية . فية ”67 2 تكون مغلقة إذا وإذا فقط كانت تحتوى جميع نقطها 
الحدودية . 


البرهان .. نفرض أن 4 مغلقة وأن + هى نقطة حدودية للفعة د . إذا كانت 
»د ء فإن الفئة اتفتوحة (5)© تحتوى د ولا تحتوى أى نقطة من / حلاف الفرض الذى 
يقول أن * هى نقطة حدودية للمقدار # إذن يحب أن يكون كر عر . 
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وبالنكس » نفرض أن / تحتوى جميع نقطها الحدودية . إذا كانت *1 ©( فحينئة 
بز ليست نقطة من م وليست نقطة حدودية من 45 . إذن فهى نقطة خارجة . ومن ثم توجد 
جيرة 44 للمقدار بر محتوية بأكلها فى (7)© . ما أن هذا صميمح لكل 2 2ن فنستدل 
أن (6)1© مفتوحة حيث له مغلقة فى 2 . 
فئقات مفتوحة فى 8 : 

سنختم هذا ألباب بتمييز الصورة لفئة جزئية مفتوحة أختيارية للفراغ 1 . 

١١-8‏ نظرية . فئة جزئية للفراغ © تكون مفتوحة إذا وإذآ فقط كانت اتحاد مجموعة 
عددية لفترات مفتوحة . 

البر هان . ما أن الفترة المفتوحة هى مفتوحة ( لماذا ؟ ) فينتج من و - م (ج ) أن الاتحاد 
لأى اتحاد معدود لفتر ات مفتوحة يكون مفتوحاً . 

وبالمكس إذا فرضنا 0740 فئة مفتوحة ى 22 ونفرض ‏ [(/6©1 40:72 | اهى 
تعداد لكل النقط القياسية فى © . لكل 18ج م نفرض ١‏ هو أقل عدد طبيعى بحيث 
إن الفترة (1/0-0 + ,1/7 -.) ,7 تكون محتوية كلية فى 6 . ومن ذلك 
ينتج أن : 

6 >2 نا 


كاعم 
والآن نفرض أن * نقطة اختيارية فى © ونفرص لارح يبر حيث أن : 

© > (2/01 + ع مم2 -دع) 
ومن ذلك ينتج من نظرية ٠١-5‏ أنه يوجد عدد قياسى بر فى (:م/1 + + ,/1-ع) 
وحيث © ع بر وكذلك ,رم ح بر لعدد ما طبيعى 7 . وإذا كانت * لا تنتمى إلى 

(مدم/1 مر برثم/1 حى) عترل 
فحينئذ يحب أن يكون 1/76 > .1/1 ولكن ما أنه قد تبين حالا أن 

مع ركه 2-م) عط ل-م) 
فنا 71 نما 71 

فهذا مخالف الاختيار للمقدار .11 لذلك عندنا «ل * هذه القيمة إلى 7 . وحيث © عر 
اختيارية فنستدل على أن 


لا ع 0 


لدنتها 
لذلك تكون © مساوية خذا الاتحاد . 
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ومن ذلك لا ينتج من النظرية ١١-9‏ أن فئة جزئية للفراغ 8 مغلقة إذا وإذا فقط كانه 
القاطع مجموعة معدودة لفترات مغلقة (لماذا ؟ ) . ومن ذلك لاينتج أن الاتحاد المحسوب لفترات 
مغلقة يحب أن يكون مغلقاً . وكل فئة مغلقة ليست الا هذه الخاصية . 

تعمي هذه النتيجة سيعطى فى تمرين ( 4 -ز  )‏ 
تمرينات : 

و -(أ)برر الإثبات الذى قدم عن الفثتين ل و © فى مثال و- م (ب). 

ه -(ب) برر الإثبات الأى قدم فى مثال و - ؟ (ج ) . 

9 -(ج) أثبت أن تقاطع أى مجموعة محدودةلفئات مفتوحة تكون مفتوحة فى"2 ( إرشاد : 
استخدم و - ع (ب) والاستنتاج ) . 

4 -(د) ما هى النقط الداخلة والحدودية والخارجة فى 38 للفئة (1ه) ثم استنتج أنها 
ليست مفتوحة ولا مغلقة . 

ه - (ده) اعط مثالا فى 87 بحيث يكون ليس مفتوحاً و لامغلقاً . ثم أثبت صعة هذا المثان. 

9 - (و)اكتب بالتفصيل برهان نظرية 5-2 , 

4 - (ز ) وضح أن فئة جزئية للمقدار "85 تكون مفتوحة إذا وإذا فقط كان الاتحاد 
مجموعة مسوبة لكرات «فتوحة ( إرشاد : فثة كل النقط فى "© والبى كل إحداثياتها أعداد 
قياسية هى معدودة ) . 

4 - (ح) كل فئة جزئية مفتوحة من 82 هى أتحاد لمجموعة محسوبة لفئات مغلقة . 

4 - (ط) كل فئة جزئية مغلقة ٠ن‏ ”82 هى التقاطع مجموعة معدودة لفئات مفتوحة . 

- ك) إذا كانت 4 أى فئة جزئية من ٠ج‏ وبفرضص "حر ترمز إلى الاتحاد لكل 
الفئات المفتوحة المحتوية ى 4 فإن الفئة “م تسمى داخل الفئة الحزئية 4 . لاحظ أن "لم 
هى فئة مفتؤحة . وضح أنها أكبر فئة مفتوحة حتوية ى 4 . أثبت أن - 
"م -00م) بمشععمه 
جر -"(0ه) 0 .,“8مكهم ح"(همهم) 
اعط مثالا لتوضيح أن “8 لا"هم -'(8ناك) رما لا تكون صحيحة . 

- (ك) أثبت أن نقطة تنتمئ إلى "4 إذا وإذا فقط إذا كانت نقطة داخلة للفئة 4 . 

ه- (ل)إدا كانت 4 أى فئة جزئية من 87 وبفرض أن ”4 تشير إلى تقاطم كل 
الفئات المغلقة الى تحتوى على 4 » الفئة -4 تسمى الأقفال للفئة الحزئية 4 . ونلاحمظ 
أن -4 فئة مغلقة . أثبت أنها أصغر فئة مغلقة تحتوى على 4 . 
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أثبت أن : 
مد ددهم) تم ع4 
6-86 222.-8لاله - (ق8لام) 
اعط مثالا لتوضح أن 4-687 - (4208) رما لا تكون صحيحة . 
- (م) أثبت أن نقطة تنتمى إلى -4 إذا وإذا فقط كانت إما نقطة داخلة أو نقطة 
حدودية المقدار 4 . 
و - (ن) اعط الا لفئة 4 فى *# بحيث أن م "م .80 -- م هل يمكن هذه 
الفغة مثل 4, أن تكون عددية . 
و - (س) بفرض 4 ء 8 فثتين جزئيتين للمقدار 8 فان حاصل الضر ب الكارتيزى 
8 »ا 4 يكون مفتوحاً فى 102 إذا وإذا فقط كانت 4 » 8 مفتوحتين فى 8# . 
0 - (ع) بفرض 4 ٠»‏ 8 فثتين جزئيتين للمقدار 8 . حاصل الضرب الكارتيزى 
8 *ا ير يكون مغلقا فى *8 إذا وإذا فقط كانت 4 ء 8 منلتنين فى © . 
و- (ف) فسر الفكرة المقدمة فى. هذا الباب عن دالة كانتور م للتعريف 4-80 . 
وخاصة : 1 
(أ) وضح أن م مغلقة فى ©ر . 
(ب) لا توجد نقط داخلة فى 7 . 
(ج) لا يوجد فئات مفتوحة غير خالية محتوية فى 8 . 
( د) كل نقطة من جر هى نقطة حدودية . 
(ه) الفئة # لا بمكن التعبير عنها كاتحاد لمجموعة محسوبة لفترات مغلقة . 
(و) متمم الفئة 7 لا يمنكن التعبير عنها كاتحاد مجموعة محسوبة لفتر ات مفتوحة . 


الباب العاشر ‏ نظريات الخلايا المتشابكة ( الوكرية ) وبولزانو فيرشتراس : 


فى هذا الباب سنقدم نتيجتين هامتين جدا والى سوف تستعمل غالباً فى الأبواب القادمة ,معنى 
أنه بمكن اعتبارها كخاصية متممة للمقدار "12 حيث 1 < م . 
سنستميد من باب سبعة أنه إذا كانت ( > »© فإن الخلية المفتوحة ى 82 والى يرمز 
إليها بالرمز (5 ,) هى ألفئة المعرفة بالمقدار . 
إ( > بر >ه: 2ع 2ه - (ؤيه) 
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وقد لوحظ حالا أن مثل هذه الفئة تكون مفتوحة فى 2 . بالمثل الخلية المغلقة [8 ,4] فى 
بج هى الفئة 
(9 > ع > ه: 8ع ع - [ز به 


وال هى فئة مغلقة فى 2 . حاصل الضرب الكارتيزى لفترئين يسمى عادة مستطيلا وحاصل 
لغرب الكارتيزى لثلاث فترات يسمى غالبا متوازى السطوح . وللتبسيط سنستعمل العبارة 
« خلية » بغض النظر عن بعد الفراغ . 

١ - ٠‏ تعريف . خلية مفتوحة / فى 20 هى حاصل الضرب الكارتيزى الخلايا 
مفتوحة عددها م لأعداد حقيقية . وحينئذ 4# تأخذ الصورة 
> كيه : ”22 © (م ,... ن») > ب) - 71 عند (1,2,...,8 12 
بالمثل الحلية المغلقة # فى "82 هى حاصل الضرب الكارتيزى لخلايا مغلقة عددها م لأعداد 
حقيقية . وحينئذ 4 تأخذ الصورة 
5ك ند ك به : 80 6 (م ,ى. . . ر) ع ع) - 1 عند [2,:0002 ,21خ 
تكون الفئة الحزئية من ؟8 نكون محدودة إذا كانت محتوية فى خلية ما . 

وكتمرين بين أن خلية مفتوحة فى ”2 تكون فئة مفتوحة وأن خلية مغلقة هى فئة 
مفلقة . وأيضاً ألفئة الحزئية من "22 محدودة إذا وإذا فتقط كانت هذه الفئة المزئية محتوية فى 
كرة ما . ويلاحظ أن هذا المصطلح الفنى للفثات امحدودة متفق معالمقدمة فى باب + فى حالة 1 - م, 

وسيتذ كر القارىء من باب 7 أن خاصية العلو لنظام العدد الحقيق تدل على أن كل متتابعة 
متداخلة لملايا مغلقة غير خالية فى 32 طا نقطة مشتركة . 

و الآن سنبر هن أن هذه الخاصية تتحقق فى حالة الفراغ 0 

10 نظرية الخلايا المتداخلة . بفرضس (12) متتابعة لخلايا مغلقة غير خالية فى‎ 5-٠٠ 
فحينئذ توجد نقطة فى "8 بحيث تنتمى‎ . 1, 2122-02 8, 2.0.١ ومتداخلة معنى أن‎ 
. لحميم الكلايا‎ 

البرهان . نفرض أن ,12 هى الكلية . 

(ماظ ك من ك بيه ٠.‏ رنيظ ك بن ك بيه : (م3 ٠.‏ 1)! يآ 
من السبل أن نرى أن الخلايا لاع ا ,[)»ط ,ده] تكون متتابعة متداخلة لخلايا مغلقة غير 
خالية لأعداد حقيقية فإذن يوجد بواسطة إتمام مجموعة العدد الحقيى 7 عدد حقيى وثز ينتمى 
إلى جميع هذه الحلايا . وباستخدام هذه النتيجة لكل إحداثى صادى فإننا نحصل على النقطة 
كم 


)لا ...0 ,90) > 8١‏ للفراغ 9 بحيث إنه إذا كانت ثر تحقق ‏ ,1,2,...,8 >[ فإن 
«ر تنتمى لكل الخلايا (لاء ‏ :[ببط ,مه]1 وإذن النقطة بر تنتمى إلى جميع الللايا (180) . 
وهو المطلوب إثباته 


نقطة العنقود أو السباطة ونظرية بوئزانو ‏ فيرستراس : 


) م . تكون نقطة "2 8*6 تكون نقطة سباطة (أو نقطة تجمع كمنقود‎ - ٠ 
لفعة جزئية “8# ح كر فى حالة كون كل متاخمة للمقدار * تحتوى على الأقل نقطة واحدة‎ 
. #* الفئة 4 خلاف‎ 

سوف نعتير بعض أمثلة . 

-٠٠‏ 4 أمثلة . (1) نقطة ”646 * تكون نقطة تجميع للفئة 4 إذا وإذا فقط كان 
يوجد لكل عدد طبيعى # عنصر 4ع به محيث إن «/1 > |إه - :| > 0 

(ب) إذا كانت نقطة حدودية لفئة لا تنتمى إلى الفئة فإنها ت.كون نقطة تجميع للفئة . 

رج كل نقطة لوحدة الفترات 1 فى 4 تكون نقطة تجميع الفارة 1. 

(د) بفرض (0,1) - 4 فإن كل نقطة فى الفتّرة 4 هى نقطة داخلة ونقطة تجمع 
الفترة 4 . النقطتان 061 نقطتا تجميع ( لكن ليست نقطتين داخليتين ) للفترة 4 . 

)مه بفرض 8-1660 هى فئة جميم الأعداد القياسية فى وحدة الفترات فإن كل 
نقطة فى 7 هى نقطة تجميع للفترة 8 فى 42 ولكن لا توجد نقط داخلة للفترة 8 . 

( و ) فئة جزئية محدودة للفراغ ”82 ليس ها نقط تجميع (لماذا ؟) . 

( ز) الفثة اللانهائية لأعداد سحيحة 22 - 2 ليس لا نقط تجميع (لماذا ؟ ) . 


٠٠‏ - ه نظرية . فئة 2 ج15 تكون مغلقة إذا وإذا فقط كانت تحتوى على 
كل نقطها التجميعية . 

البرهان . نفرض أن 7 مغلقة » « نقطة تجميع للفعة 5 . إذا كانت 6م فإن 
الفئة المفتوحة (6)4© تكون جوارا للمقدار د ويحب أن تحتوى على الأقل نقطة واحدة 
الفئة ‏ . لكن هذا مستحيل و لذلك نستنتج أن عع« . 

وبالمكس إذا كانت م تحتوى جميع نقطها التجميعية فمنوضح أن (6)2© 
مفتوحة . لأنه إذا كانت ()6© (١>‏ فإن بر ليست نقطة تجميع للفئة 4 . ولذلك يوجد 
جوار ,97 للمقدار بر بحيث إن 8-,/1مي . وإذن (31/,2©6)85 . وما أن هذا 
ريح لكل (5) 6 © لا فنستنتج أن (6)4 تكون مفتوحة وى “2 . وهو المطلوب إثياته 


ددن 


النتيجة الآثية من أهم النتائج ذات الأهمية فى هذا الكتاب وأهميتها أساسية وسوت تستخدم 
كثيرا . ويحب ملاحظة أن الاستنتاج ربما يفشلى إذا لم يتحقق أى من الفروض . [ انظر مثالى 
4-٠‏ (وءز[)]. 


3+ نظرية بولزانو - فيرشتواس»#. كل فثة جزئية لا نبائية محدودة الفراغ‎ 5-٠ 
. لما نقطة تجميع‎ 

البرهان . إذا كانت 8 فئة محدودة لما عدد لا نهان من الناصر ونفرض' أن 21 
خلية مغلقة تحتوى 8 . نقسم ,7 إلى ”2 خلايا مغلقة بتنصيف كلا من جانبيها . وبما أن ,1 
تحتوى على نقط كثيرة لامائية من 8 . فجزه واحد على الأقل من هذا التقسيم الفرعى سيحتوى 
أيضاً على نقط كثيرة لا نبائية من الفئة 8 . (لأنه إذا كان كل من ال 7 جزء يحتوى فقط 
عددا محددا من نقط للفئة 8م » فحينئذ يحب أن تكون 8 فئة محدودة بمكس الفرض) . 
نفرض أن" واحد من هذه الأجزاء للتقسيم الفرعى للفئة ,7 والذى يحتوى عناضر كثير.ة 
الفئة 8 عددها لانمائى . الآن نقسم 42 إلى ”2 من اللايا المغلقة بتنصيف ضلعيها الحانبيين . 
مرة أخرى يحب أن تحتوى إحدى هذه الخلايا الحزئية على عدد لا نمال من نقط الفئة 8 
وإلا أمكن للخلية الجزئية د/ أن تحتوى فقط على عدد محدود مما يخالف تركيها . فإذا فرضنا 
أن و هى خلية جزئية من و7 الى تحتوى نقطا كثيرة عددها لانبائى من 8 فإنه باستمرار 
هده العملية فإننا نحصل على متتابعة متداخلة (:1) الخلايا مغلقة غير خالية من”70 وحسب 
نظرية الخلايا المتداخلة فانه توجد نقطة نر تنتمى لجميع الخلايا ....,2 ,6-1 .10 والآن 
سنوضح أن بر هى نقطة تجميع من 8 وهذا سيدخل برهان الفرض . 


أولا : نلاحظ أنه إذا كانت [مط بيه] ارط رره] - ,1 حيث > عه وإذا 
كانت (يه حرط , . . . ريه - بط صناة > (1)12 فإن0< (,1)] هو طول أطول أضلاع 21 
وطبقا للتركيب أعلاه للمتابعة (50) يكون لدينا 


(* ) برنارد بولتزانو )١848-178١(‏ كان أستاذا لفلسفة الدين فى براغ ولكن 
كان له أفكار عميقة عن الرياضيات . وكان مثل كوفشى - رائدا فى إدخال مستوى عال من 
الصر امة فى التحليل الريامى . وظهر مؤؤلفه عن التناقضات الظاهرية الى قد تكن فيها الحقيقة 
عن اللانهاية بعد وفاته . 

كارل فيرشتراس ( 181- ١4930‏ ) كان أستاذا فى برلين لعدة سنوات وله تأثير 
ميق فى تطوير التحليل الرياضى . وكان يصر دائما على البرهان الصحيح القوى . وتوصل إلى 
مقدمة فى نظام السدد الحقيى ولكنه لم ينشرها . وله إسبامات هامة على نظام العدد الحقيق وله فى 
التحليل الحقيى و التحليل المركب والمعادلات التفاضلية والتفاضل والتكامل للمتغير ات . 
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1 


)1 حد- )1 >0 


حيث لازح ع . نفرض أن “3 هى أى جوار للنقطة المشتركة بر ونفرض أن كل النقط 
ج فى "8# حيث +>||ء - <ا|| تنتمى إلى [ الآن نختار / كبيرة جدا محيث إنلا ك1 
ومثل هذا الاختيار ممكن لأنه إذا كانت 7 أى نقطة أخرى من .1 فحينئذ ينتج من نظرية 
م-١٠(‏ أن 


5 : 
.150 جع - (1)1 ول > اس را 


)١-1١ فشكل‎ ( 


وحسب كمرين ٠8-5‏ ء ينتج أنه إذا كانت / كبيرة كبرا كافيا فإن 
وله 
٠.‏ >(1)1 2 
ولمثل هذه القيمة المقدار م يكون 7 52-2 . حيث إن »12 تحتوى عناصر كثيرة عددها 


لا نهاى من8 فينتج أن 7 تحتوى عل الأقل عنصرا واحدا من 8 يختلف عن بر . إذن فز 
نقطة تجميع للمقدار 8 . وهو المطلوب إثياته 


تمريفات : 


1,- )0,1/8(-٠0 © (أ) بفرض “2 ,1 ( خلايا مفتوحة معطاة ءن الملاقة‎ - ٠ 
. ,0)وضح أن هذه الخلايا «تداخلة و لكلها لا تحتوى على أى نقطة مشتركة‎ 1/0( 


ل" 


١٠-(ب)‏ بفرض أن “8 .ل فترات مغلقة معطاة من العلاقة ٠000‏ (م+ ران] - يل 
(+.0] أثبت أن هذه الفئرات تكون متداخلة ولكها لا تحتوى على أى نقطة مشتّركة . 

+ -(ج) نقطة عد هىنقطة تجميع لفئة 86 > 4 إذا وإذا فقط كان كل جوار للنقطة‎ ٠ 
. حتوى نقطا كثيرة للفئة 4 عددها لا نبالل‎ 

٠‏ - (د) بفرض (11/0:010- 4 . وضح أن كل نقطة الفئة 4, هى نقطة حدودية 
فى 2 ولكن 0 هى نقطة التجميع الوحيدة للفئة 4 فى 8 . 

٠‏ -(ه) بفرض 8 و 4 فثتين جزئيتين من "م وبفرض + هى نقطة تجميع للفئة 
8ه فى 5ه . أثبت أن » هى نقطة تجميع لكل من 4 ع 8 . 

٠‏ - (0) بفرض 8 و 4 فثتين جزئيتين للفئة "8 ونفرض أن + نقطة تجميع 
لفئة 8لاكى فى “8 . أثبت أن * إما نقطة تجميع للفعة 4 أو للفعة 8 . 

. 87 ©)85( أثبت أن كل نقطة فى فئة كانتور # هى نقطة تجميع لكل من‎ )[( - ٠ 

©  ةبوسحم (ح) إذا كانت 4 أى فئة جزئية للفثة "8 » فإنه يوجد فئة جزئية‎ - ٠ 
|: - للفئة 44 بحيث انه إذا كانت 4 »2 ؛ 0<غ فيوجد عنصر © 2 بحيث أن 8> اه‎ 
. © ومن ثم يكون كل عنصر من 4 إما فى © أو نقطة تجميع للفئة‎ 
: مشروعات‎ 

٠‏ - © نفرض 46 فئة . متّريا أو قياسيا على 44 ومعرفا فى (تمرين م - ق ). اختير 
ثانيا التعريفات والنظريات ف البابين ه » ٠١‏ لك تحدد أمها ينطبق على الفئات الى لا مترى , 
فثلا سيتضح أن فكرة الفثة المفتوحة والمغلقة والحدودة تنطبق عليها ولا تنطبق نظرية بولز انو 
وير شتر اس عند قيمة منامبة للمقدارين 44 و 4 . كلما كان مكنا إما أن توضح أن النظرية 
اتمتد أو تعطى مثالا عكسيا' لتوضيح فشلهما . 

٠‏ - 8 بفرض 7 عائلة لفئات جزئية لفئة لا التى (1) تحتوى وم . 2 ء (1ذ) 
تحمتوى التقاطع لأى عائلة محدودة من ألفئات ى ىء (1ل) تحتوى الاتحاد لأى عائلة من الفئات فى 
7 فإننا نسمى 9 توبولوجى للفئة 2 ونشير إلى الفئات فى 7 كفآات مفتوحة . افحص 
ثانيا التعريفات والنظريات ف بابى و ء ٠١‏ محاولا أن تحدد أبها ينطبق على الفئات كر 
الى لها توبولوجى 5 . 


الباب الحادى عشر ‏ نظرية هاين ‏ بوريل : 


نظرية الحلايات المتداخلة ٠١‏ - ؟ ونظرية بولتز انو فيرشتراس ٠١‏ - + ترتبطات ارتباطا 
خاصا بالتعريف الام جدا للاندماج والى سنناقشها ف هذا الباب وبالرغم من أنه من الممكن 
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الحصؤل عل معظم النتائج فى الأبواب الأخيرة بدون معرفة نظرية هاين بوريل فلا بمكننا 
التعمق فى التحليل بدون الاحتياج هذه النظرية و لذلك يكون منعم عرض هذه النتيجة العميقة 
اقتصادا مزيفاً . 


١ - ١١‏ تعريف . فئة كه يقال أنها محكمة أو مديمجة طالما تكون الفئة محتوية 
فى الاتحاد 1لمجموعة [.10 - 4 لفئات مفتوحة فإنها أيضاً تكون محتوية فى الاتحاد لعدد ما 
محدود من الفئات فى © 

مجموعة 4 لفئات مفتوحة اتحادها يحتوى ك4 غالبا تسمى غطاء الفعة > . أى المتطلبات 
لكون الفئة ع محكمة هى أن كل غطاء © للفثة >4 بمكن استبداله بغطاء محدود للفئة >1 
باستخدام فئات فى 4 فقط نلاحظ أنه لكى نستخدم هذا التعريف لبرهنة على أن فئة كر 
مدمجة سنحتاج لفحص أو اختبار مجموعة اختيارية لفئات مفتوحة اتحادها يحتوى ع4 و نوضح 
أن 1 تكون محتوية فى الاتحاد لمجموعة جزئية محدودة من كل مجموعة كهذه . ومن ناحية 
أخرى لنوضح أن فئة 87 ليست مدمجة فإنه يكون كافيا عرضعطاء واحد فقط حيث لا بمكن 
إبداله .مجموعة جزئية محدودة والى تظل تغطى 2 . 


» 87 م أمثلة. (أ) بفرض (م, .. . ,بك ى,») - >1 فئة جزئية محدودة للفعة‎ - ١ 
فن الواضح أنه إذاكانت [.0) - © مجموعة لفئات مفتوحة فى ”120 وإذا كانت أى نقطة‎ 
من الفئة #2 تنتمى إلى فئة جزئية ما من 66 فإن فئات جزئية مختارة بعناية عددها :م‎ 
على الأكثر من © سيكون طا أيضاً الخاصية الى تقول ان اتحادهم يحتوى 4 . حينئة‎ 
. 827 تكون ك2 فثة جزئية مدمحة للفئة‎ 

(ب) فى 82 سنعتبر الفية الحزئية ‏ (0<*: 8# ج)-11 ونفرض أن 
اعم (1,0-) - ,200 بحيث أن(لزع:,4-10 مجموعة 'لفئات جزئية منتوحة 
للفئة 8 والى اتحادها يحتوى 1 . إذ! كانت [4.,© ,... ,ي,© .10 هى مجموعة جزئية 
محدودة من 94 فنفرضص أن (ع7 ,... ,782 ,111 وناك - 104 محيث 0 62 
عند ...1,2 دز . ومن ذلك ينتج أن ي© هو اتمحاد ‏ (07 ,2... © ن©) 
مهما يكن فإن المدد الحقيق 84 لا ينتمى إلى ,© ولذلك لا ينتمى إلى 


وإذن لا يوجد اتحاد محدو د الفئات 4 .يمكن أن يحتوى 7 2 8 لا تكون مديحة 5 

(ج ) نفرض (0,1) - 721 قى © . إذا كانت (م/1/04,1-1) - ,© عند 2 < م 
فحينئذ المجموعة (140,:8<2-© لفثئات مفتوحة تكون عطاء هه . إذا كاذت 
(© ...10 مجموعة جزئية محدودة من © وبفرض [ية ,.. . ,21) هناد - 34 نحيث 


لام 


أن يب ع ,6 عند ,...,1,2-ز . فينتج أن © هى الاتحاد للفئات 
© ,....,:©1 لكن المدد الحقيق 1/84 ينتمى إلى 35 ولا ينتمى إلى يرع © لذلك لايوجد 
مجموعة جزئية محدودة من 4 بمكن أن تكون غطاء / وإذن // ليست مدجة . 

( د ) اعتبر الفثة [1 ,0] -84 وسنوضح أن 8 تكون مدمجة لذلك تفرض [.06) - © 
هى مجموعة لفئات جزئية مفتوحة للفئة 12 والى اتحادها يحتوى زر . العدد الحقيق 0 - # 
ينتمى إلى فئة مفتوحة ماف اللموعة ©؟ وأيضاً تنتمى إليها الأعداد « الى تحقق م8 >< > 0 
لأى 0 < 8ه . نفدض * هى أعلى للنقط د ى 1 بحيث أن الكلية [* ,0 ] تكون 
محتوية فى الاتحاد لعدد محدود من الفئات فى © . مما أن *< تنتمى إلى 7 » فينتج أن *ير 
يكون عنصر الفئة مفتوحة مافى 54 . ومن ثم عند قيمة ما 0 < م تكون الملية 
[ع + * ,ع -*ي«] محتوية فى فئة م ف المجموعة 2 . لكن ( من تعريف *ر ) تكون 
الحلية [ع8-** ,10 محتوية فى الاتحاد لعدد محدود من الفئات فى 246 . وإذن بإضافة الفئة 
المفردة 0© إلى المدد امحدود السابق الذى نحتاج إليه لأن نعطى [م8-*+, ]0‏ ء نستنتج 
أن الفعة [ع+**,1]0 تكون نحتوية فى الاتحاد لعدد محدود من الفئعات فى #4 . وإذن 
1ح *ز مدمجة , 


وعادة ليس أمراً سبلا برهان أن فئة تكون مدمجة باستخدام التبريف فقط . والآن سنقدم 
نظرية هامة وشبيرة الى حميز تماماً الفئات الجزئية المدمجة للفئة 87 . وفى الحقيقة جزه من أهمية 
نظرية هاين بوريل * يرجع إلى بساطة الشروط لأجل الإدماج فى 80 . 


#0 نظرية هاين بوريل . فئة جزئية للفئة 8*7 تكون مديجة إذا وإذا فقط كانت 
مغلقة و محدودة . 


البر هان . أولا سنوضح أنه إذا كانت الفئة ع4 مدمجة فى ”48 فحينئذ تكون مغلقة . نفرض 

أن * تنتمى إلى (6)16 ونفرض أن »© هى الفئة المعرفة لكل عدد طبيعى 78 بواسطة 
1 < الدع عر تلع ود ,6 1 

وقد تبين توآ أن كل فثة /خ ع ,., © تكون مفتوحة فى 829 . أيضاً » يتكون الاتحاد 


« إدوارد هاين ( ١881١ - ١88١‏ ) درس فى برلين من قير شتراس وبمد ذلك تع 
فى بون «هاليه . وى سنة ١807٠‏ برهن أن الدالة المتصلة فى فترة «خلقة تكون متصلة بانتظام . 

(ف . أ. ج ) إميل بوريل ( ١405 - ١101‏ ) كان تلميناً لهرميت ثم كان أستاذاً 
فى باريس و كان من أبرز الرياضيين فى عطره . وقد أسهم بعمق و بغزارة فى التحليل والاحّالات . 
وى سنة ١896‏ برهن على أنه إذا كانت مجموعة محسوبة لفترات .فتوحة تغطى فترة مغلقة 
فحينئذ يكون لا غطاء جز محدود . 
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لجميع الفئات لاع م ,© من كل نقط 27 ماعدا ب . مما أن كك »يد . فإن كل 
نقطة من ألفئة > تنتمى إلى فئة ما ,,© . وبسبب الإدماج للفئة 2 ينتج أنه يوجد عدد طبيعى 
24 محيث أن تكون محتوية ى اتحاد الفئات 
0 ,© © 

ما أن الفعات 0 تزداد مع اء فينتج أن 2 محعوية فى ,© . ومن ثم لايقطع الجوار 
1/34 > اع مز|: "ع 2) الفعة ع مما يثبت أن (16) 6 مفتوحة . وإذن تكون ك2 
مقفلة فى ”46 (انظر شكل ١ -1١‏ ) حيث صورت الكرات المغلقة المتممة للفئات ,© ) . 

بعد ذلك سنوضح أنه إذا كانت الفئة > مدمجة فى ”80 فإن كه تكون محدودة 
( أى أن 5 تكون محتوية فى فة ما (7>|+||: "1 © *1 عندما تكون 4© كبيرة كبراً 


( شكل ١-١١‏ ) فئة مديجة تكون مغلقة 


كافياً . وفى الحقيقة لكل عدد طبيعى 7 » نفرص ,| هى الفئة المفتوحة المعرفة بالعالى : 
(مم> ع« ||: "ع ع د مك 
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الفراغ الشامل #0 » ومن ثم يه تكون محتوية فى الاتحاد للفئات المتزايدة ‏ الارج 84 ,21 
بما أن كك هدمجة فإنه يوجد عدد طبيعى 34 محيث أن 4 >1 . وهذا يثبت أن 4 
محدودة , 


ولإكال البرهان هذه النظرية نحتاج لتوضيح أنه إذا كانت © فعة مغلقة ومحدودة 
ومحتوية فى الاتحاد جموعة (.9-10: لفئات مفتوحة فى “42 » فإلها تكون محتوية فى 
الاتحاد لعدد محدود ما من الفئات فى © . وما أن الفئة > محدودة فيمكن حصرها فى خلية 
مغلقة / فى 1227 . مثال ذلك » مكنا أخذ[م,...,1 > 5 ك إع|: (مد,. .)1 تر[ 
حيث 0< 7 و كبيرة بدرجة قياسية . ولغرض الحصول عل تناقض ستفتر ض أن الفئة ع 
ليست محتواة فى اتحاد لأى عدد محدود من الفئات ى © . ولذلك تحتوى على الأقل إحدى 
الللايا المغلقة التى عددها "2 والى يمكن الحصول عليها بتنصيف أضلاع ,2 نقطا للفئة ع1 
وبحيث أن جزء الفئة > فيها لايكون محتوياً فى اتحاد أى عدد محدود من الفعات فى © . (لأنه 
إذا كان كل من "2 جزءاً للفئة > محتوياً فى اتحاد عدد محدود للفئات فى © فإن # ستكون 
محتوية فى اتحاد عدد محدود من الفئات فى © . بخلاف الفرض ) نفرض أن ,7 أى إحدى 
الحلايا الجزئية فى هذا التقسيم الجزثئى تخلية 7 والى تكون بحيث لاتكون الفئة غير الحالية 012 >1 
محتوأة فى اتحاد أى عدد محدود من الفئات فى ©> . نستمر فى هذه العملية بتنصيف أضلاع 12 
لنحصل عل ”2 خلايا جزئية مغلقة من الحلية الجزئية 42 . ونفرضص أن و/ هى إحدى هذه 
الحلايا الجزئية حيث لاتكون الفئة غير الحالية 1 0 >1 محتواة فى اتحاد عدد محدود من الفئات 
فى © وهكنا 
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هذه الطريقة بمكننا الحصول على متابعة متداخلة (.1) لللايا غير خالية ( انظر 
شكل ١١ - ١‏ ) وطبقاً لنظرية الفلايا المتداخلة توجد نقطة ,ر مشتركة تملية ,1 لآن كل ,1 
تحتوى نقطا فى > » والعنصر المشترك «ز هو نقطة تجميع للفئة ع4 وبما أن 6 مغلقة فحينئة 
تنتمى بز إلى 4 وتكون محتوية فى فثة مفتوحة ما © فى 99 لذلك يوجد عدد 0 < م 
حيث تنتمى جميم النقط ١‏ حيث 88>[ -<ا|| إلى © . وبمعتى آخر يحصل على 


الفلذيا 2 < 2 ,1,0 بتنصيف متتال لأضلاع الخلية 7ك اذا (مد,... م حاط 
وإذن يكون طول الضلع للتقسيم الجزئى .ع هو 2-*2/, . ومن ذلك ينتج من نظرية م-١٠‏ 
أنه إذا كانت »1ع فإن “2رولم > |إسدوا . ومن ثمء إذا كانت 


اختير ت 6 كبيرة جد لدرجة أن: م >3-*2/م/.م فإن جميع النقط فى 1 تكون محتواة 
فى الفئة الفردية ,© . لكن هذا يخالف تركيب غ1 كفثة بحيث لاتكون 16012 محتواة 
فى الاتحاد لعدد محدود من الفئات ىق © . وهذا التناقض يوضح أن فرض كون الفئة امحدودة 
المغلقة 1 تتطلب عدداً لانبائياً من الفعات فى 9؟ لاحتوائها لايمكن تأييده . 
وهو المطلوب إثباته 

بعض التطبيقات : 

كنتيجة لنظرية هاين بوريل فإننا نمحصل على النتيجة التالية والى أوجدها كانتور . هىتقوية 
لنظرية الخلايا المتداخلة حيث تعتبر هنا الفئات المغلقة فى الحالة العامة وليست بالضبط خلايا' 

4-١‏ نظرية تقاطع كانتور . نفرض أن ,م فثة جزئية محدودة مغلقة وغير خالية 
وتفرض أن 

512 م1 

هى متتابعة لفئات مغلقة وغير خالية . حينئذ يوجد نقطة تنتمى إلى جميع الفعات (20 ع 12:1 


البرهان . ما أن م مغلقة ومحدودة » فينتج من نظرية هاين بوريل أن ري امدمجة , 
لكل لازع| نفرض أن ,© هى متسمة 12 فى 20 . وبما أننا فرضنا أن 1*2 مغلقة 
فإن ,© مفتوحة فى #7 . وإذا - تنتناقض النظرية ‏ لم يوجد نقطة تنتمى لكل الفئات 
لالاء 6 ,1 0اء حينئذ يحتوى اتحاد الفئات ادع عا ,© الفئة المدمجة ,ل » وإذن تكون 
الفئة 1 محتواة فى اتحاد عدد محدود للفعات © > ا ا ا ا د ك وما 
أن ,© تزداد فيكون لدينا >0 - 6 لا ٠:٠١‏ لا © . وبا أن »© 02 فينتج أن 
6مس ومن الفرض 56 5,2 ينتج 52 - 226014 . وفرضنا يقودناا 

إلى استنتاج أن ' 8 - 52 الذى يناقض الفرضص . وهذا الاستنتاج يثبت النظرية . 
وهو المطلوب إثبائه 
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-١‏ ه نظرية غطاء لبسيج . نفرض أن إيى] - 4 غطاء للفئة الجزئية المدمجة كر 
من ”22 . يوجد على سبيل الحصر عدد .وجب .3 بحيث أنه إذا كانت لز ود تنتمى إل 6 » 
ل>|إر- || حينئذ توجد فئة ىق 9 تحتوى كل من *اء لز ل 


البرهان . لكل نقطة * ى كه » توجد فثة مفتوحة )© ى © تحتوى 8# . 
نفرضص 8)0(<0 نحيث انه إذا كانت (28)0 >|إ:- م|| فإن ١‏ تنتمى إلى .© 
اعتير الفعة المفتوحة [(/)8 > || - م||: ”1 » م) > (ها) 5 والنمموعة (1 ع ها : (:)5) - 8 
لفئات مفتوحة . بما أن ”9 غطاء للفئة المدمجة فإذن تكون كل محتواةف اتحاد عدد محدود 
من الفئات فى عي مثلا فى (إين)ى,...,(,)5 . الآن سنعرف 32 يأنها العدد الحقيق 
الموجب المشبوط . 

((د)8 ٠...‏ ر(ل)8] تمدق 


إذا كانت «ر و« تنعى إلى ك و 2>إلا-*| فإن * تنتمى إلى (رنه)3 لبعض ار 
حيث > زر > 1 الى أن (بب)8>|إن - | . ماأن 2«>إا-«| قتحصل على 
(4:) 28 > إإب - عد + إإمد- دو ع |إريد - بوم . وطبقاً لتعريف (,)8 نستنتج أن كلا من 
#داء بر تنتمى إلى الفئة )»© 

نشير إلى أن عدداً موجبا 3 له الخاصية المبنية فى النظرية أحياناً يسمى عدد لبسيج 5 
للغطاء 

- اننا سوف نستخدم المناقشة المبيئة على الإدماج فى الأبواب التالية يظهر من المستحسن 
أن ندون هنا نتيجتين تبدوان واضحتين بداهة و لكن البر هان يتطلب استخدام نوع ما من مناقشة 
الإدماج . 
5-9 نظرية أقرب نقطة . نفرضص أن / فئة جزئية غير خالية مغلقة من مجم ونفرض 
أن ع هى نقطة خارج م . حينئذ يوجد على الأقل نقطة واحدة «ز تنتمى إلى م بحيث ان 
اا - سد ادج لكل جروج 

البرهان . مما أن م مغلقة » ,2 © » حينئذ ( تمرين ١١‏ -ح ) المسافة من + إلى #ء 
التى تعرف بأن تكون. (جج ج :إج - ع ,ماح 4 تحقق 0 < 4 . فنفسرضص أن 
1/6 جك د زع دعر مع مح ير حيث برع . وطبقا شال تكون ( ه- اهو ) 
هذه ألفئات مغلقة فى مج ومن الواضح أن ,7 عدودة وأن 5215:2٠٠١ 215. 2٠٠٠‏ 


ي هترى لبسيج ( ١949 - ١4100‏ ) معروف بأحسئ عمله الرائد فى النظرية الحديثة 
للتكامل الذى أخذ أسمه والذىهو أساس للتحليل الخاضر . 


11 


وبالإضافة إلى ذلك نجد من تعريف 4 26 سم أن ير غير خالية وينتج من نظرية 
تقاطع كانتور ١١‏ - 4 أنه توجد نقطة نز تنتمى لجميع لح ,10 وقد وضحنا توا أن 
4 > داج »| أى ان بر تحقق الاستنتاج ( انظر شكل -1١‏ م#) . 

وهو المطلوب إثباته 

ونظرية متملفة ع نالنظرية الآنية ها أهمية اعتبارية فى نظرية الدوال التحليلية. وسنقرر النتيجة 
فقط عند 2 > مر وسنستخدم أفكاراً بدهية لمعرفة معنى كون فئة محاطة بمنحى مغلق ( أى متحى 
ليس له تهايعان ) . 
7-١‏ نظرية الكونتور انحيط . بفرض أن 7 فئة محدودة ومغلقة فى 22 وبفرض أن © 
فئة مفتوحة تحتوى على ا حينتذ يوجد منحنى مغلع © يقع بأكله فى © ويتركب من 
أقواس لعدد محدود من الدوائر حيث ان تكون محاطة بالمنحى المغلق © . 


(شكل ١؟-م)‏ 
برهان جز . إذاكانت *# تنتمى إلى © م5 فإنه يوجد عدد 0 < (<) 8 بحيث أنه 
إذا كانت («)8>|ء-(|| فإن سر تنتى أيضا إلى © . الآن تفرض 


1 0 نك 
لكل + فى م . مما أن المجموعة (ب ع ير :(*)0] - 6 تكون غطاء للفئة المدمجة ”/ 
فينتج أن الاتحاد لعدد محدود . من الفئات ى 9 ء شلا (ن) 0 ,...,(0) 0 بحتوى الفئة 
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)4-1١لكش(‎ 


المدمحة كه . باستخدام أقواس من الدوائر مراكزها بعد وأنصاف أتطارها («)48 نحصل 
عل المنحى المطلوب ( أنظر شكل ١١‏ - 4 ) التركيب التفصيل للمنحنى سوف لايعطى هنا . 
تمريسات : 


١‏ - (أ) وضح مباشرة من التعريف ( أى بدون استخدام نظرية هاين - بوريل ) أن 
الكرة المفتوحة المعطاة بواسطة (1>*ر+*ى:زر ,)) ' ليست مدمجة فى ته . 

. ب) أثبت مباشرة أن الفراغ الكلى *ز غير مديج‎ ( - ١١ 

7 (ج) أثبت مباشرة أنه إذا كانت ع مدمحة فى #0 اء عر حر فئة منلقة فإن‎ - ١١ 
. كون مدمجة فى 0ير‎ 

١١‏ -(د) أثبت أنه إذا كانت فئة جزئية مدمجة من 2ج فحينئذ تكون مذيجة عند 
اعبارها فئة جزئية من مر . 

١‏ - (ه) بتعديل المناقشة فى مثال ١١‏ + ( د) أثبت أن الفترة 

(1> > 1,0 > ع > 0:( ن) - ل مدجة قى 82 . 

١‏ - (و) حدد مواقع الأماكن فى برهان نظرية هاين بوريل الى استخدمت فيها الفروض 
بأن 4 محدودة ومغلقة . 

١‏ (ز) أثبت نظرية تقاطع كانتور باختيار نقطة ,6د من ير ثم بتطبيق نظرية 
.بولزانو - قيرشتراس ٠١‏ - > على الفئة (لع ,ر: ) 
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ذل (ح) إذا كانت ل مغلقة فى © وإذا كانت 6 عدم 
مدرععء م ناه دع |) تساع (ط ,)4 
حينئذ تنتمى * إلى 4 . 

١‏ - (ط) هل نظرية أقرب نقطة فى 2 تدل على أنه يوجد عدد حقيق موجب على سبيل 
الحصر أقرب ما يمكن من الصفر ؟ 

١‏ (ى) إذا كانت فئة مغلقة غير خالية فى #٠‏ وإذا كانت جرم هل توجد 
نقطة وحيدة من كم بحيث تكون أقرب ما يمكن من # ؟ 

١-(ك)‏ إذا كانت ؟ فثة جزئية مديجة من #9 ع * نقطة من 0ج + فحينئذ تكون 
الفئة (ع بر بو +ع - ب مدمجة أيضاً ( هذه الفعة > أحياناً تسمى إزاحة الفئة م 
بالنقطة »د ) . 

١‏ - ( ل) تكون تقاطع فثتين «فتوحتين مدمجة إذا وإذآً فقط كانت خالية . هل يمكن أن. 
يكون التقاطع لجموعة لانهائية لفئات مفتوحة فئة مدمجة غير خالية ؟ 

1١‏ -(م) إذا كانت / فئة جزئية مديجة من 7 » © فئة مفتوحة تحتوى على جع 
حينئذ يوجد منحنى © مغلق كثير الأضلاع يقع بأكله فى © بحيث بحوط 7 . 

١١‏ -(ن) بفرض (إيرع »:15 هى فثات جزئية مغلقة من 87 يخاصية أن فئة مثل, 
,51 لاتحتوى عل فثئة مفتوحة غير خالية ( مثال ذلك » ,م هى نقطة أو خط فى 282 وبفرض. 
0 0 هى فئة مفتوحة وضح : 

(1) إذا كانت ,6184  *,6‏ فوضح أنه يوجد كرة مغلقة,8 مركزها * » بحيث. 
أن 8,46 عم #حيق8مير 

(ب) إذا كانت ,ير».»ر تنتمى إلى داخل ,8 » فوضح أنه يوجد كرة مغلقة 22 
مركزها جد وبحيث ان 82 تكون محتواةفى داخل .8 وأن 6م ديظميعع 

(ج ) استمر فى هذه العملية لتحصل عل عائلة متداخلة اكرات مغلقة بحيث ان 
م-,هم ,يع . بنظرية تقاطم. كانتور -1١‏ 4 توجد نقطة ىا شتر كة لجميع الكور 
المغلقة م8 . استنتج أن 06610212 بحيث ان © لابمكن. تكون عتواة فى ,27 ل) ٠‏ 
هذه النتيجة على صورة تسمى غالباً بنظرية طبقة بير » . 

91 (س) خط فى #2 هو فئة .ن نقط (بز,*) الى تحقق معادلة على المورة 


» رنيه لويس بير( ١488 - ١404‏ ) كان أستاذا فى ديحون وقد بحث فى نظرية الفئة 
والتصليل الحقيق . 
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0د ع+بورط+عه احيث (0,0)#(5ي,ه) استخدم الدّرين السابق لتوضيح أنه 
ليس اتحاد مجموعة عددية من الخطوط . 

» (ع) الفئة (6)0 لأعداد غير قياسية فى © ليست اتحاداً لمائلة عددية لفئات مغلقة‎ - ١١ 
. لايوجد أحد مها بحيث محتوى على فئة مفتوحة غير خالية‎ 

. 8# (ف) الفئة © لأعداد قياسية ليست التقاطع مجموعة:عددية لفئات مفتوحه فى‎ - ١ 


الباب الثانى عشر ‏ الفئات المتصلة : 

سنقدم الآن مفهوم الفئة المتصلة الى ستستخدم من وقت لآخر فيا يل :. 

١-١١‏ تعريف . يقال لفعة جزئية 2852-2 أنها غير متصلة إذا كان يوجد نمتان 
مفتوحتان 8 » 4 نحيث ان 2م حر و 2زم ع منفصلتان وغير خاليتين ولا اتحادط. 
فى هذه الحالة يقال للزوج 8 و 4 بأنه يكون عدم اتصال أو قطع للاتحاد 2 يقال للفئة 
الجزئية التى لا تكون غير متصلة أنها متصلة ( أنظر شكل )١-099‏ . 

١+‏ - + أشلة (أ) الفئة 28 2 غير متصلة حيث يمكننا أخذ 


(3/2>ع: عع - لم د (2<3/2: 8ع 8-2 


5 


( شكل ؟1-١1١)‏ فئة غير متصلة 
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(ب) الفئة الل :1 - 8 عير متصلة 

( ج ) الفئة 5 المتكونة من جميع أعداد قياسية موجبة غير متصلة فى 8 حيث يمكدنا 
أذ 02> ع :هع ادم د 2/< 8#عع] د 8 

( د) إذاكانت 1 > ع >0 حينذ الفعات (»  <‏ : 86 ع 2< - 8 ,[ن ك ع ,كاك «) د م 
تشق فترة الوحدة (1 > اك 8:0 ع <«)- 4 إلى فئات غير خالية غير متصلة باتحاد 1 
لكن بما أن 4 ليست مفتوحة فإن هذا مثال لا يوضح أن 5 غير متصلة وف الحقيقة سنوضح 
فيا يل أن الفئة 4 متصلة . 

. 27 نظرية . فترة الوحدة المغلقة [1 ,0] 28 فترة جزئية متصلة من‎ 9-١ 

البر هان . سنبدأ بالتناقض ونفرض أن 8 ٠‏ 4 فثتان مفتوحتان يكونان عدم اتصال 
لفتّرة الرحدة 7[ . أى ان 685 8 ٠‏ 083 كم فنتان محدودتان غير خاليتين وغير متصلتين 
واتحادهما هو 5[ . بما أن كلا من 4 » 8 مفتوحة فلا يمكن أن تتكون الفئات 07 لم » 
818 من نقطة واحدة فقط ( لاذا ؟ ) . لأجل التحديد نفرضص أنه يوجد نقط 
شءه . 58 بحيث ان 1 > >4 >0 . باستخدام خاصية الملو ٠‏ - 4 تأخذ 
(6>ع«دنمء عامنه د بحيث أن 1 >ع>0 ومن ثم 8ناش ع © إذاكانت 
ل 266 حينئذ © وبما أن 4 مفتوحة فيوجد نقطة © >© ,لم 016 بحيث أن 
الفئرة [,© و6] تكون محتواة فى (6>*: 1*4 يتناقض لتعريف © . بلمثل إذا 
كانت 8ع © حينئذ بما أن 8 مفتوحة فتوجد نقطة ‏ ©6>ءط ,8 16 بحيث ان الفترة 
[0 ورة] تكون محتواة فى 80١5‏ يتناقض تعريف © . ومن ثم الفرض بأن 4 غير 
متصلة يقودئا إلى تناقض »وهو المطلوب إثباته . 

القارىء سيلاحظ أن نفس البرهان يمكن استخدامه لتوضيح أن الفترة المفتوحة (0,1» 
تكون متصلة فى 2 . 

. نظرية . الفراغ الشامل 1 يكون متصلا‎ 4-١ 

البرهان . إذا لم يكن الفراغ متصلا » فحينئذ توجد فثتان 8 و4 مفتوحتان غير خاليتين. 
وغير متصلتين واتادما هو "2 : ( أنظر شكل ١١‏ و ؟) . نفرض أن همع 2 8ع( 
واعتير 5 هى قطمة من خط يصل * وابراء أى 

1ع::( - )ع دع - و3 

تفرض (هرء (< - )ع + « : 3# ع )4 - ,م ونفر ض [8 كج (بر - بز)ع + 2 : 12 14 ح رق 
من السبل ملاحظه أن و4 و 8:0 فثتان جزئيتان غير خاليتين وغير متصلعين من 22 وهذا 
يعطى عدم اتصال لفترة الوحدة 3[ مما خالف نظرية 1١5‏ - م . وهو المطلوب إثياته 


53/ 


7 4 


(شكل ؟1-١)‏ 


0-1١‏ نتيجة . الفثتان الجزئيتان الوحيدتان من ”1 والى كلاها مفتوحة ومغلقة 
ها م ”1 

البرهان . لأنه إذا كانت 4 مفتوحة ومغلقة فى وقت واحد فى”22 فحينئذ 8014 - 8 
تكون أيضاً مفتوحة ومغلقة . وإذا كانت 4 غير خاليه وليست كل "2 فحينثة يكون 
الزوج 8 وك ع عدم اتصال من 27 وهذا مخالف النظرية . وهو المطلوب إثباته 


الفئات المفتوحة المتصلة : 

تلعب الفئات المتصلة دوراً هاماً وخاصاً فى قطاعات معينة من التحليل . وباستخدام التعريف 
بكون من السبل تقرير النتيجة الآتية : 

5-١‏ مفارض . فثة جزئية مفتوحة من ”12 تكون متصلة إذا وإذا فقط كانت 
بحيث لاممكن التعبير عنها كاتحاد لفئتين مفتوحتين غير خاليتين وغير متصلتين . 

يكون من المفيد أحياناً أن يكون لديئنا تمييز آخر للفئات المتصلة المفعوحة . ولأجل إعطاء 
مشل هذا الييز سندخل بعض مصطلحات . إذا كانت نر و ل نقطتين فى ”12 فحينيد 
يكون منحى مضلع يصل و 3 31م هو فته 2 الى نحصل عليها كاتحاد لعدد محدود لقطع 
خطة مرتبة (سآ,...,مة,دمآ) فى ”#8 بحيث أن القطمة الخطية 5. يكون طرفاها 
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هما ,2 و * ء ونمايتا القطمة الخطية رلك هما ... :22 و21 والقطعة الحطية و1 يكون 
لما الطرفان (( ,2-1 (انظر شكل +1 - م ) 
7-1١‏ نظرية . بفرضص ©) فئة مفتوحة ى ”42 فإن © تكون متصلة إذا وإذا فقط 
كان أى زوج من النقطتين ير و * فى © بحيث يمكن اتصالما ممنحنى مضلع يقع بأكله ى © . 
البرهان . نفرض أن © ليست متصلة وأن 8 و 4 قطم أو عدم اتصال فى © . 
فإذا فرضنا أن ©426066>* اء 6800لا ونفرض أن (سل,...,مةرركة) دم 
هى منحى مضلع يقع بأكله فى © ويصل © » بر . نفرص أن / هى أصغر عددٍ طبيعى 
حيث ان الطرف :22-1 للقطمة الخطية عمة ينتمى إلى 420١©‏ والطرف +2 ينتمى إلى 
6 (انظر شكل 4-1١‏ ). إذا عرفنا ,4م ء ,8 بالتالى 
© ضكه (مهحن) خم : اع اد رم 
(©مظء لمع حيع)؛ عدي : ع )د ر8 


حينئذ يكون من السهل ملاحظة أن 4 و8 تكونان فتعين جزئيتين مفتوحعين غير خاليتين وغير 


( شكل ؟١-‏ م ) منحى مضلع 


متصلتين من 2 . ومن ثم يكون الزوج .8 و .4 قطما لفترة الوحدة مما بمخالف نظرية 
-م. لذلك إذا كانت © غير متصلة فيوجد نقطتان ىق © محيث لايمكن إيصاهما بمنحى 
مضلع فى © . 

بعد ذلك نفرض أن © فئة متصلة مفتوحة فى ”48 وأن +« تنتمى إلى © . ونفرض أن © 
هى الفئة الجزئية من © والى تتكون من كل النقط فى © الى يمكن وصلها بالنقطة * بمنحى 
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(شكل ١1-؛)‏ 


مضلع يقع بأكله فى © » نفرض أن © تتكون من كل النقط فى © والتى لابمكن وصلها إلى 
* بواسطة منحى مضلع واقع فى © . من الواضح أن 20602-4,© . الفئة و © ليست 
خالية حيث انها تحتوى النقطة * . والآن سنوضح أن و © مفتوحة فى "2 . إذا كانت بر 
تنتمى إلى ,© فينتج من حقيقة كون © مفتوحة أنه لمدد حقيق ما 0<.م » تدل 
٠>|إد-*|/‏ إذن على أن ١6©‏ . ومن تعريف ,6 نجد أن النقطة بر يمكن 
اتصاها بالنقطة * بواسطة منحى مضلع وبإضافة قطمة خطية من بز إلى ١‏ » نستنتج أن ١ل‏ 
تنتمى إلى و© . ومن ثم تكون ,© فئة جزئية مفتوحة فى “82 . بالمثل الفئة الجزئية © 
تكون مفتوحة فى 27 . إذاكانت © ليست خالية حينئذ الفنان و6 و ,© يكونان 
قطماً أو عدم اتصال فى © ما يخالف الفرض بأن © متصلة . وإذن 02-6 و كل نقطة 
من © يبمكن وصلها إلى * بمنحى مضلع واقع بأكله فى © . وهو المطلوب إثباته 


فئات متصلة فى 8 : 


ننبى هذا الباب بتوضيح أن الفئات الجزئية المتصلة فى 8 تكون بالضبط الفترات 
( انظر باب 190) . 


1-م نظرية . فئة جزئية 8 تكون متصلة إذا وإذآ فقط كانت فثرة . 


برهان جزقٌ . البرهان المعطى فى نظرية ١+‏ -8 يمكن تعديله بسبوله لتوطيد الاتصال لفترة 
اختيارية غير خالية . سنترك التفصيلات للقارىء . 


٠١ 


وبالمكس . نفرض أن 8 > © متصلة وتفرض أن 6040 . للاحظ أنح الما 
الخاصية الى تقول أنه إذا كانت ©©65 و © و 8>© 2 فإنأى عدد © محتق 
6 > © >6 يجب أن ينتمى أيضاً إلى © ٠‏ لأنه إذا كانت © ©0 فإن الفثتين 
>عدهععا دم ام ال <برنهعيدق 
يكوئان قطعاً أو عدم اتصال فى © . 


(1) الآن :خرص أن © محدودة من أعلى ومحدودة من أسفل ونفرض ©1066 ح ») 

© ونه > 5 سنوضح أن © يجب أن تأذ إحدى الصور الأربع التالية: 
(طيه)ك ,[طبه) ,(طبه]) ,[طيه] 

وف الحقيقة ». إذا كانت 6ع م ©» 6)عم2 فقد رأينا حينئذ فى البند السابق أن 
© -[ط ,ه] والقيقة بأن [ ,9] > © تنتج من حقيقة كون 8 ٠‏ 6 ها الحد الأسفل 
والحد الأعلى على الأرتيب للمقدار © . 

إذا كانت © ©»© لكن © 6©6 نفرض أن '8 أى عدد حيث 85>'ط > © . ما أن 
© ملا - 8 فإنه يحب وجود عنصر © ج"28 محيث ان ”> (( > 4ه . لذلك يحب أن 
ينتمى العنصر “8 إلى © وبما أن '8 أى عدد يحقق ١‏ > '> ه فنستنتج أن (8 ,ه) - 0 . 

بالشل إذا كان © 242 لكن © © 68 فنستنتج أن [ 5 ,ه) > © بِينًا إذا كانت 
© »مه فإذن ستمج أن (5 ,م) > © , 

(لة) الآن نفرض أن © محدودة من أسفل وليست محدودة من أعلى ونفرض أن 
© كماع »م بحيث ان (صم+,م]ح © . إذا كانت © 4 وكانت *« أى عدد حقيق 
حيث < > © حينئذ - ما أن © ليست محدودة من أعلى - فيوجد 26660 نحيث أن 
6ت« ومن ثم ينتج من الخاصية السابقة أن 6ع . بما أن ب أى عدد اختيارى بحقق 
> > 04 فنستنتج أن (صديم] © . 

بالمثل إذا كانت © 6# فنستنتج أن (ص+ ,م) - 60 

(ذل1) إذا كانت © ليست محدودة من أسفل لكن محدودة من أعلى وإذا كانت 
© مناة - 8 حينئذ يوجد حالتان (م,م-)- 60 أو [5,مه-)- © عل حسب 
كرن ©56 أو ©©6م . 


610 أخير ا ء إذا كانت © ليست محدودة من أسفل لمت محدودة من أعل حينئة 
يكون لدينا الحالة (مه+ ,مه-) > © 00ل وهو المطلوب إثباته 


تمريئنات : 
١١‏ -(أ)إذاكانت 4 ع 8 فتتين جزئيتين متصلتين .ن 80 ء اعط أمثلة لتوضيح 
أن ظلالك 2 08,418 4ه يمكن أن نكون إما متصلة أو غير متصلة ‏ 
١١‏ -(ب) إذا كانت “8 02 متصلة ء * نقطة تجميع من © فإن (2)ل1© تكونه 
متصلة . 
١١‏ -(ج) إذا كانت “8 © متصلة » وضح أن أقفالها -© (انظرتمرين وال ) 
١١‏ -(د) فئة ”8 22 تكون غير متصلة إذا وإذا فقط كانت #لا8 - 2 حيث 
0 فنتان غير خاليتين وحيث 2-7-8 ل عت ل يل 
؟١-(ه)‏ إذا كانت “#28 محدبة( انظر تمرين - م ى) فإن ك2 متصلة . 
١١‏ -(0) الفثة لكانتور 8 غير متصلة باتساع . وضح أنه إذا كانت ل( *» ,> ,ع 
حينئذ يوجد عدم أتصال 8 و 4 الفئة / محيثإن 8ع ريم عع 
١‏ -(ز) إذا كانت 2201© فتتين جزئيتين متصلتين من 72 فحينئذ يكون حاصل 
المرب ,0 0 فئة جزئية متصلة من 2 . 
7 <رح) أثبت أن الفئة 
((1)0,0نا(0 جرع ك > 2:0 ل؟ راد م 
تكون متصلة فى 87 . لكن لا يوجد منحنى مضلع يقع بأكله فى 4 حيث يصل النقطة (0,0) إلى 
النقط الأخرى فى الفئة 
١‏ - (ط) أثبت أن 


[1ك ره اد تزيم إن [معد, كمف رت رريم] و 
متصلة ى 27 . لكن ليس مكنا دائماً اتصال نقطتين فى 5 يمنحتى مضلع ( أو أى منحى 
مستمر ) واقم بأكله فى 5 . 
الباب الثالث عشر - نظام الاعداد المركبة : 


نظام العدد الحقيى الموجود قبل ذلك يجمل الأمر مهلا لأن نتذكر نظام العدد المر كب 
وسنشير فى هذا الباب إلى كيفية تركيب الحقل المركب(ه) . 


(») هذا الباب بمكن حذفه عند أول قراءة . 


كل 


كا رأينا سابقاً نظام المدد الحقيى هو حقل الذى يحقق خواص إضافية معينة . فى 
باب م كونا الفراغ الكارتيزى 8227 وأدخلنا بعض العمليات الحبرية م- طية لحاصل 
الغرب الكارتيزى للفراغ 12 . لكن لم نشكل ”#2 إلى حقل . وسيظهر مما يثير الدهشة 
أنه ليس مكنا أن نعرف حاصل ضرب الذى يجمل 8 0اء 3 دم سقلا . وبالرنم من 
ذلك نجد من الممكن أن تعرف عملية حاصل ضفرب فى 2< # التى تشكل هذه الفثة إلى 
حقل . والآن سنورد العمليات المطلوبة . 

١ - ١‏ تعريف . نظام العدد المركب © يتكون من أزواج مرتبة (لر ,) لأعداد 
حقيقية بعملية الحمع المعرفة بمايل 

9+ جر رثع + ع ح تر ,كع +0 

وعملية حاصل الضرب المعرفة بما يل 1 


(7ع + لاع الالو ل مدع ح وال رتع) ١‏ 0م 


أى إن نظام العدد المر كب © له نفس المناصر مثل قراغ البعدين 27 . وله نفس 
عملية الجمع ولكنه ملك حاصل ضرب بيئا 122 ليس له حاصل ضرب . وإذن - باعتبارهها 
فئات فقط - نجد أن © و87 متساويان حيث طما نفس العناصر ولكن هما من وجهة 
نظر الحبر ليسا نفس الثى” لأنهما يقنيان عمليات #تلفة . 


عنصر من © يسمى عدد مركب وغالاً يرمز له حرف مفرد مثل 2 . وإذا كانت 
(ر,*) ع ع حينئذ نشير إلى المدد الحقيى # بالحزء الحقيى من 2 و إلى بز بالحزء التخيل من. 
وبالرموز 
2[ عدار رج 86 دعن 


العدد المركب (لا- ,<) - 2 يسمى المرافق للعدد (بر,ك) - 2 . 


حقيقة هامة هى أن تعريف حاصل المع وحاصل الضرب المعطى سابقاً لمناصر 
تشكلها إلى , حقل » ممعنى الخبز المحرد . أى إنها تحقق الحواص الخبرية المسجلة فى 
ه - ١‏ بشرط إبدال العدد 0 ى (وة) بالزوج .(0,0) » المنصر المناظر إلى © فى, 
8) هو الزوج («ر وعد _) وإبدال المدد 1 فى (035) بالزوج (0 156 ) والعدد 
المناظر إلى 1/6 هو الزوج 


حيث (0,0) 2< (7,) 
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نجد أحياناً من المناس أن نصطلح عل الرموز ى باب م ونكتب 


(لله منه) - (« ,)ه - 2ه 


حيث 4 هوالعدد الحقيى » (ل ,ن) - 2 يكون ى © . يتضح من هذا الرمز أن كل عنصر 
فى © له تمثيل وحيد فى صورة جمع لحاصل ضر ب عدد حقيقى (0 و1) وحاصل ضرب عدد 
حقيق (0,1) . أى إنه يمكننا أن نكتب 


(1 ,1200+(1,0) > زر دع 


بما أن المنصر (1,0) هو العنصر المحايد ى © فن الطبيعى أن نرمز له بالرمز 1 
( أولا نكتبها مطلقاً إذا كانت معامل ) . ولأجل الاختصار نحد من المناسب أن ندخل رمز1 
يدل على (0,1) » #2 هو الاختيار المناسب . 


وهذا الرمز » نكتب 
+ ع - زر ,) دع 


بالإضافة إلى ذلك يكون عندنا ‏ «(1-» > (لا- ,*) - 2 
و عرد - م س1 در جد د م ودر 


بتعريف ١ - ١‏ يكون عندنا (1,0-)-(1(00,1 ,0) الى يمكن كتابها مثل 
1--2: . أى إنه فى © تكون معادلة الدرجة الثانية 


2+1-0ج2 


لحا حل . السبب التاريخى لتطوير نظام العدد المر كب كان محصولا على نظام للأعداد الى 
فيه يكون لكل معادلة الدرجة الثانية حل . وقد تحقق أن ليس لكل معادلة معاملات حقيقية 
حل حقيق ولذلك ابعكرت الأعداد لمر كبة لملاج هذا النقص . وهناك حقيقة معروفة 
وهى أن ليس فقط أن الأعداد المر كبة تكى لإنتاج حلول لكل ممعادلة الدرجة الثانية 
معاملات حقيقية ولكن أيضاً تكن الأعداد المركبة لفمان الحلول لأى معادلة كثيرة 
الحدود بدرجة اختيارية و بمعاملات يمكن أن تكون أعداد مر كبة . هذه النتيجة تسمى بالنظرية 
الأساسية فى الخبر وقد برهنت لآول مرة بواسطة جاوس العظيم(ه) فى عام 3219/46 . 


(#) كارل فريد رش جاوس ( لالالا1 ل 18680 ) وكان الاين العظيم لعامل يومى © وكان 
واحدا من أعظم الرياضيين ولكن أيضا يذكر بعمله فى الفلك والطبيعة والمساحة التطبيقية ٠‏ 
وقد أصبح أستاذا ومديرا للمرصد فى جيتنحن بالمانيا الغربية ٠‏ 


6. 


مم أن © لا يمكن أن تعطى الفواص امرتبة الى بحثت فى الباب اماس ٠‏ فن 
السبل أن بها بالقياس وبالتر كيب التوبولوجى قى الباب الثامن والباب التاسع لأنه 
إذا كانت (( ,«) - 2 تنتمى إلى © فنعرف القيمة المطلقة للمقدار 2 بأنه 

+ *م) داعا 

ويرى بسبولة أن القيمة المطلقة المعرفة حالياً ها الحواص الآتية 

0 0دإم| 

() 0 - إءع | إذا وإذانفقط 2-0 

«(نظ) |د| م[ د زمم| 

«6 رعرع زسزكاء+س|ك زمر 


ويلاحظ أن القيمة المطلقة العدد المركب (نزو*) ح ج هى بالضبط نفس العمود العنصر 
(«رء,) ى 22 . لذلك تكون جميع المواص التوبولوجية للفر اغات الكارتيزية الى قدمت. 
ودرست فى أبواب 4 إلى ؟١‏ هى ذات المنى وصيحة لنظام المدد المركب © . بوه خاض أ 
مدلولات الفئات المفتوحة واللمتعلقة فى © هى كماما اللازمة للفراغ الكارتيزى 22 

وبالإضافة إلى ذلك تطبق نظرية بولزانو - فيرشتراس ٠١‏ - 8 ونظرية هاين -- 
بوريل -١١‏ م ونتائجها أيضاًى © وأيضاً تطبق نظرية 7-15 

القارئ' يجب أن يحفظ هذه الملاحظات الذاكرة أثناء دراسته للميزء الباق من هذا الكتاب . 
وسيلاحظ أن كل المادة التالية الى تستخدم للفراغات الكارتيزية ببعد أكثر من واحد 
تستعمل على حد سواء لنظام العدد المر كب . أى إن معظم النتائج الى سيحصل عليها والمتعلقة 
بالمتتابمات والدوال المستمرة والمشتقات والتكاملات والمتسلسلات اللانهائية تكون أيضاً 
صصيمة لنظام المدد المر كب © بدون تغيبر إما ى النص أو فى البرهان . والاستثناءات 
الوحيدة فى هذا التقرير هى تلك الحواص الى أسست على الحواص المرتبة للفراغ 2 . 

وبذا الممنى يكون التحليل المركب حالة خاصة للتحليل الحقيق » لكى يوجد عدد 
من الملا مح الحديثة الحامة والعميقة لدرأسة الدوال المولومورفية الى ليس لها جزء مقابل 
فى بملكة التحليل الحقيق . وإذن ستجمع جزئياً المظاهر السطحية للتحليل المركب فى الحزء 
الذى ستقدمه . 


«ر-(رآ) وضح أن العدد المركب 22 بحصل عليه من 2 بدوران 5/2 زاوية نصف 
قطرية فى عكس اتجاه عقارب الساعة (907 - ) حول نقطة الأصل . 


1.6 


14 -(ب)إذا كانت من زع 6 وم - (9 هلو ,8 ومه) د 6 فحينئذ المدد 2ع 
يمكن الحصول عليه من 2 بدوران 0 زاوية نصف قطرية صد عقارب الساعة حول ثقطة الأصل . 


+١1-(ج)‏ صف العلاقة المندسية بين الأعداد المركبة 2 » 8 ل يك حيث 0عد ن 
ووضح أن الرامم المعرف للمد المركب 266 بواسطة 8+ 2م (2)/ يثقل دوائر إل 
دوائر وخطوط إلى خطوط . 

١‏ -(د) صف العلاقات الحندسية بين الأعداد المركبة 2 و2 و 1/2 حيث 20 . وضح 
أن الروامم المعرفة بواسطة 2-(8)2 تنقل دوائر إلى دوائر وخطوط إلى خطوط . 
أى دوائر وخطوط تترك ثابتة كا هى بالراسم بم ؟ 1 

١‏ -(ه) وضح أن الروامم المكسية المعرفة بواسطة 1/2 -(1)2 تنقل دوائر وخطوط 
إلى دوائر وخطوط . أى دوائر تنقل إلى خطوط ؟ - أى خطوط تنقل إلى دوائر ؟ افحص 
الصور تحت / مخطوط الرأسية المعطاة بالممادلة . ثابت - 282 ء «الخطوط الأفقية 
ثابت - 1212 » الدوائر - | 2]| ثابت . 


-(ى) افحص الصفة الميزة المندسية للروامم المعرفة بواسطة 22 > (2)جم حدد 
ما إذا كان الراسم بم هو واحد إلى واحد وما إذا كان الرامم م ينقل © إلى جميع © 5 
أفحص الصور تحت م للنطوط 
ثابت > 2 100 و ثابت - جعه8 


والدوائر > |2 | ثابت . 


لحل 


مدنا المادة الملمية فى الفصلين السابقين بقدر كاف من الفهم لنظام العدد الحقيق 
والفراغات الكارتيزية . والآن بما أنه قد وضعت هذه الأساسيات التوبولوجية والجبرية 
فنصبح مستعدين لتتبع أسثلة ذات طبيعة تحليلية أكثر وسنبدأ بدراسة تقاربٍ المتتابعات 
وبعض هذه النتايج فى هذا الفصل ريما تكون معروفة للقارئ من مناهج أخرى فى التحليل 
ولكن يقصد بالمثيل المعطى هنا بأن يكون أكثر تعمقا وبأن يعطى نتائج 0 عقا 

من الى نوقشت عادة ى 0 السابقة . 

أولا سنقدم معنى التقارب للمتتابعة. الى عناصرها فى ”82 ونقر بعص نتاج أولية 
( لكن مفيدة ) عن المتتابعات التقاربية . وحينئذ سنقدم بعض معايير هامة للتقارب . وبعد 
ذلك ندرس التقارب والتقارب المنتظم لمتتابعات الدوال وبعد باب مختصر عن الأباية 
العليا سنلحق باباً أخيراً . ومع إنه شيق يمكن حذفه بدون فقدان الاستمرار حيث النتائج 
سوف لا تستخدم فما بعد . 

بسبب التحديدات المطية اللازمة فى كتاب؛فقد قررنا أن نتبع هذا الفصل بدراسة 
عن الاتصال » التفاضل والتكامل وهذا له وجهة نظر غير موفقة لتأجيل تمثيلا تام 
للمتسلسلات وقتاً. كافياً ويشجع المعل على إعطاء مقدمة مختصرة على الأقل للمتسلسلات أثناء 
هذا الفصل أو يمكنه الانتقال مباشرة ليزه الأول من الفصل الرابع بعد باب 1١5‏ . إذا كان 
يفضل إجراء ذلك . 


الباب الرابع عشر ‏ مقدمة آلى المتتابعات : 

مع أن نظرية التقارب يمكن تمثيلها على مستوى تجريدى جداً ٠‏ فإننا نفضل مناقشة 
المتتابعات فى فراغات كارتيزية "2 منتبين لخالة الخط الحقيق . ويحب عل القارئ أن 
يفسر الأفكار برسم أشكال توضيحية فى ©8 و 72 

17-11, 2, . . .[ تعريف . إذا كانت 5 فئة ماءمتتابعة فى '5 هى دالة على الفئة‎ ١ - ١4 
لأعداد طبيعية والى مداها يكون فى 5 . وبوجه خاص » تكون متتابعة ى ”18 دالة نطاتها‎ 
” فى لز ومداها يكون محتوياً فى‎ 


17 


وبعبارة أخرى تخصص » متتابعة فى “12 لكل عدد طبيعى 2 ,...,1,2 2 ير عنصرآ 
محدوداً وحيدا من "2 . وتقليدياً يشار للعنصر من #20 الذى يخص لعدد طبيعى 8 برمز 
مثل .د ء ومع أن هذه الدلالة تغاير الى تستعمل لممظم الدوال فسوف نتمسك بهذا الرمز 
التقليدى [ لكى يكون مطابقاً لرمز استخدم مابقاً » إذا كانت “2 ج-21: 36 مجتابعة ع فقيمة 
ل عند 610 يجب أن يرمز ا بالرمز (0 الذى هو أفضل من الرمر د ] . 
يما نقبل الرمز التقليدى نريد أيضاً أن نميز بين الدالة ل وبين قيمها ,د - (,)ع 
ومن ثم عندما يرمز لعناصر المتتابعة ( أى قيم الدالة ) بالرمز »د سنشير للدالة بالدلالة 
() دغر أو لالع« : ,«) ع يد 
ونستعمل أقواساً للدلالة على أن الترتيب فى 2 المستنتج بهذا مسألة هامة . وإذن فنحن 
مين رمزياً بين المتتابعة (لاعم: مج -<عغة والفئة (لرع«:.ع) لقيم هذه المتتابعة . 
فى تعريف متتابعات ندون غالباً قامة مرتبة لعناصر المتتابعة. ونقف عندما تكون قاعدة 
التكوين واضحة . أى إنه يمكن أن نكتب 
(...و2,4.6,8) ”> 
للمتتابعة لأعداد زوجية صحيحة . وطريقة أكثر كفاية وتمثيلا هى تعيين صيغة لحد 
العام فى المتتابعة » مثل 
لاع :2) 


وف التطبيق العمل يكون من المناسب غالبا تحديد القيمة .* وطريقة الحصول على 1 < « ,..: 
عندما تكون .< معروفة . ومم ذلك وهذا أكثر تعمما بمكن أن نحدد , وقاعدة للمصول 
على ,,.د من إد,... ربد ,ير . وسنشير إلى كل من هاتين الطريقتين بالتعاريف الحثية 
للمتتابعة . و بهذه الطريقة بمكننا تعريف المتتايعة لأعداد طبيعية زوجية بالتعريف 

1 <م» ,2+2 2 بجمة 2 ختيعا 
أو بالتعريف ( يظهر أكثر تعقيداً ) 

لحن ورك 31 > ربما 2 تا 
وواضح أن طرقاً أخرى كثيرة لتعريف هذه المتتابعة ممكنة . 

والآن سنقدم بعض الطرق لثر كيب متتابعات جديدة من المتتابعات المعطاة . 


14- # تعريف . إذا كانت (,<«) -22 و (يل) - لآ متتابعتين فى ”86 2 حينئذ 


تعرف حاصل جمعهما بأنه المتتابعة (.ا + ,<) لا +6 فى ”#2 ء والفرق بيئهما هر 
المتتابعة نا ,ند) 26-7 وحاصل ضر بهما العددى هو المتتابعة (2.010) -ل1 ٠‏ 26 


١١4 


فى 8# والى بمكن الحصول عليها بأخذ حاصل الضرب العددى دود المتناظرة وإذا كانت 
(,) غ2 متتابعة فى 8 وإذا كانت (لإ) >1 متتابعة فى ”46 فتعرف حاصل ضرب 
المنتابعة ل والمتتابعة 3 بأنه المتتابعة فى 80 ويشار إليها بالمقدار (,لا.») - لا أو إذا 
كانت 1 ع 6 (ن) غ3 فنعرف (ين) -< 036 ل وأخيرآ إذا كانت (ون) ع لا 
متتابعة فى 84# حيث 10540 فيمكننا تعريف خارج القسمة لمتتابمة (.*)- ا فى 
”2 عل 7 بأنه المتتابعة (,نو/,*) - 3/6 . مثال ذلك » إذا كانت 7 و 26 متتابعتين فى 
8 معطيتين بواسطة 
طن _ططن)-؟ اله ...و كم دعر 


22+1 19 9 55 
(.. لمك ...21 ,3) - لجع 
1-تم2 2/717 
و( مله ...)ادير 


,462,0 2,2,6 ,2) ع لاي 
٠.061,‏ ,12718 ,6) 336 


2 0 18, 242 


بالمثل » إذا كانت 2 تدل عل المتتايمة فى 12 والمعطاة بواسطة 


[.. الللكسة,...,1ية,) دج 


حينئذ فقد عرفنا كخ1+ 2غ -ك » 7 لكن 2/6 لا تعرف » حيث إن بعض 
العناصر فى 2 أصفار . 
الآن نأق إلى مفهوم اللهاية لمتتابعة . 


8-14 تعريف . بفرص (,*) -1 متتابعة فى ”88 . يقال للعنصر * من ”1 
إنه نهاية 6 إذا كان يوجد لكل جوار 7 للعنصر * عدد طبيعى ين بحيث إنه لكل 
ا < اء حينئذ ,بر تنتمى إلى 7 . إذا كانت + هى اية ل ع نقول أيضا إن ك1 
تتقارب إلى *< . إذا كانت المتتابعة لها هاية فنقول إن المتتابعة تقاربية . إذا كانت المتتابعة 
ليس لا نهاية. فنقول إنها تباعدية . 

المدلول >1 يستخدم للدلالة على أن اختيار ع يتوقف على 7 . من الواضح أن 
جيرة صغيرة 7 ستتطلب عادة قيمة كبيرة من 0 لكن يضمن أن 1387© لكل 


كط < 2 . 
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قد عرفنا الهاية لمتتابعة (<) - 26 بدلالة الحيرات والمتالحات . من المناسب غالبا أن 
نستخدم العدود ى ”82 لإعطاء تعريف مكاق” الذى سنذكره الآن كنظرية . 


1 نظرية . بفرضص (,<*) - 2 هى متتابعة ى ”12 (إن عنصرا + للمقدار‎ 4 -١4 
نحيث إنه لكل‎ /5)8١ يكون نباية لل إذا وإذا فقسط كان يوجد لكل 0 < م عدد طبيعى‎ 
)كط د فين م>م- بير‎ 


البرهان : نفرض أن + هى نهاية التتابة 26 طبقاً التعريف 4١م‏ . الآن تفرض 
8 > 0 ونعتبر الكرة المفتوحة ‏ (82>|+ - <ز|: 87 ع نر -(17)8 2 الى هى جوار * 
يوجد بتعريف 1١4‏ - #8 عدد طبيعى نمك محيث إنه إذا كانت ركز < هم فإن 
(والاعيد . ومن ثم إذا كانت بم < م فإن م>|ء- ,|| وهذا ينبت 
أن الخاصية المنصوصة تكون صحيحة عندما تكون د لهاية لز . 


وبالمكس . نفرض أن الخاصية فى النظرية "سحميحة لكل 0 < م » يحب أن نثبت أن 
التعريف 0-١4‏ يكون متحققاً . ولإثبات هذا تفرض أن 7 هى أى جوار للعنصر © 
فحينئذ يو جد عدد 0 < ع بحيث إن الكرة المفتوحة (8) 77 الى مر كزها *د ونصف قطرما م 
تكون محتوية فى 3. وطبقاً لخاصية فى النظرية » يوجد عدد طبيعى (8) ع بحيث إنه إذا 
كانت (ع)ظ! < م فإن مه >|«- || . وبصورة ممختلفة نجد أنه إذا كانت 
(1)8 < م فحينئذ (77)8 ,ا ومن ثم 77 .ا وتتحقق المتطلبات فى تعريف 4١م‏ . 
وهو المطلوب إثباته 

4 - ه انفرادية الهاية . يكون لمتتابعة فى ”2 تهاية واحدة على الأكار . 
البرهان:. نفرض - على العكس - أن “نو “# هما نايتا (,<) -26 وأن “م وير 
وانفرقن: أن “و *'77 هما جواران غير متصلين للمقدارين”'* و '* على الترتيب و نفرض 
أن “كد و “كه هما عددان طبيعيان محيث إنه إذا كانت م < 5 فإن “اعد وإذا 
كانت “لم < 5 فإن راجيير . ونفرض "16 ,'>1) مناه - >1 محيث إن كلا 
من الا بعد ا ”يا ععرد . نستنتج أن بعد تنتمى إلى "177*657 مما يخالف التكوين 
وهو كون ”1 ء» ”7 غير متصلتين . وهو المطلوب إثباته 


عندءا يكون لمتتابعة (,<) - 2 فى “2 الهاية + فغالباً نكتب 
() فنا >< 5 ,2 دملا - عر 


أو أحياتاً نستعمل الرمز يج بب . 


كال 


نقول إن المتعابعة (.<) - > فى ”2 محدودة إذا كان يوجد 0 < 84 محيث إن 
34 > اما لحميم لارع م 

5-4 مفترض . متتابعة تقار بية فى: ”82 تكون محدودة . 

البرهان . نفرض أن (2«) دمزا1- ونفرض ]1 ح ع حسب نظرية ١4‏ - غم 
يوجد عدد طبيعى (1) ع4 - ع4 بحيث انه إذا كانت 36 < « يكون 1 <|ء - ,| 
وباستخدام متباينة المثلث نستنتج أنه إذا كانت ل < ص فإن ‏ 1+ ||| > |ماا 
إذا وضمنا (1 + ||| باعص | ,.. ٠‏ مدعل إأع|) مدودمة فين 34 > اكلا نكل 
لالد ” وهو المطلوب إثياته 

ريما يوجد شك من أن نظرية التقارب للمتتابمات فى ”80 تكون أكثر تعقيداً علها 
فى 2 لكن ليست هذه هى الحالة ( باستثناء مواد رمزية ) . وق الحقيقّة النتيجة القادمة هامة 
فى توضيح أن الاستفسارات عن التقارب فى ”2 يمكن اختزالها إلى استفسارات مائلة فى 1 
لكل من متتابعات الاحدا . 

قبل استمال هذه النتيجة سنستعيد أن عنصراً مثالياً * فى 87 يكون مثلا فى تمط 
الاحداثى بواسطة ,طية - مر» . 

١‏ وو وزع) حير 
ومن ثم كل عنصر فى التابعة (,) فى ”8# له تمثيل مشابه » أى ان 
)رو .0 ورد وو ) نر 

وببذه الطريقة تولد (*) © ط متتابعة لأعداد حقيقية هى (مره) ,.. . و(.2*) ,(-د*) 
والآن سنوضح أن تقارب المتتابعة (.“) هوصورة منمكسة لتتقارب هذه لام من متتابعات 
الاحداثبات . 

0-١4‏ نظرية , المتتابعة () فى 829 حيث 

لاع« لووك ٠.‏ وصدعة ومد) 2 با (14.1) 
تتقارب إلى عنصر ‏ (ملا ...ردلا ,الا) لا إذا وإذا فقط كانت المتعابعات المناظرة م 
لأعداد حقيقية ْ 
,ا للم) ولم) 

تعقارب إلى ملز , . .. ردلا ,دا عل الثر تيب . 

البرهان . إذا كانت برح يا فإن. ع > || بر ي* || عند(ع) ‏ <* . وحسب 
نظرية بم ١١-‏ نجد أن لكل مر,... ,2و1 ح تر 


لللمل 


يكون لدينا 8>|إلا- مد| > إرنا-ءند| لكل (6) < م 
ومن ثم كل من هذه ال م من متتابعات الاحداثيات يحب أن تتقارب إلى المدد الحقيق 
المناظر . ْ 
وبالئكس ء نفرض أن المتتابعات فى ( ١ ١4‏ ) تتقارب إلى ريز عند 
.م و... ,2و1 ح ثر وبأخذ 0 < ع فإنه يوجد عدد طبيعى (284)8 بحيث انه إذا كانت 
(3) 84 < » فإن 1 
ولمع >إنرحبود| عند 2,...,2-0 ,21 


ومن هذا ينتج أنه عندما (44)8 < 8 حينئذ 


2 > تور - مها ب - ”اد - مدا 


أى ان المتتابعة (يم*) تتقارب إلى بز . وهو المطلوب إثباته 
بعض أمثلة : 


الآن سنعرضشس بعض الأءثلة لإثبات تقارب متتابعة مستخدمين فقط الطرق المتاحة 
الآن . ومن الملاحظ أنه لكى نستمر يحب أن نخمن قيمة الهاية بفحص سابق للمتتابعة . 
وتشمل كل الأمثلة الى ستعرض فيا بعد بض مهارات وتحايل ولكن النتايج الى تحصل 
عليها ستكون مفيدة لنا فى إثبات ( بأقل عمليات تصرفية ) التقارب الحتابمات أخرى . 
لذلك سنكون مهتمين بالنتاج بنفس درجة اهتّامنا بالطرق . 


4 م أمثلة . ( 1 ) بفرض (.>) هى المتتابعة فى 2 حيث 1/8 حي . فسنوضح أن 
نما (/1) > 0 . ولإثبات هذا نفرض أن 0 < ع ٠‏ وطبقاً النتيجة +7 (ب) ( خاصية 
أرشيدس ) يوجد عدد طبيعىي (8) محيث ان 8 > (1/8)8 حينئذ إذا كانت 
(2)8 < 5 فيكون لدينا 

1 
(ع) 16 


68> د مدير »و 
11 


ويتر تب على ذلك أنع > | 0 ,ير | عند (85)8 <«# . وما أن 0 < ع اختيارية فهذا 
يرهن أن ناية (1/5) > 0. 


(ب) إذا فرضنا أن 0 < » ونعتبر المتعابمة [86--1/)1] > ل فى 2. فسنوضح أن 
الها ل - 0 . أولا نلاحظ أن ١‏ 


١1 


لدي 1 
2 +1 


0> 


نريد الحد السائد أن يكون أقل من القيمة المعطاة 0 < م حيث 8 كبيرة كيرا كانياً . 
باستخدام نتيجة +7 (ب) ثانيا نجد أنه يوجد عدد طبيعى (8) بحيث ان 48 > (1/75])8 
حينئذ إذا كانت (5)8 < ” فيكون لدينا . 


1 1 1 
6 م266 > هم 06 +1 


0> 


وين ذلك ينتج أن ع > |0- (هم + 1) /1| عند (8)ك < #. حيث 0 < 8 اغتيارية 
فهذا يوضح أن لها ل - 0. 


0( افرش 512 تحقق 1 > 8 > 0 واععتير المنتابعة (87) . سنوضح أن 
نها (8) ع 0 ولإثبات هذا » يكون من ا مناسب أن نكتب 8 فى الصورة 


حطوثت 
دم 


حيث 6<0 ونستخدم متباينة برئولى 64 +14 <#إه +-1) عند لام 
( انظر أمرين هج ) إذن 


1 1 


ل 1 00 
1 كو 1 06 1 


كا فى المثال السابق إذا كانت 0 < ع معطاة فحينئذ يوجد عدد طبيعى' (4)8 محيث أن 
ع >|0-ث" | عند  )8(‏ < 8« . وإذن يكون لدينا بها نها (6) > 0 . 


(د) نفرض أن 0 < © ونعتبر المتتابعة ('0) . سنوضح أن نه ('0) -- 1 
أولا نفرض أن1 < © حينئذ .4 +1 - "0 حيث 0 < ,4 ومن ثم حسب متبايئة برنويل 
مف +1 د "(ل +1) د 
ومن ذلك ينتج أن .4م <1-عم ماأن 1 <غ» يكون لدينا 0< 1-م6 . وإذن 

بإعطاه 0 < © فإنه يوجد عدد طبيعى (4)8 محيث انه إذا كانت (ع) 2 < ” »ء فإن 


1ع 


0و كدمكل -1-الاع >0 


لالك ع >|1 .115 | عند (ع) ع  <‏ كالطلوب . 


1١19 


الآن نفرضص أن 1 > ء > 0 ( لأن الحالة 1 ع م واضحة ) حينيذ (مط+1/)1- "نع 
حيث 1,<0 ومن ثم حسب متباينة برنولى 


للم طن الج مو 
مال امل+ 1 © “20 +1) 

ينج أن 1/06 > ,8 >0 . ولكن ما أن 0 < م » فبأخذ 0 < 6 يوجد عدد طبيعى(2) 8 
محيث انه إذا كانت (8) م < 5 حينئذ 


00-7 1 
0 1+ 


لذلك 1|>8-"'ء| عند (5)8 < # كلمطلوب 


1> 


0>1-> 


(ه) اعتير المتتابعة | (05.) كر . سنوضح أن لها كل 1 0 وهى حقيقة 
ليست واضحة نوعاً ما. نكتب برط + 1 - 4/85« حيث 0 < بي عند 1 < # ومن ثم 
"(+1)-72 . بنظرية ذات الحدين عند 1 < 8 نحصل على 


ف لاحقكاىي 1 حجمم 5 
2 0 ا 2 نا 


ومن ذلك ينتج (1 - )2 > *,/ بحيث ان 


2 
م6 
الآن. بفرض 0 < غ معطاة » فإنه يوجد (42)8 بحيث انه إذا. كانت (2)8 < م 
فينتج 2/2ع > (1 -1/)6 ومن ذلك ينتج أن 8 > ير > 0 وأيضا 
م>ك ىناع 1- "أن > 0 
عند (8)/ <” . وما أن 0 < ع اختيارية فهذا يبرهن أن نها (”"0) - 1 . 
هذه الأمثلة توضح أن هيكل النتائج الى ستجمل البراعة المستعملة هنا غير ضرورية 
سيكون مفيداً للغاية . سنحصل على مثل هذه النتائج ف البابين القادمين ولكن سنختمم هذا الباب 
بنتيجة مفيدة غالباً جد , 
14- 9ونظرية . بفرص (,*) - 6 متتابعة فى “1 ونفرض أن "2ع ير 
بفرض . (,ره) ح- 4 متتابعة فى 82 بحيث ان 
(1) 0 - ريم هنا 
(13) إمه | © > || حم || عند بض 0 < © وكل للع م 
فإن نها (م<) - » . 
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البرهان . نفرض 0 < ع معطاة . وما أن نها 0 > (ير») فيوجد عدد طبيعى () ع2 
محيث انه إذا كانت (ع)ك5 < «” فإن 
ع > |0 جيه © - إمه| © 
ومن ذلك ينتج أن 
ع ك |مه| © > || - بنداا 
لجميع (8) <” . وما أن 0 <ع اختيارية فنستنتج أن ها (,*) - بر 
وهو المطلوب إثياته 


تمرينات : 


4 -(أ) بفرض أن 8#ءم . وضح أننا (سرة) - 0 . 

4 - (ب)أثبت أننها [(1 + م)/! مراع د02 . 

4 -<ر(ج) بفغرض (,*) > 10 متتابمة فى ", و تتقآر ب إلى << ء» وبفرض 1ع 
أثبت أن ما (ر<م) - به , 

14 -(د) بفرضص (,*) ح كر هى متتابعة فى "8 ومتقاربة إلى * » وضح أن 
نما (|| م ||) > || || . (إرشاد : استعمل المتباينة المثلثية ) . 

4 -(ه) بفرض أن (,») - كا متتابعة فى 88 والفرض أن نما ([| ,,* ||) - 0. 
أثبت أن نا (,*) - 0 . لكن اعط مثالا فى © لتوضح أن تقارب (إي*|) ربما يستلزم 
تقارب )م : 

١4‏ -(و) أثبت أن نها («//1) ح 0 » وف الحقيقة إذا كانت (رر3) متتابمة 
لأعداد موجبة وكان نها ,0 ح (ي) فإن نا («/) -0. 

14 -(ز)إذا كانت 468 تحقق 1 < 4 استخدم متباينة بورنولى لتوضيح أن 
المتتابمة (47) ليست محدودة فى 8 ومن ثم ليسث تقاربية . 

14 -(ح) بفرض أن +61 تحقق 1 > 6 > 0 فوضح أن نا ("م) - 0 
( إرشاد : استعمل نظرية ذات الحدين كافى مثال 14-م(ه) 

4 -(ط) بفرض (بر) ح ل متتابعة لأعداد حقيقية موجبة بالضبط بحيث ان 
نهال/,.,*) > 1 . وضح أنه عند بعض قي للمقدار م محيث 1[ > 7 > 0 وبعض قيم 
للمقدار © بحيث 0 < © يكون لدينا 077 > ,رد > 0 لكل قيمة لاع م . كبيرة كبراً 
كافياً ) . استخدم هذا لتوضح أن نها (,<) - 0 . 


4 - (ى) بفرض أن (,خ) > ل متتابعة لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة يحيث أن 
نه (*/.م*) >1 . وضح أن ل ليست متتابعة محدودة وحينئذ ليست تقاربية . 

4 - (ك) اعط مثالا لمتتابعة (ر*) تقاربية لأعداد حقيقية موجبة بالضبط محيث ان 
نا (,ر/+,») ح 1 . اعط مثالا لمتتابعة تباعدية بهذه الخاصية . 

4 - (ل) استخدم النتايج من ( تمرينى ١4‏ - طء ع ١‏ سدى ) للمتتابعة الائية : 
رعنا 0 <عى8 > 1,1 > ه>0) : 

(أ) 9م (ب) دم 

(ج) 5م) (د) رق 

ره (رلسرسم) ور22) 

4 - (م) بفرض (,)- متتابعة لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة بحيث أن 
نا (9!) < 1 وضح أنه لبعض قم م حيث 0>7>1 فإن  0>«,>7*‏ لكلقيمة 
لزع م كبيرةكبراً كافياً . استخدم هذا لتستنتج أن نها (,) - 0 

4 -(ن) بفرض (,)- 2 مكتابعة لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة محيث أن 
نها !*) > 1 وضح أن ل ليست فئة محدودة ومن ثم ليست تقاربية . 

4 - ( س) اعط مثالا لمتتابعة تقاربية (.*) لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة بحيث 
أن نها(؛<) ع 1 . اعط مثالا لمتتابعة تباعدية بهذه الخاصية . 

» ل بإلقاء النظر على تمرينى 14م‎ - ١4 (ع ) افحص تقارب المتتابعة فى تمرين‎ - ٠4 
علدت‎ 

4 - (ف) افحص تقارب المنتابمات الآثية فى 2 

3 1 
)رطع ب (©) 
7 « 
© و 06م 
الباب الخامس عشر - متتابعات جزئية وتوافيق : 

يعطى هذا الباب بعضن معلومات عن تقارب المتتابعات الى يحصل عليها بطرق مختلفة 

من متتابعات معروفة بأنها تقاربية . وستساعد فى إمكانتنا من فك مجموعات: لمتتابعات تقاربية 


بتوسع نوع ما . 

١-1‏ تعريف . إذا كانت (2)- كر متتابعة فى ”2 وإذا كانت على سبيل 
الحخصر >6 >00-> يم > رم ١‏ متتابعة مز أيدة لأعداد طبيعية » حينئذ المتتابعة 
"نز فى ”2 المعطاة فى الصورة 


لدليل 


(2 معار وروي ب 
تسمى متتابعة جزئية من 2 . 
ربما يكون من المفيد أن نربط بين مدلول المتتابعة الحزئية وبين تحصيل دالتين . إذأ 
رضنا أن يم هى دالة بنطاق بع ومدى فى لع ولفرض أن ع متزايدة مضبوطة معى أنه 
إذا كانت 72> فإن (0)م>(0)ج . حينئذ بم تعرف متتابعة جزئية من (2)- 6[ 
بواسطة القانون 
(لاع ب ابىي*) > ع مغ 
وبالمكس . كل متتاهة جزئية للمقدار 6 لها الصورة م 0< لدالة ما متزايدة مضبوطة 
حيث بم ء لظ -(ع)2 ٠2‏ للاء(ه)5 . 
من الواضح أن المتتابعة معطاة متتابعات جزئية مختلفة كثيرة . وبالرغم من أن النتيجة 
الآتية أولية جدا فلها أهية كافية ماعثم جلها صريحة . 
١ - ٠‏ مأخوذة أو مفترضص . إذا كانت متتابعة 6 ى ”82 تتقارب إلى عنصر * 
حينئذ أى متتابعة جزئية من 26 أيضاً تتقارب إلى ** . : 
البرهان . بفرضص 7 هى جوار لباية المنصر * ٠»‏ من التعريف يوجد عنصر طبيعى 
با حيث أنه لكل بعل < 8 فإن ير تنتمى إلى 7 . الآن نفرض “2 متتابعة جزئية 
من لآ . مشلة 


(... و ...روم ور) اك 


بما أن « <م حينئذ ب < .م ومن ثم 7 تنتمى إلى “2 . هذا يبرهن أن 6 تتقارب 
أيضاً إلى * . ١‏ وهو مطلوب إثباته 

16-" نتيجة . إذا كانت (.<*) >- 6 متتابعة ححيث تتقارب إلى عنصر * من ”14 
وإذا كانت #2 أى عدد طبيعى فحينط المتتابعة ‏ (... ,ددم ,ر..)- ”6 أيضاً تتقارب 
إل *. 

البرهان . بما أن “2 محتابعة جزئية من كل » فالنتيجة تنتج مباشرة من المفتر ضة 
السابقة . 

وجهت النتائج السابقة وبدرجة كبيرة إلى برهئة أن متتابعة تقترب من نقطة معلوية . 
ومن المهم أيضاً أن نعل بدقة ماذا نعنى بقولنا أن المتابمة 6 لا تقترب من * . النتيجة 
القادمة أولية ولكن ليست تأفهة وتحقيقها جزء هام من ثقافة كل شخص لذلك ستترك 
برهائها بالتفصيل للقارئ , 

كل 


: إذا كانت (,) -ع متتابعة ى 229 حينئذ النصوص الآتية متكافتة‎ . 4-١6 

() 23 لا تقترب من *0. 

(ب) يوجد جوار 3 للمقدار بد محيث أنه إذا كانت م أى عدد طبيعى فإنه يوجد عدد 
طبيعى 0 < (71)0 - :زر بحيث أن برد لا ينتمى إلى 17 

( ج) يوجد جوار 2 للمقدار * ومتتابعة جزئية “ل للمقدار ل بحيث لا يوجد أى 
عنصر من عناصر ”آ وينتمى إلى 7 . 

هو و أمثلة )١(.‏ نفرضص 8 متتابعة فى 12 وتتكون من الأعداد الطبيعية . 

20.0.7.267 ,1) - ك1 
نفرضص أن * أى عدد حقيى ونعتبر الموار ”7 للمقدار « الذى يتكون من الفترة المفتوحة 
(1+ع,1-ع) . وطبقاً لخاصية أر يدس 5 -5 يوجد عدد طبيعى نكل نحيث 
أن .و >1+عر ومن ثم إذا كانت #0 < م فينتج أن حير لا تنتمى إلى 37 . 
وإذن المتعابمة الحزئية (...,0+1ك ,.#) - ”كار من ليس لا نقط فى ١”‏ . مما يثبت أن 
لاتقارب من *. 

(ب) نفرض (,() >3 متتابعة فى 2 وتتكون من( +.1(5-),...,1,1-)2 ل 
نترك ذلك للقارئ ليوضح أنه لا توجد نقطة مز . باستثناء إمكانية 1 ع > بر يمكن أن 
تكون نباية «را. وستوضح أن النقطة 1 > لآ ليست نهاية مر » واعتبار الحالة الى 
فيها 1 ل ح بر تشابه الحالة السابقة تماماً . بفرض أن 1 جوار 1 ح بر ويتكون من 
الفئرة المفتوحة (2,0-) . حينئذ. إذا كانت # زوجية فإن العنصر 1+ - *(1-) - رلا 
لا ينتمى إلى /آ . لذلك بعجنب الفئة الحزئية ' من 7 المناظرة إلى لا1 ع8 ,21 - ”م 
الحوار ,مما يغبت أن 1 حبر ليست نهاية 37 . 

(ج) بفرض (,,) - 7 متتابعة فى 8 حيث 0 < ,ج عند 1 < #8 . نستنتج أنه 
لا يوجد عدد 2>0 بحيث يمكن أن يكون نهاية 2 . وفى الحقيقة » الفئة المفتوحة 
(2>0*: 8ع «)- 17 هى جوار المدد 2 لا يحتوى على أى عنصر من 2 . هذا يوضح 
( ناذا ؟ ) أن 2 لا يمكن أن تكون نهاية 2 . ومن ثم إذا كانت 2 للا نهاية فهذه الهاية 


بحب أن تكون موجبة . 


توافيق المتتابعات : 


النظرية الآتية تمكن الشخص من استمال العملدات الحبرية للتعارف -1١4‏ 8 . لتكوين 
متتابعات جديدة ممكن التنبوء بتقار.ها من تقارب المتتابعات المعطاة . 


١14 


5-16 نظرية. (أ) بفرض ل ع ظ متتابعتين فى ”2 وتتقاربان إلى * ء بر 
على الث تيب . حينئذ المتتابعات لا ٠‏ 6 و لز -26 رلا + 26 تتقارب إلى لا ٠‏ + كنز - عر ,+ عر 
على ألثر تيب . 

(ب) بفرض (,) - ع1 متتابعة فى ”2 بحيث تتقارب إلى د ونفرض أن :(مم) - 4م 

متتابعة فى 88 وتتقارب إلى © فينتج أن المتتابعة (,د.ه) فى “82 تتقارب 
؟ 

( ج) بفرض (.2)-36 متتابعة فى ”40 بحيث تتقارب إلى * ونفرض أن ء 
(,) > 8 متتابعة لأعداد حقيقية غير صفرية وأنها تتقارب إلى عددم لا يساوى صفرا » 
حينئذ المتشابعة (,د' ,ط) فى ”82 تتقارب إلى '-م . 


البرهان . (أ) لنوضح أن + دح (,+,») نحتاج لتقيم مقدار 
+ع - تسر »)اا 
ولكى نفمل هذا فإننا نستخدم متباينة المثلث لتحصل على 
الح + - .)|| > الج ع - لور + مهما 


151 
إد- ملو +« - مضنا بك 05:10 


من الفرض نجد أنه » إذا كانت 0 < 8 فإننا يمكننا اختيار وك بحيث أنه إذا كانت 


بك - د فإن 2 >|«-ء| ونختار وك بحيث أنه إذا كانت كر < م فإن 
2 >|<- «ا| ‏ ومنثم إذا كانت (مك] ب,1) منود عوك < 8 حينذ 


الستنتج من (٠١-١)أن‏ 
ع ع 2/ع + 2/ع > إإج+ ع) - رمر+ )|| 
مما أنه ممكن إجراء ماسبق لكل 0 < ع اختيارية » فنستخلص أن 1+ تتقارب إل 
1+ * وبالضبط يمكن استخدام نفس المناقشة لنوضح أن 26-1 تتقارب إلى 1 -* . 
لبر هان أن لا ٠‏ 26 تتقارب إلى ٠ ١‏ * نقوم بإجراء المقايسة 
ان :)+ زر مت حير )| - اير ١‏ سحبر: ذا 
ا «١‏ ماع |(« حر ٠‏ مداع 
باستخدام متباينة شفارتز » نحصل على ٠‏ 
||«د(| أاعد - ضداا+ اذ - ١١ا||‏ المندا| ع ابر ١ ١‏ دا (15.2) 
يوجد طبقاً للمفترض ١4‏ - + عدد 0 < 4 الذى يكون حدا أعلى للمقدار (إإد|| .|| 
وعلاوة على ذلك نستنتج من تقارب7 ولد أنه إذا كانت 0 < ع معطاة حينئذ يوجد عددان 
طبيعيان رك ور محيث أنه إذا كانت ,كل < م فإن 234/ع > |إبر- .|| وإذا كانت 


ا كمال 


وك < م فإن 284/ع > | - دد| . الآن نختار (يك ,رك1) مدو >5 فينتج أنه إذا كانت 
< 8 فنستنتج من ( 16 ؟) أن 
|اء - ضدا| كه + إن - منر| 4ق ك زر و٠‏ مد 
ِ م خيي)0: > 
هذا ييرهن أن 7 . لا تتقارب إلى « . * . 
يبر هن جزء (ب) بنفس الطريقة 
لبرهنة (ج ) نقيم ونحسب كا يأق : 


ادس لسغ سخ )| -إمة هيما 


1 
|«- متلا رج + اا 


| 2 
ا 


وطحة 
- مه طم + امد لطا - 


الآن نفرض أن 0 < 34 بحيث أن 
“ا>ام مه اضا>يج 
ومن ذلك ينتج أنه يوجد عدد طبيعى وك بحيث أنه إذا كانت مكل < م » فإ 
د> ام 5ه اطا>طج 
١‏ 
ومن ثم إذا كانت ل < » » فإن التقيبم السابق ينص 


|اء< مدا قمة + ضح مة| 


1 1 
]3 عخ-طر| 


لذلك إذا كانت 0 < ع عدداً حقيقياً معيئاً فإنه يوجد عددان طبيعيان جل وركل بحيث أنه 
إذا كانت رك < « فحينذ 2843/م>إط ءة| وإذا كانت يك 2< # حينئذ 
24 > || - | وبفرض (,جة ,,< ,,>1) وده - جز نستنتج أنه إذا كانت 6 < م » 
فإن 


ات 


86 يرت إن 1 1 
8427 تبرج > | | 


ممايثبت أن (.5/0) تتقارب إل 5/< . وهو المطلوب إثباته 
١‏ ب تطبيقات . مرة أخرى نعير اهتاماً دقيقاً إلى المتتابمات فى 2 
(أ) إذا كانت (,2<) -7 هى المتتابية فى 28 المعرفة بواسطة 


1[ جمهر_ 
لذاتاننا م 
نلاحظ أنه بمكدنا كتابة ,»د فى الصورة 
0 5 
م/1+5 " 


أى أن 5 يمكن اعتبارها كخارج قسمة (م/1 +2) - لا ء («/1+5)-2 . بما أن 
المتتابعة الأخيرة تتكون من حدود ليست صفرية وطا نهاية 1 ( +اذا ؟ ) فإن النظرية 
السابقة تسمح لنا باستنتاج أن 


(ب) إذا كانت (,«) -ع هومتتابعة ى ©# وتتقارب إلى * وإذا كانت م كثيرة 
حدود ء فإن المتتايعة المعرفة بواسطة (2 ©7:(-*<)م) تتقارب إلى (*«) م 
( إرشاد : استخدم نظرية ٠ - ٠٠‏ والاستنتاج ) ١‏ 

(ج) نفرض أن (,) - متتابعة فى © والى تتقارب إلى * ونفرض م هى دالة 
قياسية » أى ()؟/(9)م -(9)م حيث » م ,و كثيرتا الحدود. ونفرض أن (4)0 و 
(*)ه ليست أصفارا » حينئذ المتتابمة (ع7)*,(:2) تتقارب إلى (*) م 
(.إرشاد : استعمل جزء (ب) ونظرية 5-096). 

نحم هذا الباب بنتيجة مفيدة غالباً . وهى توصف أحياناً بالقول « يجتاز شخص إلى» 
اللهاية فى معباينة » . 

-مفترض. نفرضص. أن (.*) - متتابعة تقاربية فى ”22 بنهاية + . إذا 
كان يوجد عنصر © فى ”2 وعدد 0 < م محيث أن: > |إء - .|عندما تكون #8 كبيرة 
كبر كافيا فإن + > |[ه - | 

البرهان . الفئة (م <|إء - برإ|: ”2ع بر] - 57 فئة جزئية مفتوحة فى 829 . إذا كانت 
لاع * فإن 3 هى جوار *” وأيضاً 17 © يرد لقيم 8< الكبيرة كبر كافيا ما يخالف الفرض » 
ولذلك / »ا ومن ثم يكون عندنا , > |[ - | 

ومن المهم أن نلاحظ أننا افترضنا وجود الهاية فى هذه النتيجة لأن الفروضص الباقية 
ليست كافية 'لكى تمكنا من البرهنة على وجودها . 


1١1 


تمرينات : 

٠‏ -(أ) إذا كانت () ٠‏ (,ز) متتابتمين تقاربيتين لأعداد حقيقية وإذا كانت 
اك« لكل لقعم فإننا () د انها 0 . 

1١١‏ - (س) إذا كانت  7-)2.(‏ ء (.)- ل متتابمتين لأعداد حقيقية بحيث أن 
كلا مهما تتقارب إلى 6 وإذا كانت (.2)- 2 محابعة بحيث أن ,ركب كدير 
عند لازعم ء فاثبت أن 7 تتقارب أيضاًإل © . 

١٠‏ - (ج) :إذا كان * معطاة بالصيغ الآتية فحقق إما التقارب أو التباعد للمتتايمة 


(>) دعر 

(1) "لاد (ب) لديم 
(ج) سككد-.م» ره) لتب ديم 
(«) معام ديع (و) «منوتع 


٠٠‏ (د) إذا كانت 6 » 8 متتابعتين فى "8 وإذاكانت لآ ل 2 تتقارب . هل 
1 ء 73 تتقارب وتحقق نما (8 لل ل[) لها #6 ايها «ا ؟ 

١٠‏ -(ه)إذا كانت ل » [ متتابمتين فى "8 وإذا كانت 7 . 1 تتقارب هل 
» 3 تتقارب وتحقق نما (17. 10) ح الها 23 ها 2 ؟ 

)/( -(و) إذا كانت (.*) - متتابعة موجبة متقاربة إلى + ء حينئذ‎ 1١ 
تتقارب إلى «/ه .(إرشاد : له + د له)/(< - ى«) ع عر يول عنفيا؟ "وق‎ 

١١1-(ز)إذا‏ كانت («)- يح متتابعة لأعداد حقيقية بحيث أن (.)-لآ 
تتقارب إلى صفر حينئذ هل 16 تتقارب إلى صفر ؟ 


٠٠‏ -(ح) إذا كانت له-1 جين - بير هل المتعابعات (00) - 6 او 
(مل/) لا تتقارب ؟ ١‏ 
٠‏ -( ط) بفرض أن () متتابعة فى "8 يحيث أن المتتابمتين المزئيتين (ررو) » 
(..ع*) تتقاربان إلى "عد .أثبت أن () تتقارب إل * . 
١‏ -(ى) بفرضص (») © (.) متتابعتين فى © محيث أن نها (ي) يون ونا 
(.9*) موجودة . أثبت أن نها (.) تكون أيضاً موجودة 


١٠٠‏ - (2) هل تمرين ١١‏ - قا يظل صميحاً فى 87؟ 


لحل 


ه-(ل) إذا كانت .>0 وإذا كانت "("48+06)-.م . حينئذ 
7 م د 1 7 [ 
- - 6١-(م)‏ كل عدد غير قياسى ى 8 هو الهاية لمتتابعة لأعداد قياسية . كل عدد قياسبى 
فى 2 هو إلباية لمتتابعة لأعداد غير قياسية . 

٠‏ (ن) إذا فرضنا "# - 4 » 2ع حينئذ * هى النقطة الحدودية للمقدار 
4 إذا وإذا فقط كانت توجد متتابعة (2ه) عناصرها فى 4 ومتتابعة (.8) عناصرها فى 
(4)© بحيث أن 

(مط) ديلا ع عر > زيه) دنا 


4 (س) بفرض أن “# حلم اء “عير حينئذ ب هى نقطة تجميع للمقدار‎ ٠ 
. < إذ وإذا فقط كانت توجد متتابعة (6) لعناصر مختلفة فى 4 محيث أن (يه) صلا-‎ 
إذ و1 توجد متتاب اصر بح‎ 

١‏ (ع) إذا كانت نما (ي*) عد وإذا كانت لال » 2 اله +66 >> |[ء - ااهل ينتج 
أن > |ء-عز ؟ 


مشروعات : 

.»©-1٠‏ بفرض 4 قيابى أو مترى على فئة 24 بمفهوم تمرين م - اق . إذا كانت 
() - 26 متتابعة فى 84 » حينئذ يقال لعنصر 24 ع©* إنه نجاية كل . إذا كان يوجد 
لكل 0< ع عدد(ع) 1 فى لا بحيث أنه لكل (ع) كك < م يكون #>(< ,)4 

استخدم هذا التعريف ووضح أن نظريات 1+6- 6ء 6( 4 , ورمع 
ورم »ء و١‏ - غ يمكن امتدادها إلى الفراغات المثرية . وضح أن المثريات .4 ,دك ,رك 
فى 8 تؤدى إلى نفس المتتابعات المتقاربة فى 8 . وضح أنه إذا كانت 4 هو مترى 
منفصل على فئة » حينئذ المتتابمات الى تتقارب فقط بالنسبة إلى 4 هى الى تكون ثابتة بعد 
عدد طبيعى ما . 1 

8-٠‏ . بفرض أن م تشير إلى مجموعة كل المتتابعات المحدودة فى 8 © وبفرض 
© تدل إلى اخمموعة لكل المتتابعات التقاربية ى #2 ٠»‏ ويفرضن © تشير الجموعة من كل 
المتتابمات فى 8 والى تقترب إلى صفر . 

(1) بحاصل جمع ا + ل وحاصل ضرب كه مثل المعطى فى تعريف 8-١4‏ 
اثبت أن كلا من الموعات السابقة هو فراغ المتجه الذى يكون فيه عنصر الصفر هو المتتابعة 
(...,0,0) -0 

(ب) فى كل من المجموعاكت © © ,2070 عرف العمود (2)-2 بالصورة 

(لالع م نامدا منه د اعد . وضح أن هذا التعريف ف الحقيقة ينتج عموداً . 


قل 


(ج) إذا كانت ل ء لآ تنتمى إما إلى م و +7 أو إلى م6 فإن حاصل الضرب 203 
ينسى أيضاً إلها 51(|اءة| > الاتعدا| . اعط مثالا لتوضح أن علامة التساوى 
ربما تكون سميحة فى هذه العلاقة الأخيرة واعظ مثالا آخر لتوضح أن التساوى ريما يفشل . 

(د) وضح أن المثرية المستنتجة بواسطة العمود فى جزء (ب) فى هذه الفراغات يعطى 
بالعلاقة إل ع 2 : [ءر - ,د |) مده - ( ,4)36 

(ه) وضح أنه إذا كانت متتابعة (30) تتقارب إلى لآ بالنسبة إلى المترى فى (د) > 
فإن كل متتابعة الأحداق تتقارب إلى نفس الأحدائ المناظر فى 37 . 

( تحذير : (6) متتابعة فى 8# بين 0 متتابعة فى م و 8« أوى» © أى 
« متتابعة لمتتابعات » فى (8 ) . ١‏ 

(و) اعط مثالا لمتتابعة (,ا) فى ىح نحيث أن من متتابعات الأحدالى كل متتابعة 
متساوية الدرجة تتقارب إلى صفر لكن (4)7000 لا تتقارب إلى صفر . 
الباب السادس عشر ‏ معيارات أو مقياسان للتقارب : 

للآن الطريقة الرئيسية الممكنة لتوضيح أن متتابعة تقاربية هى أن نطابقها كتتابعة 
جزئية أو مجموعة جبرية مؤتلفة من متتابعات تقاربية ويمكئنا عند إجراء هذا أن نحسب 
اللباية مستخدمين نتائج الأبواب السابقة . ولكن عند عدم إ.كانية إجراء هذا فإننا نرجم إلى 
تعريف ١4‏ - م أو نظرية ١4‏ - 4 لكى نثبت وجود الهاية .واستمال هذه الطرق الأخيرة 
له عيب يستحق الذكر وهو أثنا يحب أن نعر ف ( أو نشك على الأقل ) قبل ذلك فى القيمة 
الصحيحة للهاية و بعد ذلك نحقق أن شكنا صميح . ْ 

يوجد حالات كثيرة ولكن لا توجد طريقة مرشحة واضحة لباية «تتابعة معطاة وحى 
التحليل الأولى قد يةودنا إلى الاعتقاد بعدم وجود تقارب . فى هذا الباب سنعطى بعض 
نتائج أعمق عما سبق ذكره فى الأبواب السابقة والتى بمكن أن تستعمل لتقرير تقارب المتتابعة 
عندما لا يوجد عنصر خاص ممثل نفسه كقيمة الباية . أول نتيجة فى هذا الاتجاه هامة جداً . 
ومع أنه ممكن تعميمها فى 220 » لكن من المناسب أن نحصر نصبا فى حالة المتتابعات فى +1 

١ -4‏ نظرية تقارب باطراد . بفرضص (.+) - ع متتابعة لأعداد حقيقية ومتزايدة 
باطراد ممتي أن ٠٠١‏ ك رركا ك رد كد ٠٠١‏ ك وعد كد رد 
فينتج أن المتتابعة 6 تتقارب إذا وإذا فقط كانت محدودة . فى هذه الحالة : 

() مناد > (ىد) دسا 

البرهان . قد ظهر فى مفترض ١4‏ + أن المتتابعة التقاربية محدودة . إذا كانت 

نا (,*<) ح عر اء 0 < ع ء حينئذ يوحد عدد طبيعى ‏ 


يل 


يو دحيو 
56 2 


4 3ه 2 ل 


فكل وود ولع 
(ع) ‏ محيث أنه إذا كانت (م)1 < م » فإن 
2+8 > مداع م8-ر 
بما أن لا تزداد باطراد فتعطى هذه العلاقة 


ع + » ك (,<) مداو > ع - عر 


ومن ذلك ينتج أن ع > إ|لم«) مده - | . وما أن هذا يكون حيحا لكل 0 > م فستنتج 
أن (,) مده - : > (,2) ستنا 
وبالمكس » نفرضص أن (,<)-- 6 متتابمة متزايدة باطراد ومحدودة لأعداد 
حقيقية . وطبقاً لمبدأ العلو . فإنه يوجد (,<) ناد - *ع 00نات 5100061‏ وستوضح أنه 
ناية كر . ويم أن عد هى الحد الأعلل للعناصر فى 26 فينتج أن *ع ع ب عند لارع مر 
وبما أن ** هى علو للمتتابعة م » إذا كانت 0 < ع فإن العدد ع * ليس الحد الأعل 
للمتتابمة ل و يوجد عدد طبيعى (4)8 بحيث أن 
> عير 
ومن وجهة نظر خاصية الاطراد للمتتابعة لل لكل (5)8 < 2« نجد أن 
*ع كع رن > ود *ير 
ومن ثم ينتج أن ع >|*- .| وخلاصة الشررح هى أن للعدد (,,) وناو *ير 
الماصية أل تقول إنه يأخذ 0 < ع يوجد عدد طبيعى (4)8 ( متوقفاً م ) محيث أن 
ع >|**-.| طلما (1)8 م« وهذا يوضح أن جز رفاح *يد 
وهو المطلوب إثبائه . 


؟ نتيجة. بفرض (,) -76 متتابعة للأعداد حقيقية متناتصة باطراد يممعنى أن 
.> حت وبا 2 0 2 >0١‏ حت و2 حت :1 


فإن المتتابمة ل تتقارب إذا وإذا فقط كانت محدودة فى هذه الحالة . 
2 كصذ > () سنا 


16 


البرهان . نفرض أن +- > ملا عند لارع م . حينئذ قد بينا حالا أن المتتابعة 
(,ز) - 73 متتابعة تزايدية بأطراد . وعلاوة على ذلك فإن آ تكون محدودة إذا وإذا فقط كانت 
لد محدودة . وإذن ينتج الاستنتاج من النظرية . 


- م أمثلة . (أ) رجع إلى المتتابعة (1/7) > لا الى نوقشت فى مثال 14م (1). 
من الواضح أن 


51 
7 


ولذلك ينتج من نتيجة ١5‏ - + أن (1/8) - كر تتقارب . مكنا إثبات قيمة نا (1/7) 
إذا أمكننا حساب (10411/8 . وتبادلية إذا كان تقارب كر أكيداً فإنه يمكننا غالبا 
حساب قيمة الهاية باستخدام مفترضى ١ -1١6‏ ونظرية 5-9١0٠‏ . وقالخالة الى معنا » 
إذا كانت (...,1/2,1/4,...,1/2)-'26 فينتج أن 
ع3 نا - غ3 سنا - عد صنا 
لذلك نستنتج أن 0 - غ36 ذا 
( ب) نفرض أن (,) -/ متتابعة فى 28 المعرفة استنتاجياً بالآق : 

4 + .,ا2) > بدا ,1- الا عند الارعم 

الحساب المباشر يوضح أن2 > يز > رلاإذا كانت 2 > ملا > :ملا حينتذ 


3>202+3+,28 >3 2 
الى منها.ينتج أن 2 > .بير > مز بالاستنتاج نجد أن المتتابعة 3 تتز ايد باطراد ومحدودة من 
أعلى بالمدد ؟ . وينتج من نظرية التقارب المطرد أن المتتابمة ل 'تتقارب إلى نجاية ليست 
أكبر من العدد ؟ . وق هذه الحالة ر مما لا يكون من السبل تقدير 7 تلآ > بر بحساب 
(ملإ] هناة . لكن مجرد معرفتنا بوجود لباية . فتوجد طريقة أخرى لساب قيمها . طبقاً 
لمفترض ١6‏ ب ١‏ يكون عندنا ‏ (ب+ء() نذا - (مز) ممنا ع بر باستخدام نظرية 
4-1 » يحب أن تحقق الهاية بر العلاقة 
4 سد بر2) عبر 

لذلك » نستنتج أن 4ل 

( ج) بفرض (,2) > 2 هى المتتابعة فى 82 والمعرفة بالآق 


م22/دتريبمة 2 ,21 رج عند الالعم 


١51 


من الواضح أن 2 >2 > رج . إذا كانت 2 > رمم > ,2 فإن 4 > س2 > ,22 
بحيث أن 4د > 2 > ربمج 2ل د يبمة >2 2ل ت تبر 
هذا يوضح أن 2 متتابعة متزايدة باطراد ومحدودة من أعلى بالمدد + . وإذن تتقارب 2 
إلى العدد 2 ورمكن توضيح مباشرة أن (,2]مناة-2 ما يثبت أن الباية هى 2 - 2 
وتبادلياً بمكننا استمال الطريقة فى المثال السابق . ومعر.فة أن المتتابعة الها نهاية م > 
نستنتج من العلاقة ,22/ - ,2 أن 2 يحب أن تحقق 20/22 . لإيحاد الحذور هذه 
المعادلة الأخيرة ء نجد أنه بالتر بيع نحصل على 27-22 والى جذراها هما 0,2 . من 
الواضح أن الصفر لا يمكن أن يكون الهاية ( لماذا ؟ ) ومن ثم هذه الباية يحب أن تكون 
مساوية للعدد ؟ . 

(د) بفرض () تع هى المتتابعة لأعداد حقيقية معرفة ما يلى "(1+1/0) ع يلا 
حيث 2ج باستخدام نظرية ذات الحدين » يمكننا أن نكتب 


10-1 ن)ة 1 (1 جني 1 1 ”رو 
ا ا ا ونا 
2641 0 4 
7 اليا 


بقسمة قوى 7 فى بسوط مماملات ذات الحدين » نحصل على 
ف لينم نسدد 
ركسا رزساري يمه 
وبتعبير .يم بنفس الطريقة » يكون لدينا 
(ججج- )(جبج- )به + (جشم- )جه + عه 
ليجة- ٠٠١:‏ (جبج-)(متج- )...+ 
(جتج- ٠٠١)‏ (وجج- )لجيج - )+ 
لاحظ أن التعبير لمحد يرنه محتوى 1 + 2 حداء والتعبير محد بيرت يحتوى على 2 ل بم 
حدا . يوضح اختيارا أوليا أن كل حد فى يرف ليس أكبر من الحد المناظر فى دير 
والأخير يزيد بحد موجب واحد . لذلك يكون لدينا 


00> ربيلا >> برلا >>« + كيلا كك ريا 


لتوضيح أن المتتابمة محسدودة ء نلاحظ أنه إذا كانت .2120م فإن 


1 >(هم-1) 2. وبالإضسافة إلى ذلك ( لماذا ؟ ) محيث أن 1م > 2635 من 
التعبير السابق للحد بر ٠‏ هذه التقديرات تعطى 


1 11 
12 ,3 > مج ٠.‏ + +2 + 1+1 > ب >2 


من ذلك ينتج أن المتتابعة المطردة 80 محدودة من أعلى بالعدد * . 


تدل نظرية التقارب المطرد على أن المتتابعة 87 تقتر ب من عدد حقيى قيمته الذى على الأ كثر 
هى م . وكا هو محتمل معروف جدا للقارئْ أن نباية /5 هو العدد الأسامى © وبتكرار 
حساباتنا يمكننا إبحاد تقريبات قياسية للقيمة © ولكن لا يمكننا بهذه الطريقة حسابها 
بالضبط . حيث أنها غير قياسية بالرغم من إمكانية حسابها لأرقام عشرية كثيرة على حسب 
المطلوب . ( هذا يوضح أن نتيجة مثل نظرية التقارب المطرد الى تقرر وجود ناية المتتابعة 
فقط يمككن أن يكون لها استعال هام حى ولو كانت القيمة المضبوطة للهاية لا يمكن الحصول 
علها بسرولة ) . 


نظرية بولتزانو ‏ فرستراس * 

نظرية التقارب المطرد مفيدة بدرجة غير عادية وهامة » ولكن من عيوبها ألها تستخدم 
فقط لمتتابمات مطردة . ولذلك يليق بنا إيحاد شرط يضمن تقارباً فى 8 أو ”8 بدون 
استخدام خاصية الاطراد . هذا الشرط المرغوب هو ممعيار كوثى والذى سيقدم فيا بعد . 
ولكن سنعطى أولا صورة لنظرية بولتزانو فيرشتراس ٠١‏ - * الى تستعمل يوجه خاص 
للمتعابعات . 

4-6 نظرية بولتزانو - فيرشتراس. متتابعة محدودة ى ”8 الها متتابعة جزئية 
تقاربية . 

البر هان . بفرض (,<) - ع2 متتابعة محدودة فى “72 . إذا كان يوجد فقط عدد محدود 
لقم ميزة فى المتتابعة كك » فإن أحد هذه القيم على الأقل يحب أن يحدث مراراً بدرجة 
لا نهائية . إذا عرفنا متتابعة جزئية للمتتابمة ل باختيار هذا العنصر فى كل مرة عند 
ظهوره فإإنا على متتابعة جزئية تقاربية للمتتابعة ل . 

ومن جهة أخرى ء إذا كانت المتتابعة عر تحوى عدد] لا نهائيا من قيم مميزة فى 20 » 
حينئذ - بما أن هذه النقط محدودة - ء تدل نظرية بولتزانو فيرشتراوس ٠ - ٠١‏ للفئات 
على أنه يوجد عل الأقل نقطة تجميع واحدة ولتكن **# نفرضص أن يا هو عنصر من 16 
بحيث أن 


1 > |*ع- ندا 


١154 


نعتير الحوار (1>|*«- بر|: وغ 1 ما أن النقطة 8« نقطة تجميع الفئة 
1< م : ,ند درك ااء فهى أيضاً نقطة تجميع للفئة (ب< مم رم ديق والى. 
نحصل علبا حذف عدد محدود من عناصر 51 (لاذا ؟ ) لذلك يوجد عنصر و8* من ج82 
( حيث وه < « ) ينتى إلى د37 الآن تفرض 35 فى الخوار (4> #م- :لوا ويه 
ونفرض - (يم< 0 : يبر - رق 2 . وحيث أن ** هى نقطة تجميع للمتتابعة وك فيجب 
وجود عنصر و8 من وله ( حيث :2 < و8 ) وينتمى إلى و7 وبالاستمرار فى هذه 
الطريقة نحصل على متتابعة جزئية (. . . وي ,,,) -'4 من كر عند 
1 > |*ع - دزا 


بحيث أن *ير- كصسظ , وهو المطلوب إثباته 
5 هنتيجة . إذا كانت (,) - 6 متتابعة فى 20 ء ** هى نقطة تجميع الفئة 
[/2 ع : ,2 فإنه يوجد متتابعة جزئية “ل من 5 محيث تتقارب إلى ** . 


وف الحقيقة » هذا هو ما أثبته الحزء الثافى من برهان 155-غم 


متتابعات كوثى : 

ندخل الآن مفهوماً هاماً عن متتابعة كوشى فى 27 . ونتيجة هذا هى أن المتتابعة فى ”12 
تكون تقاربية إذا وإذا فقط كانت متتابعة كوثى . 

4-4 تعريف .| متتابعة (,) - ير ى 27 يقال إنها متتابعة كوشى فى حالة أنه لكل 
0 < ع يوجد عدد طبيعى (44)8 حيث أنه لمميع 

(ع)0ة <ه ,م يكون ‏ 8 > ام - نذا 

لكى نعاون الدافع إلى مفهومية متتابمة كوشى فإننا سوف نوضح أن كل متتابعة 
تقاربية ى ”42 هى متتابعة كوشى . 
- لامفترضص . إذا كانت (يي)- كر هى متتابعة تقاربية فى 127 » فإن كر هى 
متتابعة كوثى . 

البرهان . إذا كانت 2 عطق1 - + ٠»‏ حينئذ عند أخذ 0 < © فإنه يوجد عدد طبيعى 
(2/ع)؟ محيث أنه إذا كانت (1)8/2 < « فإن 2/م> |[ - مد| أى أنه إذا كانت 
(2/ع)»ا - (ع)34 وإذا كانت (ع)4/ة < 5 ,2< نإن 

ع > جرع + 2/ع > |إد - ع«||+ اعد - مدا| > |إمد- مدا 


ومن ثم المتتابمة التقاربية 16 هى متتابعة كوثى . وهو المطلوب إثباته 
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ولكى نطيق نظرية بولتز انو - فير شتر اس سنحتاج إلى الننيجة الآتية : 

8-5 مفترض . متتابعة كوشى ى ”22 تكون محدودة . 

البرهان . بفرض () ع هى متابعة كوثى وبفرضس أن 1 > 6 إذا كانت 
(24)1 عبس و (24)1 - م فإن 1>|ءد- .اا ومن عتباينة المثلث فهذا يدل .على 
أن 1+1-*|>اماا عند (24)1 <»« لذلك إذا كانت 


(1+ |أمدزا ,الددا| ٠...‏ اللا دوع 8 
حينئذ يكون لدينا 8 > |إمدا| لكل 510 أى أن متعابمة كوشى 6 تكون محدودة . 
وهو المطلوب إثباته 
4- 4 مفارضص . إذا كانت “ل فئة جزئية لمتتابعة كوثى ك2 فى ”2 متقاربة إلى 
عنصر * » فإن المتتابعة الكلية 2 تتقارب إل *« . 
البرهان . حيث أن (,رن) ع كر هى متتابعة كوثى . فبأخذ 0 < 8 فإنه يوجد عدد 
طبيعى (24)8/2 بحيث أنه إذا كانت (24)8/2 < : ,1 فإن 
2 > امد - مدأ قف 
إذا كانت المتتابعة (<) -' تتقارب إلى * » فيوجد عدد طبيعى (14)8/2 < 14 
بحيث ينتمى إلى الفثة (. . . ,و ,:::] وبحيث أن 
2 > |اعد- | 
الآن نفرض # أى عدد طبيعى يحيث أن (24)6/2 < 8 فينتج أن (0) تكون صميحة عاد 
هذه القيمة للمدد # وعند # ع رن أى أن 
ع >> الم - عتند|| + |إعبعد - || ك |إمكد - 6ذ|| 
حيث (24)8/2 < 5 لذلك تقترب المجتابعة 8 من العنصر * ع الذى هو النباية للمتتابعة 
الحرئية “6 وهو المطلوب إثياته 
الآن أصبحنا مستعدين للمصول عل المعيار الام لكوشى . برهاننا قصير غداعاً ولكن 
القارئ' سيلاحظ أن هذا العمل قد سبق أداءه ونحن فقط نضع الأجزاء مع بمشها . 
١١-5‏ معيار تقارب كوثى . متتابعة فى ”12 تكون تقاربية إذا وإذا فقط كانت 
متتابعة كوثى . 
البرهان . لوحظ من مفترض ٠ - ١+‏ أن متتابعة تقاربية يحب أن تكون متتابمة 
كوثى . 


غريل 


وبالمكس ء نفرض أن 6 هى متتابعة كوثى فى “22 ينتج من مفترض 0950م 
أن المتتابعة 2 محدودة فى 2 . وحسب نظرية بولةزانو - قيرشتراوس ١١‏ - 4 تكون 
المتتابمة المحدودة 2 ا متتابعة جزئية متقاربة 'لد . من مفترضص ١+‏ -- 4 تتقارب 
المتتابعة الكلية 1 إلى الهاية “26 . 
(١-5‏ أمثلة . (أ) بفرض أن (,<) -ك هى المتتابمة فى 12 والمعرفة 
بم + )4 2 م , . ٠.‏ . ,2 > وا ,1 2 يعر عند 2 <8. 
وريمكن توضيح بالاستنتاج أن 
2 >< ع1 عند لازعير 
لكن المتتابعة كر ليست متثاقصة باطراد ولا متزايدة باطراد ( فى الحقيقة تكون الحدود 
الى رمزها السفل فردياً متتابءة متزايدة وتكون حدودها الى رمزها السفل زوجيا 
متناقصة ) وبما أن الحدود فى المتتابمة . تكونت بأخذ المتوسط » فقد اتضح من قبل أن 
حطح - رمم - .ندا عند لزع مر 
أى أنه إذا كانت « < :م ء فنستخدم معباينة المثلث لنحصل على 
اس م +٠٠ ١+‏ إيبوة > م| ك إمند - بود 
1 1 1 
وبإعطاء 0 < ع ء فنجد أن إذ اختيرث 8 كبيرة بدرجة تجمل 4/ع > 1/25 وكانت 
7 > مر ينتج أن 
ع > مد - ءا 
لذلك » ل هى متتابءة كوشى فى 3 ومعيار كوشى تتقارب المتتابعة لز إلى عدد * . 
لحساب اللهاية نلاحظ أنه بأخذ الهاية فى قاعدة التعريف ينتج النتيجة الصحيحة ولكنها غير 
مفيدة وهى 
(«+ع)1 ع 3 
لكن » حيث أن المتتابعة ل تتقارب ٠»‏ فتتقارب المتتابعة الحرئية برموز سفل فوقية 
وبالاستنتاج بمكدنا إثبات أن 
4طب4)د- 1 
+2 +1 دود 2 
1 1 
ل لك 
ومن ذلك ينتج 
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1 1 1 
(طد....عش+ )1+2 حبك 


لع ب كط لوزن ٍْ 
3 1 1-14 112 


لذلك » تتقارب المتتابعة الحزئية بأدلة فردية إل 5/3 ومن ثم المنتابمة الكلية ها نفس الهاية . 
(ب) نفرض أن (*) > ال هى المتتابعة الحقيقية المعطاة كايل 


_) 1 1 ع 
7 و 217 ]1 


3*1 
بما أن هذه المتتابعة ليست مطردة » فإن استعالا مباشرا لنظرية التقارب المطرد ليس مكنة . 
لاحظ أنه إذا كانت 5< د » فإن 
كن ) 5 الت 0 5 
روي ع ا 0 ا 


وبعذكرنا أن إم >- 23 نجدأن 


1 1 1 
إل ارود إلجبجم تك امسدددا 


1 1 11 
2-1 > وحود 1 ع ا 


لذلك المتتابعة هي متتابعة كوثى فى 32 
( ج) إذا كانت (,) > الا هى متتابعة فى 2 المعرفة مايل 


لكب...ب1مبطدر عند لارعيعر 
7 2 1 
وإذا كانت « < 2ج » فإن 


1 1 1 


...بعتب كب د رودلا 
ينا 5+2 1+م 


حيث كل من هذه وم حداً يزيد عن 78 / 1 ء هذا الفرق يزيد عن 
«/ه -1 > بم/( )2 وبوجه خاص » إذا كانت 27 > دم يكون عندنا 


4< بن - موعد 
هذا يوضح أن ك2 ليست متتابعة كوشى » ومن ثم نستنتج أن ل تباعدية ( قد برهنا حالا 
أن « المتسلسلة التوافقية » تباعدية ) . 


فن 


تمرينات : 
5-(أ) بفرض أن 2»,* تحقق 1 < *« وبفرض ,1/2 -2 > عند لز م 
وضح أن المتتابعة (-) تكون مطردة ومحدودة. ماهى نبايها ؟ 
- (ب) بفرض أن 1 > وبر و "زر + 2) حر عند لزع » اثبث أن (0<) 
تكون مطردة ومحدودة . ماهى تماينها ؟ 
5- (ج) بفرض أن 0 < 4 » ونفرض أن 0 < :2 . عرف *'(,4+2) - ,.,2 عند 
رع مر أثبثت أن 2( تتقارب . 
5 -(د)إذا كانت © نحقق 1>م >0 . وضح أن المتتابعة (“4) -2 تقاربية . 
ما أن (”*4) -5 هى فئة جزئية » فيكون لدينا 
202 صن ع لآ دنا - عا ددا وأن 0<ع صلا 
- (ه) وضح أن كل متتابعة فى 2 يكون ها إما متتابعة جزئية متزايدة باطراد أو متتابعة 
جزئية متناقصة باطراد . 
5-(0) أستخدم تمرين ١1-ه‏ لتبر هن نظرية بوليزانو- فير شتراس للمتتابعات فى 8 
5 - (ز) حدد التقارب أو التباعد للمتتابعة (ر) حيث 


0 1 5 
157 و الوه عد 80 7 


5 -(ح ) بفرض أن (.)- عد » (,00 2م متتابمتين فى "8# وبفرض(,2) -2 
متتابعة مختلطة بالآل ... . ,ل > مده ع روة ول ورلا ت هارع رع 
هل صميح أن 2 تتقارب إذا وإذا فقط كانت كر » 83 تقساربتين وكان 
لا نا 7 غ3 جنا ؟ 


- (ط) وضح مباشرة أن المتتابعات الآتية هى متتابعات كوثى : 
1 1+ 1 1 
060 ب (نجم) رلور +1) 
- (ى) وضح مباشرة أن المتتايعات الآنية. ليست متتابعات كوثى : 
(1) 5زا-)» ا ا ل 1 ل ككف 


-(0) بفرض أن () - ع هى متتابمة لأعداد حقيقية موجبة مضيوطة » وبفرض 
أن 0-1/.ه) صصناوآن .2 >ع>0 . وضح أنه يوجد ‏ 0,8<0< 
د للع حيث أن *(ع +.1آ)8 ع رد ع '(ع -,1)م عند غ1 < + ومن ذلك أثبت أن 
آء تن 


إزذن 


5- (() استخدم مثال 15 سام ( د ) والقّرين السابق للمتتابعة 1 لتوضح أن 
ع - ("ز!م)/) 

--(م ) أثبت التقارب وأو جد الهايات للمتتابعات الآتية: 
(5)1*(م/1+1) ء (ب) ‏ “01+12 
(ج) “زم/1+2)» » - (د)(”((1+1/)5+1) 

5-(ن) بفرض أن رط >ره>0 وعرف عند للرع م 

(رطجيه)!2 ربيط ١‏ ,"لرطيه) اميه 

بالاستنتاج وضح أن .86> مه . وضح أن كلا من (:6) و (.8) تتقارب إلى نفس الهاية . 

1 (س) اعط برهاناً لنظرية تقاطع كانتور ١١‏ - 4 بأخذ نقطة يع ,كر والعببام 
نظرية بولز انو - فيوشتراس 4-15 . 

١5‏ - (ع) اعط برهاناً لنظرية أقرب نقطة ١١‏ - 5 باستخدام نظرية بوائزانو قير - شتراوس 
4-5. 

در (ف) أثبت أنه إذا كانت ول » عكر فتتين جزئيتين مدمجعين فى "82 فإنه يوجد 
فقط مكل © ين ررك 6 ب ححيث أنه إذا كانت بوكل2:6 بكلع:2 فإن 


|« - ,|| < إإذه - رجأ 


مشروع : 

4- » فى هذا المشروع » نفرض أن مم و 4م تدل على مجموعات للمتتابعات 
الحقيقبة التى قدمت ف الخطة 8-1١6‏ وبفرضص أن 4 تشير إلى المترى الممرف فى جزء ( د) 
لتلك الخطة : 

)١(‏ إذا كانت 1عم 0.000.000 دءهى مفكوكها العشرى »© تعتير العنضر 
()-236 “فى 7# استنتج أنه توجد فثة جزئية غير معدودة 4 من 8 بحيث أنه إذا 
كانت م ء» ول هما عنصر أن مختلفان من 4, » فإن 1 ح (20 ,403 

(ب) نفرضص أن 8 هى فئة جزئية من © بخاصية أنه إذا كانت 8 ٠‏ 6 عنصرين 
مختلفين من 8 ء فإن.1 <<( ,406 أثبت أن 8ه هى فئة عددية . 

(ج) إذا كانت لاع[ وبفرضش أن (27ع5»:بج) - 2 هى المتعابمة حيث كل 
من' العناصر الأولى ثر هو واحد صحيح وكل من عناصرها الباقية:هو صفر . لاحظ أن ,2 
تنتمى لكل من الفراغات المثرية مه ه ووم وأن 4)2,,222-1 عند 1*1 وضح 
أن المتعابمة (1ج[:,2) مطردة بمنى أن كل متتابمة الأحداقى (20:1621) مطردة . 
وضح أن المتدابمة (,2) ليست تقاربية بالنسبة للمترى 4 فى أى من هذه الفراغات الثلاثة . 
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(د) أثبت أنه يوجد متتابعة (3) فى م© :© ,87 وتكون محدودة ( بمعنى أنه يوجد 
مقدار ثابت 4 حيث أن > (0 ,)4 لكل (1610 لكن ليس لها متتابعة جزئية 


تقاربية . 


(ه) (إذا كانت # هو مترى على الفئة 84 » فنقول أن المتعابعة (7) فى 24 
هى متتابعة كوثى إذا كان يوجد لكل 0<ع يوجد /دع(1)6 محيث أن 6 >( ,4036 
عندما (ع) < 4 رز فنقول أن 4 هى تامة بالنسبة إلى .4 فى حالة كون كل متتابعة فى 
4 تقتر ب إلى عنصر من 84 ) . أثبت أن الفعات م© ,© و75 تكون ثامة بالنسبة للمترى 
الذي اعتير ناه . 


(و) بفرضي هى المجموعة لكل متتابعات حقيقية والى لا فقط عدد محدود من عناصر 
غير صفرية وعرف © كا سبق . أثبت أن 4 هى مترى على كأ ١‏ لكن كر ليست تامة 
بالنسبة إلى 4 . 


الباب السابع عشر ‏ متتابعات الدوال : 


قد اعتير نا فى الأبواب الثلاثة السابقة تقارب متتابعات لعناصر من «جي » وق الباب 
الحالى سنعتبر متتابعات الدوال . بعد بعض تمهيدات بسيطة » سنقدم تعبيرا رقيقاً إلى حد 
ما » لككنه أساس » عن موضوع التقارب المنتظم لمتتابعات الدوال . 


بفرض أن ”2 ج 22 معطاة ونفرض أنه لكل عدد طبيمى 27 ع توجد دالة نر 
بنطاق 2 ومدى قى26 سنقول أن (,/) هى متتابعة دوال على 27 ج 2 إلى 26 . ومن 
الواجب فهم أنه لأى نقطة + فى 42 تعطى متتابعة دوال مثل هذه متتابعة عناصر فى 198 

أى المتتابعة 
)50م ٠‏ (17.1) 


الى بمكن الحصول علبا محساب كل من ألدوال عند * . المتتابعة ١ - (١‏ ريما تتقارب. 
عند نقط معينة ا فى 2 عند نقط أخرى ى 2 فإن هذه المتتابعة ر بما تتباعد . لكل من هذه النقط 
* الى عندها 2 تتقارب المتتابمة (917 س )١‏ توجد » بنظرية 0-١4‏ » نقطة محددة أوحيدة 
من 25 » وبوجه عام ٠‏ ستعتمد قيمة هذه الهاية عند وجود هذا الاختيار للنقطة *< وبهذه 
الطريقة سنظهر دالة نطاقها يتكون .ن جميع نقط * فى “12 12 الى عندها (9590-؟) 
تتقارب المتتابمات 09١1‏ -9)ق3 26 . 


الآن سنجمع هذه الكلات التقديمية فى تعريف أصولى لتقارب متتابعة الدوال . 


ارق 


١ -‏ تعريف . بفرضص (,/) متتابعة دالة فى ”38ت 2 إلى 26 »ع ونفرضص أن 
م2 .هى فئة جزئية من (1/ » ونفرض أن ثر دألة نطاقها يحتوى 20 ومداها فى 26 . نقول 
أن المتعابعة (.) تتقارب فى م2 إلى كر ء إذا كانت لكل + فى و2 المتعابعة ((*)يم) 
تعقارب فى 286 إلى («)ثر . فى هذه الحالة تسمى الدالة كر اللباية فى م2 المعابمة (75) . 
عند وجود مثل هذه الدالة نقول .أن المتتابعة (,/) تتقارب إل كر فى 2 ء أو ببساطة.» 
تكون المتتابمة تقاربية ى و2 . 

ينتج امن الظلرية تلوت أن ما عدا تغير ممكن فى النطاق 20 ء نهاية الدالة 
وحيدة التحديد . عادة » نختار م2 حيث تكون أكبر فئة مكنة أى ٠»‏ الفئة كل دا ى 2 
التى عندها ( ١ - ١7‏ ) تتقارب.. ولكى نرمز إلى أن المتتايمة (/) تتقارب فى و2 إل ث/ر 

() سناد على مه أو 1< 8 على ,2 
ستمتبر الآن بعض أمثلة لهذه الفكرة . ولتبسيط » سنعا الم الالة القاصة 1 - © - ض. 


2 - 22 م أمثلة . (أ) لكل عدد طبيعى 8 ء نفرض أن ير معرفة عند + فى‎ ١ 
بأنها «/ - ().م بفرض أن ثر معرفة لكل * فى 22 > (/بالتعريف 0 >:(*3)/ ( انظر‎ 
النص بأن المتتابعة (,/) تتقارب فى © إلى ثر يكاق* النص بأنه لكل‎ . ) ١-١07 شكل‎ 


)١- ١١ (شكل‎ 


الرن 


عدد حقيق + تتقارب المتتابعة المددية (2//*<) إلى صفر . ولملاحظة أن هذه هى الحالة نستخدم, 
مثال ١4‏ - (أ) ونظرية 5-16 (ب) 
(ب) بفرض أن (1 > ع > 0: 2ع :) - 2 ونفرض لكل عدد طبيعى 2 أن المتتابعة 
بوكر معرفة بالتعريف “<> (8)./ لكل * فى 8 ونفرض أن ثر معرفة بالآق 
1 >« >0 ,0 >(12)8 


1ع 1ع 


( انظر شكل 7-؟) . من الواضح أن عندما 1 -عد حينتة 1 > "1 > (1),/ - (2),/ بحيث. 


)14)0( 


( شكل؟و-؟) 


آن (1)/ + (1)./ . محدد ضما فى مثال ١4‏ - م (ج) أنه إذا كانت 1 > + > 0 فإن 
0ج " - ()م] لذلك » نستنج أن (0) تتقارب فى 8 إك / ( ليس من الصعب أن 
نبر هن أنه إذا كانت 1 < * فإن ((*).5) لا تتقارب بالمرة ) 

(ج ) بفرض # -2 ونفرض لكل عدد طبيعى # ء أن . هى الدالة المعرفة 
عند + فى 2 بأنها 


00 
(ب يل 


ونفرضص * - (*) . ( انظر شكل 0١م)‏ . بما أن + (0/**) - (*)./ فينتج من 
شال 4و( أ) ونظرية ٠١-ه‏ (ب) أن ((2).) تتقارب إلى (*)ر لمع جاعير 
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( شكل ؟و-م) 


رد) بفرضن أن 8 - 2 » ولكل عدد طبيعى # نفرض أن ع معرفة بأنها 
لص عه) من (1/4) > زمار 
( انظر شكل 4-١07‏ ) ( تعريف عنيف الدالة الحيب لا نحتاجه هنا » وف اللقيقة » كل ما نريده 
هو أن 1 > إلا 2أة| عندأى عدد حقيق بر ) . إذا كانت كر معرفة بأنها دالة الصفر 
2ع« ,0 > (2)م حينئة (,]) مزحم فى 2 . وف الحقيقة لكل أى عدد حقيق ]ذا » 


رشكل؟ة-» ) 


8 


يكون لدينا 


ع إزسجعم) موز - إر«)[- وما 


إذا كانت0 < ع فإنه يوجد عدد طبيعى (4)8 محيث أنه إذا كانت (5)8  <‏ فإن 
© > #/1 . ومن ثم لمثل # نستنتج أن 
ع >|()/- )ما 

مهما كانت قيمة ©« . لذلك نستنتج أن المتتابعة (,/) تتقارب إلى كر ( لاحظ أنه باختياريم 
كبيرة كبراً كافياً » فيمكتنا جعل الفرق |(*)/-(*)10| أقل من © لحميع قم * فى 
وقت واحدا ). 

نصيغ النص الآقى ١ - ١7‏ جزئياً لتقرير تعريف ١ - ١7‏ وجزئياً لمهيد الطريق 
لفكرة هامة عن تقارب «نتظم . 

١1م‏ مفترض . متتابعة (,/) لدوال فى ”© ب 2 إلى 86 تتقارب إلى دالة فق. 
2 ج20 إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0< ع وكل * فى 20 عدد طبيعى (بدرع)>1 
محيث أنهلكل (,م)ك < 5 فإن 


ع > العم - )مرا (17.2) 


بما أن هذه محرد نص ثان لتعريف ١-١7‏ لذلك سوف لا نتعمق فى تفصيلات البرهان . 
لكن سنثّر كها كتمرين للقارئ . نرغب فقط ف الإشارة إلى أن قيمة # المطلوبة فى متباينة 
١ - ١7+ (‏ ) تتوقف ء بوجه عام » على كل من 0 < 8 و ,27 ع بر سيلاحظ قارئ متيقظ 
تواً أنه فى أمثلة ١‏ - 0 (أ- ج ) كانت قيمة # المطلوبة لمحصول على ( 507 - 7 ) 
تعتمد على كل من 0 < 8 و 180 © * لكن ى مثال باؤ - ٠‏ ( د ) المتباينة ( /إ١‏ - ؟ ) يمكن 
أن تتحقق لكل * فى 20 على شرط أن نختار «# كبيرة كبراً كافياً ومحيث تعتمد. 
على © فقط . 

وبالضيط هذا الفرق الدقيق نوعاً ما الذى بميز بين مدلول التقارب العادى لمتتابعة 
الدوال ( معمى تعريف )١ - ١‏ وتقارب منتظم الذى نعرفه الآن . 

4-1 تعريفا. متعتابمة (,/) لدوال فى “”©# 2 إلى 1224 تتقارب بانتظام ق 
فئة جزئية 26 من 2 إلى دالة كر فى حالة كون أنه لكل 0 < ع يوجد عدد طبيعى (ع)22 
( متوقف على © لكن ليس متوتفاً على (720ع* ) محيث أنه لكل (8)! < 8 اء 
ملاع« فإن 

ع > |[(»)م - )مرا (17.3) 
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فى هذه الحالة تقول إن المتتابعة تقاربية بانتظام فى و2 ( انظر شكل ١١‏ - ه ) . 


ينتج مباشرة أنه إذا كانت المتتابعة (/) تقاربية بانتظام على 20 إلى ثر » حينئك 
هذه متتابعة دوال أيضاً تتقارب إلى كر معنى تعريف ا١1- ١‏ وكون العكس لا يكون 
صحيحاً يتضح بفحص دقيق لأشلة 07١-؟‏ ( أ- ج ) »ع ستعطى أمثلة أخرى فيا بعد . 
وقبل أن نستمر يكون من المفيد أن نقرر الشرط اللازم والكاق للمتابعة (,/) لكى تفشل 
فى أن تتقارب بانتظام فى م2 إلى كر . 


-1١‏ ومفيرض . متتابعة (7) لا تتقارب بانتظام فى 20 إلى كر إذا وإذا فقط 
كان يوجد عند عدد ما م8 حيث 0 < ,ع متتابعة جزئية (/) من (10) ومتتابعة (,<) 
فى ,2 بحيث أن 


م - الد)ز- لميما كن بورع (17.4) 


( شكل؟-ه) 


برهان هذه التتيجة يتطلب فقط من القارئ أن يننى تعريف ١*‏ - » . سيترك كتمرين 
جوهرى للقارئ . المفترض السابق مفيد لتوضيح أن الأمثلة باؤ - « (1-ج ) لا تتقارب 
بانتظام فى الفئات المعطاة م2 . 


بوك أمثلة . () نتير مثال باو - م (1) . إذا كانت 6 يم راع > يدا 
فإن 1 - (ناءر بحيث أن 


1 


1 > |0 -1| لهم - هما 
هذا يوضح أن المتتايمة (5) لاتتقارب بانتظام فى 2 إلى كر . 
(ب) نعتبر مثال ١١‏ - ؟ (ب) . إذا كانت عاديه » *"(0 -<ع فإن. 
4 السمعر| > إلن)ر- رما 
لذلك » نستنتج أن المتتابعة (,/) لا تتقارب بانتظام فى [1 ,0] إلى /ر . 
(ج ) نعتبر مثالك 7 -؟ (ج) . إذا كانت حيو اع 2ح ب حيلئة . 
ع > |() 2 - (مع) را 


ممايثبت أن (.]) لاتتقارب بانتظام فى © إك /ر . ١‏ 
(ثي» 


(د) نعتبر مثال /1ذ- ؟ (د) فيا أن 0 
ع |()م - ()مرا 
لكل * فى © ينتج أن المتعابعة (0/) نتقارب بانتظام فى 82 إل كر ل 


العمود المنتظم * 
من المفيد غالبا فى مناقشة التقارب المنتظم استمال عمود معين فى فراغ متجه الدوال . 
إذا كانت ”ع صرء 24 + 7:82 نقول أن كر محدودة فى حالة وجود 0 < 74 
بحيث أن 34 > |(*)]| لكل 1ع . إذا كانت 86 ج 1:/ محدودة » حينئذ ينتج أن. 


العدد م || /ر|| المعرف بواسطة 
(طء ع : |إ(ك) رالا مده - دارا (17.5) 


يوجد فى 2 . ( نلاحظ أن العمود فى الطرف الأيمن من هذه المعادلة هو العمود فى الفراغ *12. 
١‏ - ؟ تعريف . إذا كانت ”#2 ج 72 فإن المجموعة لحميم الدوال المحدودة فى 2 إلى "14 


يرمز لها بالرمز (2)ب,8 أو ( م و © إذا كانتا مفهويتين ) فير مز طا بالرمز (8)2 . 


فى الفراغ (8,,)8 نعرف قيمة جمع لدالتين ع كر ء الضرب المددى إلى 82 66 ٠»‏ /ر. 
يأنه 
(اى - )2 ,(«)ع + )7 -(0(ع +]) (17.6) 
لكل 2ع عر . نعرف دالة الصفر بأنها الدالة 226 ج <1: 0 المعرفة لجميع (1 © د بواسطة 
0 - (0)8. نربط الآن هذا المصطلح من المدلولات المذكورة فى باب م . 
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١‏ - م مفترض . (أ) الفئة (8,,)12 هى فراغ المتجه تحت عمليات المتجه المعرفة فى 
المعا دلة (/9ذ + 5). 

(ب) الدالة دزا/|اجد زر المحرفة فى (8,,)10 ف ممادلة ( با١-ه‏ ) هى عمود فى ((2,,)1 

البرهان . يتطلب برهان الحرء : 

(أ) حسابات روتيئية فقط لبرهان الحزء (ب) تحتاج لإثبات أربع خواض لمنود ممعلى 
فى تعريف م لاه . 

(3) من الواضح من ( ١١‏ - ه) أن 0 < مإ|/ا . 

(لذ) وواضح أن 0-(62+:||(0)0|) من - م0] » وبالمكس إذا كانت 
0- دا فإننا بها أن 0>-هام||> |(*)م|| ع 0 نستعج أن 0ح )يم || وإذن 

0 - )كر كل 7ع محيث أن 0ع در 


(نقذ) الحقيقة الى تقول أن د(|/| |ء| - ||| قد اتضحت من قبل . 


(17) ماأن 
)ملاع )مرا ع |اص)ع+ ممم| - ممع +م) 
دااع|ا+ داام/ا| > 
لكل ع «فينتج أن «ااع||+ |1 هى الحد الأعلى للفعة. (2 ع ع :||(»)(ع +م)|) 
لذنك يكون 


(طع ع : |إل«)زع + )!ا مدع دااع + مرا 
.دااع اا+ دااما| ع وهو المطلوب إثباته 


أحياناً يسمى العمود «||,||جمم بالعمود المنتظم ( أو الممود الأعلى ) فى (8,:02 
سنوضح الآن أن التقارب المنعظم لدوال فى (12) ,م8 يكاق" التقارب ف العمود المنتظم . 

١١‏ - و نظرية . متتابعة (,/) فى (8,,)2 تتقارب بانتظام فى 2 إل(0)م8 ع[ 
إذاو إذا فقط كان 

0+ وام - ثرا 

البرهان . إذا كانت المتتابعة (720) تتقارب بانتظام إلى كر فى 2 ٠»‏ فإنه يوجد لكل 
0 < 8 عدد طبيعى (8) بحيث أنه إذاكانت (8)ك < و 2ع ع فإن > |](ع)/ -(2)م/|| 
وهذا . يدل على أن 

ع > (طعء : عم - )اا مسح مام - مرا 


حيث 0 > © اختيارية » هذا يضمن أن 0 ج مم - || 
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وبالمكس إذا كانت 0ح مم - ,|| فحينتذ بأخذ 0 < ع يوجد (5)8 بحيث أنه 
إذا كانت (8) < م فإن ع > ولام - | . هذا يدل أنه إذا كانت 1ع فإن 
ء ع ماركا > ااوم- )| امم مما 
لذلك تتقارب المتعابعة (,/) بانتظام فى 2 إلى كر . وهو المطلوب إثباته 


الآن نوضح كيفية استعال هذا المفترض كأداة لفحص متتابعة الدوال لتقارب منتظم 
نلاحظ أولا أن العمود قد عرف فقط لدوال محدودة . ومن ثم يمكننا استخدامه ( مباشرة 
على الأقل ) إذا كانت المتتابعة تتكون من دوال محدودة فقط . 


و١٠‏ أمثلة . (1) لا يمكتنا استخدام مفترض ١7‏ - 4 للمثال الموجود فى 107 - 5 
(أ) » المثال الموجود ١7‏ - + (أ) لأن الدوال كر » المعرفة بالتعريف 5/< > (<)./ ليست 
محدودة فى نطاقها © . 


لغرض التوضيح » نغير النطاق للحصول على متتابعة محدودة فى النطاق الحديد . من 
المناسب أن نفرض أننا أخذنا [1 ,0] - 8 مع أن المتتابمة (/*) لا تتقارب بانتظام إلى 
الدالة صفر فى النطاق 82 ( كا رأينا فى مثال /ا١.-‏ : (أ) ) » فإن التقارب يكون منتظماً 
فى [1 ,0] > كه . ولملاحظة هذا . نحسب 


+11 > :ع 0: |2-0| | معد ع|ا/ - "اا 


وينتج 0ج م1 - مار - ترا 
(ب) نعتبر الآن المتتابعة التي نوقشت فى مثال 1١م‏ (ب) ء مثال 5-١‏ (ب) هنا 
"يا ع («)ليم ,[1 ,0] > 2آ.ونماية الدالة كر تكون مساوية صفرا لكل 1 >< > 0 ومساوية 
للواحد الصحيح عند 1 > : بحساب العمود للفرق م/-./ » يكون لدينا 
-11>:ع0 كد 7 عند لل 
اي ل 6 
بما أن هذا العمود لا يقرب من الصفر » نستنتج أن المتتابعة (:/) لا تتقارب بانتظام فى 
13 ,0] - 2 إلى كأر. هذا يبرهن اعتباراتنا السابقة . 
(ج) نعتبر مثال ١‏ - 8 (ج ) . مرة أخرى لا يمكننا استخدام مفترض ١7‏ - ه 
لأن الدوال ليست محدودة . نختار أيضاً نطاقاً أصغر بأخذ [ ,0] ار حيث 0< © . 
ما أن 


إي ع | - م10 رما 


15 


ويكون لدينا 


4ح زه كك 0: اسار - وم مده - عر - مر 


ومن ثم تتقارب المتتابعة بانتظام إلى كر فى الفترة [6 ,0] . ( لماذا هذا لا مخالف النتيجة 
الى حصلنا عليها فى مثال لاراهج) ؟). 

)د( بالإشارة إلى مثال ١١/‏ - ؟ ( د) » نمعير الدالة (0+ عنه) صن (1/0)- (ع)مر 
فى © - 2 . نباية الدالة هنا 0 > (*)ثر لكل 612+ . ولإثبات التقارب المنتظم هذه 
المتتابعة لاحظ أن 

(رء ع : لمج عه) منو| («/1)) مده - ملم - مرا 


لكن يما أن 1>إبر هذه | فستتج أن +/1-ولم,- ,| . وإذن (/,) 
تتقارب بانتظام فى 2 ء كا أثيعنافى مثال 5-59 (د). 


أحد المظاهر الأكثر فائدة للعمود هو أنه يسبل النص العيار كوثى للتقارب المنتظم 


لمتتابمة دوال محدودة . 


8,,)58( معيار كوفى لتقارب منتظم . إذا فرضنا (,/) متتابعة الدوال فى‎ ١١-7 
فإنه توجد دالة (8)يم8 ع / تتقارب إلا بانتظام (0/) » فى 2 إذا وإذا فقط كان‎ 
يوجد لكل 0 <ع عدد طبيعى (8) 24 بحيث أنه لكل (80)8 < 2 ,م ء يكون‎ 

© > صلا - ور |! 

البرهان . نفرض أن المتتابعة (ي/ر) تتقارب بانتظام فى 2 إلى دالة ‏ (68,,)0/ 
حينث عند 0 <اعم يوجد عدد طبيعى (5)8 بحيث أنه إذا كانت (م) < م فإن 
2 > مااكر- مر | . ومن ثم إذا كانت كلا من (6)ك. < 5 ,م فنستنتج أن 

> هلام - ث|ا+ دلا - مرا ك هاا - دزا 

و بالمكس » نفرض أن معيار كوشى متحقق وأنه عند 0 < ع يوجد عدد طبيعى (24)8 
بحيث أن ع > م|| كر بر || عند (10)8 < :رتم 
الآن لكل 7ع« يكون عندنا 

> طاط- ملاع امعط م كل (80)6 م.م (176) 
وإذن المتتابعة [ (*)ر/ ] هى متتابعة كوثى فى 224 ولذلك تتقارب إلى عنصر ما من 226 . 
نعرف ثر عند ع فى 2 بأنها 
(()م) مستاء (ع)ر 
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من ( 117 - ١‏ ) نستنتج أنه إذا كانت 7# عدداً طبيعياً ثابتاً حقق(ع)24 < 7# وإذا كانت 
# أى عدد طبيعى حيث (84)8 <” » حينئذ لكل * فى 8 . يكون لدينا 
ع > ||( م - نما 

إذا استخدمنا مفترض ١6‏ - م ينتج أنه إذا كانت (24)8 < 2 ٠‏ 8ع فإن 
ع > |2 - (حامراا 
وبما أن ريم دالة محدودة فينتج حالا من هذا ( لماذا ؟ ) أن كر محدودة ومن ثم فهى تنتمى 
إلى ()ر.8 . وبالإضافة إلى ذلك نستنتج أن (6) تتقارب بانتظام إلى /ر فى 82 

وهو المطلوب إثباته . 


فى هذه القّرينات يمكن استعال المواص الأولية لحساب المثلثات والدوال الأسية من المناهج 
الدراسية السابقة . 

بو -(أ) كل لالع» » نفرض اير معرفة عند 0 < بد بأنها (-م)/1 -(2)/ 
لأى قيم للمتغير عد توجد ‏ (8)/)سئا ؟. 

1-(ب) لكل لازءع» » نفرض .م معرفة عند 0 < * بالنس 

,1/1 > ع ع 0 نه > (ع)مع 
«>م1 ركد 

أثبت أن 0-((2)ع) سنا لكل 0 < *. 

لاد-رج) وضح أن (*(«ج ومه) دونز موجودة لكل قيم ** . ما جايتها ؟ 

با -(د) وضح أنه إذا عرفنا يم عل # يأنها . 


تدا 
قم 17 - لعام] 


فإن (/م) تتقارب فى بير . 
1-(ه) بفرض .#2 معرفة فى الفئرة [0,1]-4 بالتعريف 
,1/7 ع ع ع 0 دم - 1 > (ع)مط! 
1 > ع > م/1 ,0ع 
وضح أن (.8)صنا موجود فى 1 . 
1 (و) بفرض .ع معرفة فى 1 يأنها 


ال 


,1/7 كد عر ع 0 نه > (ع«)رع 


1 > :> م/1 0-2 كر 


أثبت أن (يع)صنا موجودفى 2ه . 
-(ز) وضح أنه إذا كانت .1 معرفة فى 8# يأنها 


(عه) سما عدم مامز 


فإن (,/) «نا-م توجد عل © . فى الحقيقة تعطى اللباية بما يلى : 
0< 1< عر 
,0ع ,0 ح 
20> 2-1 
07 -(ح) وضح أن () مز موجود عند 0 < 8# . أيضاً ابحث وجود 
(" > ؟<) دمنا 
١١‏ - ( ط) نفرض أن (.) متتابعة تقاربية للنقط الى تقع جميعاً مع نبايتها *«اء فى 
فئة 2 . بفرض أن (.) تتقارب فى 2 إلى الدالة عر . هل (()»/) تناك (00] 


صصحيحة ؟ 


)/.( (ى ) ابحث الدّرين السابق بالفرض الإضاى وهو أن التقارب للدالة‎ - ١ 
: . 82 منتظم فى‎ 

> (أ) ليس منتظماً فى الفعة الشاملة التقارب‎ - ١١ ك) أثبت أن التقارب فى تمرين‎ ( - ٠ 
. «<< 1 لكن يكون منتظماً عند‎ 

٠7‏ - (ل) وضح أن التقارب فى تمرين ١١‏ - (ب) ليس منتظماً فى النطاق 0.< +«» لكنه 
منتظم فى فئة .© < عد » حيث 0 < 6 0 

7 - (م) هل التقارب فى تمرين ١7‏ - ( د) منتظم فى 8 ؟ 

١١‏ - (ن) هل التقارب فى مرين /ا١‏ - (ه) منتظم فى | ؟ 

16, 11 (و) منتظم فى 15 ؟ هل هو منتظم فى‎ - ١ (س) هل التقارب ق تمرين‎ - ١ 
1 عندما 0 < م ؟‎ 

١‏ - (ع) هل المتتابعة (:-م2) متقاربة بانتظام عند 0 < ب ؟ 

٠‏ - (ف ) هل المتتابعة (“-<) متقاربة بانتظام عند 0 < ع ؟ 

ذ-(ص) نفرض أن (5) مجتابعة لدوال تتقارب فى 2 إلى دالة كر . إذا كانت 
٠» 4‏ 8 هما فثتين جز ئيتين من 12 فإذا عل أن التقارب منتظم فى ك4 وأيضافى 8 » أثبت 
أن التقارب يكون منتظماً فى 8لالم . 
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- (ق) اعط مثالا لمتعابمة (6) فى ©)ير محيث أن 1 > ءاء؟|ا لكل اعم 
والى ليس لا متتابعة جزئية متقاربة بانتظام ( ومن ثم استنتج أن نظرية بولّزانو - ير شتراس 
ليست سارية المفعول فى '(8.)8 . 


الباب الثامن عشر ‏ العلو النهائى : 
قدمنا فى باب 5 معلومات عن الأعلى ( علواً ) لفئة محدودة غير خالية لأعداد حقيقية وقد 
أجرينا استعالا هاماً لهذه المعلومات مرات عديدة . ولكن » ببحث ففثة لانهائية محدودة ‏ *1ج 5 
يكون من الممتع أحياناً حساب أكبر نقطة تجميع *ى من 5 . هذه النقطة *ى هى أكبر أقل 
جمي الأعداد الحقيقية الى يزيد عنها على الأكثر عدد محدود من عناصر 5 . سنطبق هذا المفهوم 
على المتتابعات ال#دودة فى 82 لمحصول على التصور المقيد كثيراً لتعلو الها . 
١-4‏ تعريف. بفرض (,) - ير امتتابعة محدودة فى © . 
(1) العلو الها للمتتابعة / والذى سترمز له 
(*) هنا أو (<) منك سنا ,ك3 مرنى صمئا 
هو أدنى الفئة 7 حيث © عن محيث أنه يوجد على الأكثر عدد محدود من لازع م محيث. 
أن ,د >هن 
(ب) الآدنى الها للمتتابعة 2 والذى سثر مز له 
(م)اصسناة أو () كمتصنا ‏ 6 كستصنا 
ع مناك سنا اد إبينا 
ببسل ب سب ب سا ب ب ا ل 


(شكل م١-١)‏ 
هو أعل الفئة 17 حيث 12ح بد بحيث أنه يوجد على الأكثر عدد محدود من 8ج 80 بحيث 
لاا > رك 


بينَا لا تحتاج متتابعة محدودة إلى نهاية » لما دائماً علو نما وحيد ( وأدفى نهاق وحيد  )‏ 
يكون هذا واضحاً من الحقيقة الى تقول إن العدد (لاع م : ,د) مداد ح 0 ينتمى إلى الفئة /1» 
نينا المدد 1-1( ع 2 : ,) كضذة ‏ حد أدقى للفثة 7 


يوجد طرق عديدة متكافئة ومفيدة غالباً فى تمكين الشخص من تعريف العلو النهالى لمتتابعة 
محدودة ( وبحب حث القارىء بشدة على محاولة برهنة هذه النتيجة قبل قراءة البرهان ) . 
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١-١‏ نظرية . إذا كانت (.<) - 1 متتابعة محدودة فى 82 ء فإن النصوص الآثةة 
تكون متكافئة لعدد حقيى ** . 

(1) () مند سلات*ع 

(ب) إذا كانت 8<0 فيوجد على الأكثر عدد محدود من لازج ير نحيث أن ما > ع + *ير 
لكن يوجد عدد لانمال بحيث أن ,د > ع -*ير 

( ج ) إذا كانت (72 ص 2 : من مناه > من فإن (لل 2 : من) كماع *عر 

(د) إذا كانت 70 2< 2 : ,م صلق > مله فإن زمره) صلا ح *عر 

(ه) إذا كانت 2 هى الفئة للأعداد 8# عن بحيث أنه يوجد متتابعة جزئية من + 
والى تتقارب إلى ٠<‏ » حينئذ .1 مداو - *2ر 


البرهان . نفرض (.<) داه دزا - *د وبفرض أن 0 < 6 . من تعريف 1-18 ء» 
يوجد ا عن حيث م +*2 دن ع *يد . لذلك ع -ل * تنتمى أيماً إلى ”ا » 
إذن يمكن أن يوجد عل الأكثر عدد محدود من تدع« بحيث أن , > ع + *2<) ومن ناحية 
أخرى م ** ليست فى 7 » لذلك يوجد عدد لانمان من لارج م محيث أن ,> م-*ير 
ومن ثم (أ) تعنى ضمنيا (ب) . 

إذا تحققت (ب) فإنه بأخذ 0 < ع . حينئذ يكون عندنا لكل 72 كبيرة كير كافياً 

عو+*< كد من ء لذلك ع+**: > (لالع 10 : ,]م1 . لكن بما أنه يوجد عدد لا نبال 
من لدعم عحيث أن ,3>م-*ج افإن > ع-*+ لكل لارع م ومن تم 
للالء درن كتمذى م-*ير . ما أن 0 < ع اختيارية © فنستلتج أن رن) كملع *ير 
القع وتكون ( ج ) متحققة . 


إذا عرفت المتتابعة (.,نة) كنا فى ( ج) فتكون متناقصة بإطراد ومن ثم (,ن) صما > (برد) 
حيث ( ج) تنتى ضمناً (د) . 

نفرض الآن أن ** تحقق ( د) » (.) - عر هى متتابعة جزئية تقاربية من 16 بما أن 
ا عع فيكون لدينا ين > .د ومن ثم * - (ين)1م1! > 1110 . وبالعكس لاحظ 
أنه يوجد لازع ,م بحيث أن رن ع ,د > 00-1 . استنعاجياً نختار .:< ربع بحيث أن 


1 
الل سان 
بما أن *ع - (ين) صنل » فينتج أن (.) صنا- *» . لذلك (د ) تتضين (م) . 

أخيراً » نفرضص أن .2 طناه ح ا . إذا أعطيت 0 <8 فيمكن أن يوجد عل الأكثر 
عدد محدود من الازح يرا احيث بعد > اع + نإل . ( من نظرية بولتز انو - فير اشكراس 15سل4). 
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وإذن 8+« > ا مناه دسئل و لاع ع+١‏ . ومن جهة أخرى توجد متتابعة “أ 
متقاربة إلى عدد ما أكبر من به ل مد . مما يثبت أن ع نم ليست فى 2[ وإذن 
لا ناه تططا > عدر . وما أن 0 < ع اختيارية نستنتج أن ل زناه طلا دير , 
وإذن (ه) تتضمن (أ) . 

كلا الميزتين ( د) » ( ه) يمكن اعتبارهما تحقيقاً المصطلح « العلو الباق » يوجد ميزتان 
متناظر تان للأدفى الْهان لمتتابعة محدودة و القارىء يحب أن ينسخها وييرهها . 

الآن تكون الحواص الجبرية الأساسية للعلو النهائى و لاددنى اللبان للتتابعات محدودة . 

8-1 نظرية . بفرض (,رر) حال و (,«) - ع متتابعتين محدودتين لأعدادحقيقية . 
فإن العلاقات الآنية تكون متحققة 


( أ) (م:) د حصنا ع () كم حصنا 


(ب) إذا كانت 0 <م ء فإن () كمتسلا ء > (مى) كمنسنا 1 
(م) صباة مدا ء > (ندء) مناى حصنا 
(ب') إذا كانت 0 دم 6 فإن ‏ (2©) صن صسناء > (لوت) ممتصرتا , 


() كمتصنا ء - روه) ميد سنا 
(ج ) (رر+ ن) مصتمنا ع (رر) كمتسلا+ لد) كم سنا 
( د ) (ءلا) صناى متتا+ (ند) ميك حصنا ع زمر + ,نا) مناى مننا 


(ه) إذا كانت رز ك ركد لحميع 6 » فإن () تمنصلا ك (ن) تمتصلا » 
وأيضاً (١ا)‏ مدا سنا > (رد) من سنا 


البرهان . ( أ ) إذا كانت () كهذ صل > بسر » (:*) مناك 101[ < 0 فإنه يوجد بدرجة. 
لانمائية كثير من لاج م بحيث أن م* ك م( ء ييا يوجد فقط عدد محدود بحيث أن 
3 اا وإذن يحب أن نحصل على. « ك5 م1 الى تتضمن (أ) . 

(ب) إذا كانت 0 < م ء فإن الضرب فى »© يحفظ كل المتباينات الى على الصورة 
,و كم الع .. 5 

(ب') إذا كانت 0 > © »ء فإن الضرب فى © يمكس المتباينات وتحول العلو الهال. 
إلى الأدى الباق وبالمكس . 

نص '( ج) يكون ثنائيا إلى( د ) ويمكن اشتقاقه مباشرة من ( د ) أو برهانه باستخدام نفس 
النوع من المناقشة . لبرهنة ( د )» تفرضن (ي<«) ترناة ما < نه و (يلز) متك دنا < ين 

من التعريف يوجد فقط عدد محدود من لحر حر بحيث أن ير > 0 وعدد محدود بحيث أن 


الكل 


,لز > 4 . وإذن يممكن أن يوجد فقط عدد محدود من © بحيث أن ملا+ > يان 
مما يوضح أن 0+6 ك (ملز + ©) مناك دنا هذا يبرعن نص ( د) . 

الآن نبرهن النص الثافى فى ( ه ) . إذا كانت (لا) هناذ هنذا < نا فإنه يمكن فقط 
وجود عدد محدود من أعداد طبيعية 7 بحيث أن رلا > مال يما أن برلا كك نر » فينتج 
نا >> (.) ناك معئا وكذلك (مل) مناة دنا > (م<) هناد دما .2 وهو المطلوب إثياته . 

كل من الشروط المكافئة المعطاة فى نظرية م١‏ - + يمكن استعاله لبرهنة أجزاء 
نظرية مام 

يقترح كفاية بعض هذه البراهين البديلة كتمرين . 

ريما يسأل ما إذا كان يمكن أن تحل محل المتباينات فى نظرية ١+‏ - م متساويات 
بوجه عام » الإجابة لا » لأنه إذا كانت [1(”1-) ] ع ال فإن 1--غع3 أمزصئار > 
1+-خ مصناوصنا إذا كانت **"(1-))-لا فإن (0)-1 +3 محيث أن 

,(لة +ع2) ماسلا 2>0- د لآ غصز سنا عن كم ديزا 
لا مناك دمتا+ ع2 مباى مرنا > 2 > 0 ع زلا + ع3) ند دنا 

قد رأينا أن الأدنى البائى والأعلى الباق يؤجدان لأى متتابعة محددة . بصرف النظر 
عما إذا كانت المتتابعة تقاربية . الآن سنوضح أن وجود 2 1152 تكون مكافئة لتساوى 
ل تخضذ حصذا , + رتاه عصنا 

4-8 مفترض . نفرض أن كر متتابعة محدودة لأعداد حقيقية . حينئذ 6 تقار بية 
إذا وإذا فقط الآ ناه حطذا > الزر تخصذ مطل . فى أى حالة تكون كر صنذا هى القيمة 
المشتركة . 

البرهان . إذا كانت ل تطذا[ ح عد . فإنه لكل 0 < م يوجد عدد طبيعى (2/)8 
حيث أن 

(ع)ة دم رع + 2« > لنن > ع عر 

المتباينة الثانية توضح أن ع + > عا مداد مدنا والمتباينة الأولى توضح أن 
لا خط معطا ك ع -< . وإذن ع2 > 22 تخصذة عطئا - ير > ررناه ممثا > 0 
ويما أن 0 < 6 اختيارية » فيكون لدينا المتساوية المنصوص عليها . 


وبالمكس » نفرض أن ل «ناق طذا - از تمصة معلا > عد إذاكانت 0 <دي, 
فينتج نظرية 5-18 (ب) أنه يوجد عدد طبيعى (2:)8 بحيث أنه إذا كانت (3/,)8 2 


16. 


فإن ع + > بد . بالمثل يوجد عدد طبيعى (2/:)8 بحيث أنه إذا كانت (1/2)8 < # 
فإن بن > ع -* . بفرض ((72)8 ,(ع )ر2) 88 ع (ع)/8 » إذا كانت 
(2)8 < م فإن م > |ء سي | مما ينبت أن 2 فطلا د ء« . 
وهو المطلوب إثباته . 

متتابعات غير محدودة : 

أحياناً يكون من المناسب إبجاد العلو النهاق والأدنى الهانُ المعرف ادلمتتابعات اختيارية 
( أى ليست بالضرورة محدودة ) فى 8 لإجراء هذا نحتاج لنقدم الرمزين ه +» مدا 
لكن مع التأكيد بعد اعتبارهما أعداداً حقيقية » هما مجرد رمزين مناسبين فقط . 

إذا كانت 5 فئة غير خالية فى 2 وكانت غير محدودة من أعلى » ذتعرف 66+ ت 5 ولا 
إذا كانت 7 فئة غير خالية فى 2 وكانت غير محدودة من أسفل فنمعرف ) صاحت 
وكا لاحظنا بعد تعريف + - ١‏ »ء أن كل عدد حقيق يكون حداً أعل لفئة خالية © » لذلك 
نرف «- - 0 وناو بلمثل كل عدد حقيق يكون حداً أسفل لفئة خالية 4 » لذلك نعرف 
+ > 0 [صز 

الآن نفرض أن (,*) ح ل متتابعة فى 2 وغير محدودة من أعلى » حينئذ فإن الفئة /آ 
لأعداد 8# ع محيث أنه يوجد على الأكثر عدد محدود من لاحر حيث برلا > « تكون 


٠‏ غاليا . إذن + 7 هذ . أى أنه إذا كانت (,*) - ل متتابعة فى 2 غير محدودة من 


أعلى ٠»‏ فنجد أن 
مه+ ع (ن2) مناى حصنا 
بالمثل » إذا كانت (,بزر) - 8 متتابعة فى © وغير محدودة من أسفل » فنجد أن 
مه- - (,) كما دسا 
نلاحظ أنه إذا كانت (,*) > كر متتابغة فى 2 وغير محدودة من أعلى » فإن الفئات 
 < (‏ : ,4 ليست محدودة من أعلى وإذن 
م 2 11 ح 1 : ,ا) ولاق ح يمنا 
لكل لالع م . 
نهايات لا نهائية : 
إذا كانت (,*) ح لا متتابعة فى 2 » فتقول إن (ير*) - له تتباعد إلى ملل 


ونكتب + - (,«) يمنا إذا كانت ء لكل 2ع ه ٠»‏ يوجد للك (به) >1 بحيث أنه إذا 
كانت (5)0 <ه فإن 0 <ى5 . 


الل 


بالمثل نقول إن (ر*) ح كل تتباعد إلى مه - ونكتب مح (ي*) تنا ى 
حالة أنه لكل ع ه يوجد بزع (ع)يز بحيث أنه إذاكانت (» ) كر < 5 فإن © > << . 
ويمكن ع كتمرين إثبات أن (,*) - ل تتباعد إلى مه + إذا وإذا فقط 
+ > (م) مدا دنا - (3) كمأ ستا 
وأن (,*) ع لا تنباعد إلى مه إذا وإذا فقط 


6- > (ن2) مداة سنا - (رند) غمأ مستا 


تمرينات : 
م - (أ) حدد الأعلى الهان والأدنى لهال للمتتابعات المحدودة الآئية فى 
)ع( 0-2 (ب) «م0-» 
(ج) «م/1+*1-) رد( («مأع) 


١‏ -(ب) إذا كانت (,*) ح لد متتابعة محدودة فى 8# » وضح أنه يوجد متتابعة 
جزئية المتتابعة ل بحيث تتقارب إلى ل كط تطلا . 

-(ج) برهن مباشرة النظرية المناظرة لنظرية م١‏ - ٠‏ للأدنى الباق بعد تكون 
صينة ها . 

م١‏ -(د) اعط برهاناً مباشراً لنظرية 8-١9‏ (ج) 

-(ه) برهن نظرية م014-م (د) باستخدام ١ - ١8‏ (ب) كتعريف الأعلى 
الها . افعل نفس الثىء باستخدام مد-ع(دم)ءمر-:(ه).: 

م١‏ -(0) إذا كانت (,*) ع كل متتابعة محدودة لعناصر موجرة على سبيل الحصر فى 
4 وضح أن («/ربن<) صناة قطنا > (:) ناد تا 

- (ز ) حدد الأعلى الها والأدفى للمتتابعات الآثية فى 8 . 


(1) «11"8#-» (ب) 0 ماقم 
(ج) ‏ 7(سمم) (د) (#سمه»م). 
م١‏ -(ح) اثبت أن المتتابعة (ي*) - ل فى 82 تتباعد إلى مه + إذا وإذا فقط 


+ ع غ3 كمأ سنا 
4-(ط) وضم أن + - مدصنا إذا وإذا فقط كان توجد متتابعة جزئية 
من الآ حيث أن 6+ - غ3 دنا 


1 -(ى) فسر نظرية م١‏ - + المتتابعات غير محدودة . 
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الباب التاسع عشر ‏ بعض أمتدادات : 

من المهم كثيرآ فى التحليل أن نقيم « رتبة مقدار ». لمتتابعة أو نقارن متتابعتين بالنسبة 
إلى مقدارهها . لإجراء ذلك نتخلص من الحدود الى لا تصنع « إسباماً جوهرياً » . فثلا 
إذا كانت 17 + 28 ح ب فإنه عند 1287 بحيث تكون كبيرة » يأق الإسهام المسيطر 
من الحد +2 . إذا كانت +5 22 ح ,نز فإنه عند 27 جم محيث تكون كبيرة » يكونه 
الحد المسيطرهو 2< . وبالرنم من أن الحدود الأولى القليلة من (,رنز) أصغر من تلك الى فى 
(,*) ء فإن الحدود هذه المتتابعة تنمو بسرعة أكثر من تلك الى تنمو بها الحدود فى (<) . 

الآن سندخل بعض مصطلحات فنية لحمل هذه الفكرة أكثر دقة وسندخل دلالة ما » 
ترجع إلى لانداو(*) و«فيدة غالبا . 

١ -8‏ تعريف . نفرض أن (*) - كر و (رز) - 8 متابعتان فى 2 ونفرض., 
أن 0يتيير لكل لزع مر بحيث تكون كبيرة كبراً كانياً . نقول إن ل و 1 
متكانفئان ونكتب 

** سس كار أو (ويز) ل (يرع) 
عندما 1 > (يرز/ي*) تلآ . نقول إن 26 لحارتبة أقل .قدار من لا ونكتب 
(8-6)7 أو (ر0) مدر 
عندما 0 > (,بز/ير*) تظلآ . نقول إن 2 تكون مسيطرة على 7 ونكتب 
000 د أو (ي0)2 ديع 

حالة كون المتتابعة (ررنز/ير,) محدودة . 

من الواضح أن إما 8 - لا أو (1) م ح 2 تدل على أن (0)1 ع لا خواص 
مختلفة هذه الدلالات ستعطى فى التمارين . 


مجموع سيزارو * 


عرفنا سابقاً ما المقصود بالتقارب لمتتابعة (,<) - 26 ”2 إلى عنصر © . لكن » ربما 
يكون مكنا أن نربط * إلى المتتابعة ل كنوع من « الباية العامة » حى ولو لم تتقارب 
المتتابعة ل إلى د بمعنى تعريف ١4‏ #8 . يوجد طرق كثيرة التى بها يمكن للشخص أن يعيم 


(#) ادموند «ج١٠تشى»‏ لانداو ( لالإلم1 ب 1978 ) كان استاذا فى « بيتنجن 4 ومعروف 
بابحائه وكتبه على نظرية العدد والتحليل . هذه الكتب مشهورة بشدتها واختصارها فى 
الاسلوب ( وبلفتها الالمانية الأولية ) . 
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خكرة نباية متتابعة و يمكنه إعطاء مقدار كبير من البيات عن أن بعض هذه الطرق ستأعذنا 
بعيداً أبعد من مجال هذا الكتاب . لكن » توجد طريقة أولية فى طبيعتها وفى نفس الوقت 
مفيدة قى تطبيقاتها لمتتابعات تذبذبية . 


.ما أن هذه الطريقة لما بعض الأهمية وبرهان النتيجة الرئيسية نموذجى لمناقشات تحليلية 
كثيرة » فندخل هنا مقدمة مختصرة لنظرية قابلية الجمع لسيزارو (*) . 


18- 7 تعريف. إذا كانت (ي*) - 2 متتابعة من عناصر فى 29 ع فإن المتتابعة 
(,ه) > 5 المعرفة بالتعريف . 


وار اح ااطد رع يه و 2 +21 
لل يي لل سيك اسان 


تسمى متتابمة المتوسطات المسابية للمتابعة 2 . 


وممعنى آخر » توجد عناصر 5 بأخذ متوسطات الحدود فى لآر. وحيث أن هذا 
المتوسط يمميل إلى ملامسة تذبذيات من حين لآخر فى ل » فن المعقول أن نتوقع أن يكون 
للمتتابعة 5 فرصة أكبر للتقارب عن المتتابعة الأصلية ل . فى حالة تقارب المحتابعة 8 
لمتوسطات حسابية إلى عنصر «ز ء نقول ان المتتابعة 2 تكون جمع سيزارو إلى لز » 
أو أن مرا هى الهاية (1 ,©) المتعابمة 26 . 


مثال ذلك » بفرضص 22 هى المتتابعة الحقيقية غير التقاربية (... ,0 و1 ,0 و1) > كر 
فقد تبين توا أنه إذا كانت # عدداً طبيعياً زوجياً فإن ف ع ي» وإذا كانت # عدداً 
فردياً فإن 1(/24+م)-رى . ماأن (,ك) تقلا - ل فإن المحتابمة 6 ها جمم 
سيزارو إلى 4 » الذى ليس باية المتتابعة كل و لكن يبدو أنه اللهاية العامة الطبيعية الى بمكننا 
ربطها للمتتابمة 216 . 


ويبدو أنه من المعقول لتعميم فكرة نباية . المتتابعة أن نقتضى بأن الهاية العامة تعطى 
القيمة العادية للهاية عندما تكون المتتابعة تقاربية . الآن سنوضح أن طريقة سيزارو ها 
هذه الخاصية . 

#1 نظرية . إذا كانت المتعابعة (,:) -26 تتقارب إلى *# » فإن المتتابعة 
(,ى) - 5 المتوسطات المسابية تتقارب أيضا إل *« . 


(#) أرئست سيزارو ( 1865 ل 14.85 ) درسن فى روما ودرسن فى نابولى ©» وقد عيل 
فى الهندسة والجبر وأيضا بالتحليل ٠‏ 


امول 


البرهان . نحتاج لحساب المقدار الآق : 


دح زوج “جيجه د ديه 
00 (19:.1) 
((دح ينم +.. +١‏ (م )ل زد و لت 


ب أن (,<) صلا - عد ٠»‏ فينتج بأخذ 0 < ع أنه يوجد عدد طبيعى (2/)8 'بحيث أنه 
إذا كانت (8)8 < يم فإن 8>|ء- «دا| . أيضاً حيث أن المتتابعة (,<) -]2 
تقاربية . يوجد عدد حقيق 4 محيث أنه 4.>|<- «ا|ا لكل # . إذا كانت 
(2)8 - 87 < م ع٠‏ نقمم المجموع فى الطرف الأيمن من ١ -1١9‏ إلى مجموع من 1 - / 
إلى /ة - م مضافاً إليه مجبوع من 8+1 - م8 إلى # م ونستخدم التقدير 
ع > ع - | للمدود ل بم الأخيرة لنحصل 
لاحل شك د رم روز عند (6) ل < م 
إذا كانت #«كبيرة كبر كانياً » فإن ع > /204 وما أن 1 >  2/(/#‏ م) فنجد أن 
ع2 >|«- | لكل »م كبيرة كبر كافياً . ومن ثم (.0) 11ح ير 
وهو المطلوب إثياته . 


سوف لا نتابع نظرية قابلية الجمع أكثر من هذا » لكى نجعل القارئ يرجع إلى 
كتب عل متسلسلات تباعدية وقابلية المع . مثال ذلك » انظر الكتاب لمؤلفه كنوب 
المدون فى المراجم . إحدى أكثر التطبيقات الأساسية الشيقة لقابلية الجمع لسيزارو هى 
نظرية فيجر الشبيرة الى تنص عل أن دألة متصلة بمكن استردادها من متسلسلة فوريير 
لما بطريقة سيزارو لقابلية الجمع . حى ولو كانت الدالة بحيث لا ممكن استخلاصها من 
هذه المتسلسلة بالتقارب العادى ( انظر نظرية م58 -187) . 


متتابعات مزدوجة ومكررة : 


نتذكر أن متتابعة فى الفراغ ”22 هى دالة معرفة على الفئة تح لأعداد طبيعية ويمدى 
فى الفراغ ”#8 . متتابعة مزدوجة فى الفراغ م هى دالة ل نطاقها 10 »الح وتتكون 
من جميع الأزواج المرتبة لأعداد طبيعية ومداها ”8 وممنى آخر ».عند كل زوج مرتب 
(8 .:ت) للأعداد الطبيعية تكون القيمة للمتتابعة المزدوجة ك. عنصراً فى الفراغ #0 والذى 
سوف ترمز له مموذجاً بالرمز .د . وفى الخالة العامة سنستغمل رمزاً مثل (.-) - 26 
ثيل ل » لكن من المناسب أحياناً أن ندون العناصر فى شكل مصفوفة منتظمة مثل 
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0 لكي (19.2) 


لاحظ أنه فى هذا النظام » يشير الدليل الأول إلى الصف الذى يظهر فيه العنصر ...د ويشير 
الدليل الثانى إلى العمود الذى يظهر فيه نفس العنصر . 
4-18 تعريف . إذا كانت (.,«) ع هى متتابعة مزدوجة فى الفراغ 127 » 
فإنه يقال لعنصر * انه نهاية ( أو نهاية مزدوجة ) للمتتابعة ل إذا كان يوجد لكل عدد 
موجب ع عدد طبيعى (2/)8 بحيث أنه لكل (2/)8 < « رتم فإن > || - .|| فى هذه 
الحالة نقول ان المتتابعة المزدوجة تتقارب إل 7 ونكتب 


(م) نطلا دعر أر 5 مستاععر 


كثيرا من النظرية الأساسية الأولية لهايات المتتابعات تطبق مم تغيير بسيط على 
المتتابعات المردوجة . بوجه. خاص »2 حقيقة كون الهاية المزدوجة وحيدة. التعيين ( إن 
وجدت ) تبرهن ماما بنفس الطريقة كا فى نظرية 8-١6‏ . يوجد أيضاً معيار كوشى 
لتقارب المتتابعة المزدوجة الذى سنكتب نصه والذى نترك برهانه للقارىء . 


0-4 معيار كوشى . إذا كانت (,*) - متتابمة مزدوجة فى الفراغ 27 » 
فإن ل تكون تقاربية إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع عدد طبيعى (8 )234 بحرث 
أنه لكل (14)8 < د ,ون رتت فإن 

> مد - || 

سوف لا نتعمق فى أى. تفاصيل أكثر فى هذا الحزء لنظرية المتتابعات المزدوجة الذى 
يوازى نظرية المتتابعة المفردة . بالأحرى نقترح ملاحظة باختصار العلاقة بين الهاية كما 
عرفت ق 9 - 4 والهايات المكررة . 

وكبداية » نلاحظ أن المتتابعة المزدوجة يمكن اعتبارها ( بطريقتين عل الأقل ) 
كتتابعة لمتتابعات . إحدى الطرق » يممكننا اعتبار كل صف ف النظام المرتب فى (19-؟) 
متتابعة فى الفراغ ”2 . أى إن الصف الأول ف النظام ( ١9‏ - ؟ ) ينتج المتتابعة 

0 بسو وم قا 117) > ولاج 4ن مرك) را 
الصف الثاى فى )١ - ١9‏ ينتج المتتابمة (/8©12:مو<*) ولا .. 1ل . وكتفكير 
لا بأس به هو اعتبار الهايات المتتابعات الصف . . . ,رملا ,.. . رولا ,8 ( عند وجود 
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هذه البايات ) نفرض أن هذه الهايات موجودة ونرمز لها بالرموز ‏ . . . وملا , ٠...‏ ردلا ودلا" 
نحصل عل متتابعة لمناصر فى “8 الى ربما بمكن فحصها جيداً للتقارب . أى إننا نعتبر وجود 
() دئاع بور . وحيث أن المناصر روبز معطاة بالصورة ملآ ددا .1 حيث 
اع » : ء) - ,رلا فإن هذا يقودنا إلى التعبير عن الهاية (.ل) 0لا > لا ( عند 


وجوده' ) بالتعبير 
ع نا سنا در 


سنشير إلى بر كلباية مكررة المتتابعة المزدوجة ( أو أكثر دقة كباية الصف المتكرر هذه 


. ) المتتابمة المزدوجة‎ ٠ 


والذى أجريناه بالنسبة لصفوف بمكن عمله على قدم المساواة بالنسبة لأعمدة أى 

إننا نكون المتتابمات 
(لالء 1 :يمد) 2 ر(لالك بن ن) ع ررك 
وهكذا . بفرض أن البايات 2 ...ردت صلا > 22 ررك دنا > رع موجودة » 
فيمكئنا أن نعتير (.2) هنذا - 22 وعند وجود هذه الباية الأخيرة » فترمز لها بالرمز 
,(مم) نا دنا - ع 

ونرمز إلى 2 كلهاية مكررة أو الهاية المككررة لعمود لمتتابعة مزدوجة ١‏ (-2) -76 

والسؤال الأول الذى ممكن أن نسأله هو : إذا كانت النهاية المزدوجة للمتتابعة 
(,,,,») - ير موجودة » فحينئذ هل توجد اللهايات المكررة ؟ . والإجابة عن هذا السؤال 
ريما تكون «فابأة للقارى» ء هى بالتى . لأرى هذا نفرض أن )2 هى متتابعة مزدوجة فى 18 
والمعطاة على الصورة (1/8+-1(”*”)1/56-) > بد ع فقد رأينا حالا أن الهاية 
المزدوجة هذه المتتابعة موجودة وتساوى صفرا . بِيما قد تحقق من قبل أنه لا أحد من المتتابعتين 

(لالع 2 : ون ) تملا ر.. . ر(لللع 5 من) تكلا 

ها لهاية . ومن ثم لا يمكن وجود لهاية مكررة >تملة حيث لا يوجد أحد من اللهايات 
الداخلة . 

السؤال الثانى يكون : إذا كانت الهاية المزدوجة موجودة وإذا كانت إحدى اللهايات 
المكررة موجودة » فهل الهاية المكررة تساوى الهاية المزدوجة ؟ . فى هذه المرة تكون 
الإجاية بالإيحاب . وف الحقيقة » سنقرر الآن نتيجة قوية نوعاً ما . 

 -‏ نظرية نمباية مزدوجة . إذا كانت الهاية المزدوجة (...<) ,,0مز! - ا موجودة 
وإذا كانت توجد لكل عدد طبيعى 72 النهاية (+*) 20[ - .ا فإن الهاية المكررة 


)م متلا ,دنا موجودة وتساوى * . 


إودل 


البرهان . نحد من الفرض » بأخذ 0 < ع أنه يوجد عدد طبيعى (2/)8 محيث أنه إذا 


كانت (2/)8 < « ,نم فإن 8 >||* - || . ثانياً من الفرض » حيث أن النهايات 
(م) محصتا > ملا موجودة 'فينتج من المتبايئة السابقة ومفترض ١8‏ - م أن 
ك اعد - | لكل (8)8 < م لذلك نشتنتج أن (-ا) متاح 


وهو المطلوب إثياته . 

النتيجة انسابقة توضح أنه إذا كانت الهاية المزدوجة موجودة »ع فإن الشىء الوحيد 

الذنى يمكنه منع الهايات المكررة من الوجود ومساواتها بالهاية المزدوجة هو عدم وجود 
النبايات الداخلة . وأكثر دقة يكون عندنا النتيجة الآتية , 


6 - 7 نتيجة . بفرض أن الهاية المزدوجة موجودة وأن البايات 
() مستا مه ,(ممع) ستاك ور 
موجودة لحميع الأعداد الطبيعية 2 و 7 . حينئذ البايات المكررة 
ل سنا سا م دنا صرنا 
ومساوية للأهاية المزدوجة . 


نستعم بعد ذلك عما إذا كان وجود تساوى الهايتين المكررتين يضمن وجود الهاية 
المزدوجة . الحواب هو لا . هذا يتضح بفحص المتتابعة المزدوجة ‏ (-<) -ع1 فى # 
المعرفة بأن 1 ررد عندسا عد » 20 ير عندما رح يبر . هنا كلا الهايتين 
المككررتين موجودتين ومتساويتين . بِيما لا توجد الأباية المزدوجة ولكن » نحت بعض شروط 
إضافية » يممكننا ضمان وجود الباية المزدوجة من وجود إحدى البايتين المكررتين . 

4-م تعريف . لكل عدد طبيعى 7 ء نفرض أن (,*) ت ملآ متتابعة فى 
الفراغ ”46 ومتقاربة إلى «اا ع نقول إن المتتابعات (11.:78©140. تكون تقاربية 
منتظمة إذا كان يوجد » لكل 0<:ع ٠.‏ عدد طبيعى (0)8 محيث أنه إذا كانت 
(ع)لل ح فإن ع > املاح م] لميع الأعداد الطبيعية + . 

سيفعل. القارىه حسناً عندما يقارن هذا التعريف مع تعريف لاؤ - 4 ويلاحظ أنهما 
من نفس الصيغة . جزئياً لكى نعلل إثبات نظرية ٠١ - ١9‏ ء سنوضح أنه إذا كانت 
كل من: المتتابعات ١‏ تقاربية » فإن وجود الهاية المزدوجة يضمن أن المتتابعات 
2ع 16: .13 تكون تقاربية تقارباً منتظعاً . 


4-4 مفترض . إذا كانت النهاية المزدوجة لتتابعة مزدوجة (,,,) غ7 موجودة 
وإذا كانت » لكل عدد طبيعى 72 » المتتابعة (20 © 2: مر<) > جل تقاربية » فإن هذه 
المحموعة تكون تقاربية منتظمة . 


1١مل‎ 


البرهان . ما أن الباية المزدوجة موجودة ء فبأخذ 0 < م نجد أنه يوجد عدد طبيعى 
(8) /ى حيث أنه إذا كانت (20)8 < وه فإن 8 >||ء- مم|| . من الفرض نجد أن 
المتعابمة (ل2ع2. .) - ل تقترب إلى عنصر ,ربز وباستخدام مفترض 0160م 
نجد أنه إذا كانت (27)8 2ح 8 فإن 8 > |« »|| أي إنه إذا كانت (2)8 < 11 ,ار 
فإننا نستنتج أن 
8 > إل - || + ||عد - مسا| ك الملا - مدا 
وبالإضافة إلى ذلك » تكون » عند 1-(20)6,... ,2 ,1 - يم المتتابعة بر1 متقاربة 
من سلا » ومن ثم يوجد عدد طبيعى (8) 8 بحيث أنه إذا كانت (ع) كل < «ء فإن. 
1-(2,...,206 بلحس بع > |إمر- كرا 
بفرض ((16)6 ,(30)6) وده - (21)6 فإننا ننتسج أنه إذا كانت (26)8 < م ء فإنه " 
لأى قيمة للمقدار 2 نحصل على 
28 > |إم - مدا 
هذا يثبت انتظام التقارب للمتتابعات (ل2 © :ملآ وهو المطلوب إثياته .' 
المفترض السابق يوضح أنه » تحت الفرضص بأن المتتابعات ,رلا تقاربية » فإن التقارب 
المنتظم لحذه المجموعة من المتتابعات شرط ضرورى لوجود الباية المزدوجة . نثبت الآن 
نتيجة فى الاتجاه المكمى . 
٠١-8‏ نظرية نهاية مكررة . نفرض أن الهايات الفردية 
[69 حصنا 2 لدم دنا -0-0 
موجود لكل 30 5,2 وأن التقارب لأحد من هذه امجموعات منتظم . فإن كلا من 
'النهايتين المكررتين والهاية المزدوجة موجودة وكل الثلاثة متساوية . ٠‏ 
البرهان . نفرضن أن التقارب للمجموعة (لاع مم : .10 منتظم . وإذن بإعطاء 
0 < ع فإنه يوجد عدد طبيعى ( 8) 4 بحيث أنه إذا كانت (ع)8 < م فإن لكل 
8 > م - مدا (19.3) 
الأعداد الطبيمية -. لتوضيح أن (.2) دنا موجودء تأخذ عدداً ثابعاً (ع)/ه < و . 
بما أن (يععم:ى») وز- ,2 موجودء نعرف أنه إذا كانت (6,4)غ1< 7,5 
فإن 
3 > |أءلا - وذ || + المد - ونل|| ++ الوك - || كك |أولا - ,|| 
لذلك (رز) هى متابمة كوشى وتقترب إلى عنصر ابر فى "2 مما يوكد وجود الهاية 
المكررة (عدة) تهنا دمنا - (مى) منا حر 
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الآن سنوضح أن الهاية المزدوجة موجودة » حيث أن (.) ذا بر اع بأغذ 
0 < ع فإنه يوجد مقدار ( ع)34 بحيث أنه إذا كانت ( ع )34 < ص فإن ‏ 2 > |إنز- | 
نفرضح- (284)8 ,(20)8) مناه - (ع)>1 وستعمل ثانيا 8-19 ) لنستنتج أنه إذا 
كانت ( 8)كظ < ريم فإن 

2 > اانا - ملز| + الم - مكنا| ك |إنا- ممند|| 

هذا يبت أن الهاية المزدوجة موجودة ومساوية للهاية بر . 

أخير؟ » لتوضيح أن الهاية المكررة الأخرى «وجودة وتساوى للهاية براء فإننا 
نستخدم نظرية ١8‏ - 5 أو نتيجتها . 

رما يكون من التخمين أن » مع أن البرهان المعطى حالياً يعتمد على وجود كلا من 
مجموعات الهايات الفردية وانتظام الهاية لواحد مهما ء الاستنتاج ربما ينتج من وجود 
( وانتظام ) ممموعة واحدة بالضبط لبايات فردية . سنترك هذا للقارىء لفحص صمة 
أو بطلان هذا التخمين . 


ور-(أ) كون العلاقات الآنية : 
ب (2-3م) د 2 جقم) (95 نك سيية 
2 05 - نه10-) 2 << (د) ممع (ضم"1-) 


(«) (/1/2) - وول 1 بول (,) (0)0-(م صم 
9 (ب) بفرض أن 2 و 8 و 6 متتابعات بعناصر غير صفرية . وضح أن 
)1١(‏ #اسهير 
(ب) إذا كانت لع فإن سمه 
(ج) إذا كانت لاسكر و بسلا فإن سير 
١9 1‏ -(ج) إذاكانت (0)7 -,1 و (ل)0 ديكيز » فنستتتج أن (ا00 > ,كا ع كا 
ولحص هذا فى المعادلة : 
(1أ) .082 -0)20 00872 اعط تعليلا مشابياً هذا وأثيت أن 
(ب) ‏ (0)78 - رل)ه + )0 
(ج) إذا كانت 0غدء حيقذ (7)ه - (لاء)ه ٠.‏ 0037 -طلاء)0 


لحل 


زد 8)م-()0)ه ,(8)ه - ((0)0)1 

00600050 - 0)60(,  0)200)9(- كاه - )0000 ,(6ا)ه‎  )١( 

و -(د) أثبت أن (0)ه٠‏ علا و ()3-0 لا مكن أن يتحققا فى وقت واحد . 
اعط مثالا لمتتابعات حيث أن (0)90 -73 ولكن )0 كول . 

و -(ه) إذا كانت ك2 متتابعة مطردة فى الفراغ 8 وضح أن المتتابعة للمتوسطات 
الحسابية تكون مطردة . 

و -(و) إذا كانت (2)-7 متتابمة فى 2 » (.0) متتابمة للمتوسطات الحسابية » 
حينئذُ (,<) دناه صدئا > (ه) مناة تدذا اعط مثالا فيه تظل المتباينة قائمة . 

و1-(ز) إذا كانت (2)- متتابعة لأعداد حقيقية موجبةء فهل (,6). متزايدة 
باطراد ؟ ر 

» -(ح) إذا كانت المتتابعة (.+) -] ف الفراغ "# هى حاصل جمع سيزارو‎ ١ 
.) فإن (م)مدعع: ( إرشاده : (5.ه(1-م)- .ممه عه‎ 

١9‏ - (ط) بفرض أن كر متتابعة مطردة فى 2 » هل صحيج أن 6[ تكون حاصل جيع 
سيز ارو إذا وإذا فقط كانت تقاربية ؟ 

١9‏ (ى) اعط برهانا لنظرية واسده 

١‏ -(ك) اعتبر وجود اللايات المزدوجة والمكررة للمتتابعات المزدوجة (.-*) حيث 

.٠م‏ مبينة كالآنى : 


(1) “سرت 3 كد © 22 
() وري () (لب)ست «(و,) بطي 


9 -( ل) هل المتتابعة المزدوجة التقاربية محدودة ؟ 

9 -(م) إذا كانت . (.<) - 6 متتابعة مزدو جة تقاربية لأعداد حقيقية » وإذا كانت 
الهاية (ىى«) ,دده دنا _بد موجودة لكل 27 ع :” فإنه يكون لدينا (١ا)‏ متصنا > (.:) مهنا 

9 (ن) أى من المتتايمات المزدوجة فى آمرين 1ك تكون بحيث أن المجموعة 
لاع ::: لءه) دزا - 430 تقاربية منتظمة ؟ 

4-(س) بفرض (...)- ير متتابعة مزدوجة محدودة فى الفراغ 8 بخاصية أنه 
لكل ندع بر تكون المتعابعة (لزرع»:.) - .ل مطردة الزيادة ولكل لدعم تكون 
المتعابمة (20 6 :”: ..:) -.2 مطردة الزيادة . هل عصديح أن اللهايتين المكررتين موجودتان 
ومتساويتان ؟ . هل اللهاية المزدوجة تحتاج إلى أن توجد ؟ 

. (ع) ناقش المسألة الموضوعة فى آخر فقرة من هذا الهاب‎ - ١9 


كيل 


القصر الرايع 


وات «متضتاة 

سنبدأ الآن دراستنا لصنف من الدوال الأكثر أهمية فى التحليل » وللدوال المتصلة . 
فى هذا الفصل » سنخلط النتاج فى فصلل « ء " ونجنى محصولا غنياً من نظريات ذات 
عمق وفائدة كييرة . ١‏ 


باب 7٠١‏ . يقدم ويفحص الفكرة عن الاتصال . نقدم فى باب 7١‏ الصنف الحام من 
الدوال الحطية . الباب الأسامى +؟ يدرس خواص الدوال المتصلة على الفئات المدمجة والمتصلة » 
يناقش باب م6 فكرة الاتصال المنتظم . ستستعمل النتائج لهذه الأبواب الأربعة مرار؟ 
خلال بقية الكتاب متتابعات لدوال متصللمة . سندرس ى باب 86 » وندرس الهاية الأعلى 
والباية الأدف فى باب 7٠‏ . يعرض الباب الباق بعض ننتائج هامة وءشوقة » لكن هذه 
النتائج سوف لا تستخدم فى الأبواب القادمة . 


وليس من المفروضص أن القارىء عنده أى ألفة سابقة ,معالمة قوية للدوال المتصلة . 7 


لكن » فى بعض الأمثلة وال#ّرينات » تستخدم الدوال الأسية واللوغاريتمية والثلثية لإعطاء 
الباب العشرون ‏ خواص محلية لدوال متصلة : 
سنفتر ض أن كر هى دالة نطاقها (كر) 2 وحتوية فى الفراغ 220 ومداها (/)2 
محتوى فى الفراغ 6ج بوجه عام سوف لا تتطلب أن ”© - (م)2 أو أنه - م. 
: أولا سوف نعرف الاتصال بدلالة الحوار وعندئذ نشير إلى شروط قليلة مكافتة . 
١ -١*‏ تعريف . إذا كانت (م)2 ع4 ء فنقول إن ك/ر متصلة عند » إذا كان لكل 
جوار 77 من (©)ر يوجد جوار 0 ( معتمد على 37 ) من © بحيث أنه إذا كانت * 


أى عنصر من (/) 701 فإن (*)ثر تكون عتصرا من لا. ( انظر شكل .8 )١-‏ 
إذا كانت ()72>-4 فنقول إن ث/ر متصلة فى 4 فى حالة اتصالما عند كل نقطة من 4 . 


أحيانا يقال إن دالة متصلة هى دالة بحيث « ترسل نقطاً متجاورة إلى نقط متجاورة » . 
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)١-١لكش(‎ 


هذا التعبير البدهى ممنوع إذا كان شخصاً يعتقد أن الصورة لحوار © لابد أن تكون جوار 
الدالة (ه)ير .(اعير |«إجاع عند 0-* ) . 


نعطلى الآن نصين متكافتين قد أمكن استخدامهما كالتعريف . 


7-٠‏ نظرية . بغرض © هى نقطة فى النطاق ( )2 للدالة عر . النصوص الآنية 
تكون متكافئة : 

(1) الدالة كر تكون متصلة عند © . 

(ب) إذا كانت 0 < ع » فيوجد عدد 0 < (6) 8 بحيث أنه إذا كانت ()2 © 

©8 > المع فين >> ار - وميز ., 1 

(ج) إذا كانت (.*) أى متتابمة لمناصر للنطاق (كر) 2 بحيث تتقارب إلى © © فإن 
المتتابعة ((2)/) تتقارب إلى (©)/ر . 


البرهان . نفرض أن (أ) صحيحة وأن 8<0 إذن الكرة (ع >|إله)/ - ن|: 286 © بن ديا 
هى جوار النقطة (©) /ر يوجد من تعريف ١ - 7٠‏ يوجد جوار 7 للنقطة © » بحيث أنه 
إذا كانت (/)5702 »>« فإن لا ع(+*)م . ما أن 67 هى جوار للنقطة © ©» فيوجد 
عدد حقيى موجب (8) 8 بحيث تكون ألكرة المفتوحة الى نصف قطرها (8) 8 ومركزها 
© محتوية فى 87 . لذلك شرط (أ) يعنى (ب) . 

نفرض أن (ب) صحيحة ونفرض أن (50) متتابعة من عناصر فى ( كر ) 2 ومتقارية 
إلى © . بفرض 0 < ع ونستنجد بالشرط (ب) لنحصل على 0 < (ع)6 بالخاصية المنصوصة 


بدن 


فى (ب) . بسبب تقارب (,*) إلى © » يوجد عدد طبيعى ((27)8)8 بحيث أنه إذا 
كانت ((2/)8)6 < #فإن (8)6>|له-.ء| . بما أن كل ()2 ع.ر فينتج من 
(ب) أن ع>|(م)/- (.:)م|1 مما يثبت أن (ج) تظل صميحة . 

أخيرا سنناقش بطريقة غير مباشرة ونوضح أنه إذا كان شرط (أ) لا يظل قائماً » 
فإن شرط (ج) لا يظل قائما . إذا فشلت (أ) » فإنه يوجد جوار م7 للدالة (4) /ر بحيث 


أنه لكل أى جوار للنقطة © » يوجد عنصر ا ينتمى إلى 2)/(010 لكن بحيث أن 


(ن)م لا ينتمى إلى 7 . لأنه كل عدد طبيعى # تعتبر الحوار ,8 النقطة 4 المعرفة بالصورة 
[1/0 > اله - |: ”8 ع ») > يزخ » من الحملة السابقة » نجد أنه لكل : فى 18 يوجد عنصر 
ير ينتمى إلى .ل2)001 ولكن يحيث أن (.:)/ لا تنتمى إلى #0 . المتتابعة (,) 


المكونة توآ تنتمى إلى ()12 وتتقارب إلى © » وأيضاً لا ينتمى أحد من عناصر المجتابعة - 


(()]) إلى الحوار 1 للدالة (1)0. ومن ثم تكون قد كونا متتابعة فيهاالشرط (ج) لا يظل 
قائماً . هذا يعبت أن جزء (ج) ينتج (أ) . وهو المطلوب إثباته . 
معيار عدم الاتصال المفيد الآتى هو نتيجة لما قد أجريناه حالا . 
8-٠‏ معيار عدم الاتصال . الدالة كر ليست متصلة عند نقطة » فى (2)1 إذا وإذا 
فقط كان يوجد متتابعة (,,) من عناصر ى (/2)0] بحيث تتقارب إلى ف لكن المتتابعة 
(()]) للصور لا تتقارب إلى (0)] . 
الننيجة الآثية صياغة أخرى بسيطة التعريف . نتذكر من تعريف « - ؟١‏ أن الصورة 
العكسية (1)11-] لفئة جزئية 47 من “8 نحت كر تكون معروفة بأنها 
(3اء (2)]: (واطع ١‏ - (8)* / 


4-٠‏ نظرية . الدالة كر متصلة عند نقطة » ى (2)1 إذا وإذا فقط كان يوجد 
لكل جوار ا للدالة (©)/ جوار 71 للنقطة © بحيث أن 
(57 م - رط مم1 (20.1) 

البرهان . إذا كانت و7 جوارا للنقطة © محيث يحقق هذه المعادلة » حينئذ يمكننا 
أعذ و > 7 . وبالعكس » إذا كان تعريف ١ - ٠.‏ متحققاً » حينئذ بمكننا أخذ 
(1)57 رلا 7] دكا لنحصل على معادلة ,١ 1٠‏ 

قبل دفع النظرية أكثر من هذا »ء سنقف وقفة أمام بعض أمثلة . وللتبسيط معظم الأمثلة 
هى من الحالة الى فييا 22 - 4ج - مجر[ 

-٠‏ ه أمثلة ٠‏ (1) نفرض أن © - (م)2 وتنفرض أن كر هى الدالة الثابتة المساوية 


155 


للعدد الحقيى م لمميع الأعداد الحقيقية * . إذن ث/ر تكون متصلة عند كل نقطة للفراغ 8 » 
وف الحقيقة » بمكننا أخذ الحوار /5 . 


ا 


نا 
١‏ 
5 
8 
8 
+ 
هه 


( فشكل 7٠١‏ -؟) 


فى تعريف ١ - ٠١‏ ليكون مساوياً إلى © لأى نقطة 4 فى (/ر)2 . بالمثل ء الدالة مم 
المعرفة بأنها 

0><>[1 ,1<(ج)ع 

-2, 2> *<> 3 


هى دألة متصلة عند كل نقطة فى نطاقها . 


(ب) نفرض أن *3-()82 ونفرضص أن ثر هى الدالة المتطابقة المعرفة بالتعريف 
«-(*)ماء» 8ع* (انظر شكل  - ٠.‏ ) . إذا كانت © عدداً حقيقياً معطى 
بفرض أن 0< ع ونفرض أن ع -()8 . حينئذ . إذا كانت (8)8>|©-*| » فيكون 
لديناع ع > |م - | > إ(ه)-(«)مر| 

(ج) نفرض 8 -()2 ونفرض أنث/ر هى دالة التر بيع المعرفة بأنها 2ب >  /)<(‏ » 
>< نفرضص أن © تنصى إلى 1 ونفرض أن 0 < ع ء حينئذ -|(ه)/- (*)م| 
إء +ع | |اه-ع]| د تودتيىى . نريد أن نجمل التعبير السابق أقل من ع يجمل |ه-2| صغيرة 
صغراً كافياً . إذا كانت 0 ح © فإفنا نختار م/ه- (ع)8 . إذاكانت 6360© فإننا نريد أن 
نحصل على حد للمقدار [|© +*| فى جوار © . مثال ذلك » إذا كانت |©|>إه-«| 
فإن |22 >ا| >0 » (ه|3>اءا+اءاع إمجيز . ومن ثم 
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إء-ع| اء|ة ع إله)م- »ك)ر| (220.2) 
بحيث أن و |> || . أى أنه إذا عرفنا ([ه| 3/ع ,[ه|) كم - (ع)8 ٠‏ فإنه عندا 
ع >إ(ه)م - (ع«)م| ء فإن المتباينة ( 8-٠٠‏ ) تظل قائمة ويكون عندنا (8)8>|»- »| 


(د) نعتبر نفس الدالة كا فى (ج ) لكن نستعمل أسلوباً فنياً مختلفاً قليلا بدلا من تحليل 
»تير إل عوامل » فكبه ككثيرة حدود 4+ . أ أن 
(© - »)ع2 + 2(ه - ر) - (2ه2 - برو 2) + (42 + بجو 2 -2ج) دو ستير 
باستتخدام المتباينة المثلثية » نحصل على 
اع - ع زه 2+ تزه -ع| ع إله)1- )را 


إذا كانت 1 > 8 و 8>|ه-ي| فإن م > 82 >:|» -+| والحد فى الطرف الأيمن 
يكون المقدار ([و| 8)1+2 - 8 |»| 8+2 . مسيطرا عليه . ومن ثم يكون قد أرشدنا لاختيار. 


(حقج .ا كمذ ع (ع)ة 


(«) اعتبد (0 غوير: ع بر - زم)ر ونفرض أن ثر معرقة بأنها(/)2 © + ,/1 - ()/ 
اذا كانت )7 عم ء فإن 


لعج ا- :م1 - ((ه)م- مايرا 


نريد مرة أخرى إيحاد حد لمعامل المقدار [»-*[ الذى يكون متستقاً فى جوار 0 4م 
نلاحظ أنه إذا كانت (4|9>|»- | فإن |*|>|»|4 ويكون عندنا 


له - عوك > ال)- را 
وإذن قد أرعدنا لأعذ 2ه( 26 ,|»| ا كمذ ع (ع)8 
(و) نفرض أن ثر معرفة عند 2 - (2)/2 ١‏ بأنها 
,0 >« (,320ه)ر 
0 ,21 
ريما يلاحظ أن كر متصلة عند كل النقط 0عدى . سنوضح أن / غير متصلة عند صفر 
باستخدام معيار عدم الاتصال ٠٠١‏ م . وف الحقيقة » إذا كافت 1/7 م فإن المتتابمة 
(1) -(1/00)]) لا تقترب من (0)/ ( انظر شكل .م - م ) . 


لفحل 


(ز) نفرضص 200-82 ونفرض أن ثر دالة درشليت0*) غير المتصلة المعرفة كا يل : 
1 - (««)ثكر إذا كانت ا قياسية 
0 > (#«)ثر إذا كانت * غير قياسية 


إذا كانت © عدداً قياسياً » نفرضص أن (5)-3 متتابعة لأعداد غير قياسية حيث 
تقترب من 4 ( نظرية ٠١ - ١‏ تؤكد لنا وجود مثل هذه المتتابمة ) . بما أن 0-(0)/ + 
لكل 72 فإن المتتابمة ((.)/) لا تقترب إلى 1-(7/)4 ع كر ليست متصلة عند العدد 
القياسى © . وممعى آخر » إذا كانت 8 عددا غير قياسى » فإنه توجد متتابعة (,ل) > لا 
لأعداد قياسية تتقارب إلى 5 المتعابمة ((:09) لا تتقارب من (8)/ © لذلك تكون /ر 
غير متصلة عند 8 وإذن » دالة درشليت غير متصلة عند أى نقطة . 


ججح جب ب تت 


)م-؟١لكش(‎ 


© بفرض .(0<+:8ع»«]ع-()2 الأى عدد غير قياسى 0< * » نعرف 
0-(<) تر لأى عدد قياسىعلى الصورة /:7: » حيث العددان الطبيعيان # و7 ليس بيئهما عامل 
مشترك ماعدا واحداً » نعرف 1/8 -(00/8)/ . سنوضح أن ثر متصلة عند كل عدد قياسى 
فى (20 وغير متصلة عند كل عدد قياسى (/)12 . النص الأخير ينتج بأشذ متنابمة 
لأعداد غير قياسية حيث تقترب إلى العدد القياسى المعلوم واستخدام مميار عدم الاتصال . 
نفرض أن © عدد غير قياسى » 0 < ع ٠‏ حينئذ يوجد عدد طبيعى « محيث أن 8 > 1/8 . 
إذا كانت 8 مختارة صغيرة صغراً كافياً حيث أن الفترة (8+ه,8-هم) 
لا تحتوى عدداً قياسياً مقامه أقل من 2 ٠»‏ فينتج أنه عند * فى هذه الفترة يكون لدينا 
ع >م/1 > |()م| - إ(ه)/-(*)/| . أى أن كر متصلة عند العدد غير القيابى © . لذلك 
تكون هذا الدالة متصلة بالضبط عند النقط غير القياسية فى نطاقها . 

() بيئر جوستاف لييجين درشليت ( ١864-18٠٠‏ ) ولدى ( راين لاند) وتعل 
فى برلين لمدة ثلاثين عاماً تقريباً قبل ذهابه إلى جيتئجن خلفاً للأستاذ جاوس . قد أوجد اسهامات 
أساسية فى نظرية العدد والتحليل . 


يذل 


(ط) فى هذه المرة » نفرض أن 82 -()2اء ونفرض أن ثر هى الدالة فى م 
بقيم فى 187 معرفة بالآىق 
(«3- ع ,نر + 2) - (و ,)رز 
نفرض أن (8 ,6) نقطة ثابتة فى #ج ع سنوضح أن كر متصلة عند هذه النقطة . 
ولإجراء هذا » نحتاج لتوضيح أنه يمكننا جعل المقدار 
2 + ع - بو3 - ) + 2(ق ع2 - بر+ :2)) > ||(ط ره), - ١(‏ ,6د)ما| 
صغيرا اختيارياً بأخذ ( بر و* ) قريبة قرباً كافياً من (8 و») . با أن 
!وا ,أم|) هنو 2/ عد اتن تم © فن الواضح جدا ملاحظة أنه يمكن جعل الحدين 
|3+-32-:] ,إ-ه2-بر+ ع2 
صغيرين اخفياريا بأخذ ( بر ,د ) قريبة قربا كافياً من ( 4,8) فى 8 . وف الحقيقة 
يمتباينة المثلث نجد أن 
|ط- ناج م - | 2 ك إ(ط- )+ (ه -)2| - إط - »2 - + 2| 
الآ |إ(ط به)- (ر يمك #'لزم - بو) + ةزه - )4 > [ه- | وبالمثل المقدار | 5س نر |4 
ومن ثم يكون لدينا 
لذ به) - (ر 6 3 > إط- 26 - ر+ ع2 
بالمئل 1 
|إ(ط به) - (ر .)|| 4 د إف- رز ق+زه-عز د إذق جه - رة- ءا 
لذلك إذا كانت 0 < ع » يمكننا أخذ روي بعرم رم)ج ومتأكدين من أنه إذا كانت 
(©)ة > لط به)-(9 .| فإ م>إزة ,م)م-(د مم ء مع أنه يمكن الحصول عل 
فترة أكبر بمقدار 8 بتحليل أكثر صفاء ( مثال ذلك باستخدام متباينة شفارتز م )٠-‏ . 
(ى) ثانيا نفرض أن “1 -(20 ونفرض أن ثر معرفة يأنها 
(20 ,توج ةع) ع زو )ل 
إذا كانت (5 ,4) نقطة ثابعة فى 8*2 » فإن 
رطم - برور2) + غ(تق قم - تبر + تم )) > |إزط به)2 - ١(‏ ,)مرا 
كا فى (4) ء نفحص الحدين فى الطرف الأيمن كل على حدة © سيلاحظ أننا 
تاج لممصول على حسابات أولية لمقدار . من المتباينة المثلثية » نجد أن 
[2ط شرو + إقج قير جه إ0م قو د ةرو قمر| 


إذا كانت النقطة (بز ,) فى نطاق مسافة واحد صحيح من (5 ,2) » فإن 1+اه| > ندا 


ل 


اذك 1+إم|2 > إه+ءز » 1ط | > اناا بحيث أن 1+إز|2 > إؤ+ي| ونجد آن 


(1+ اط | 2) إح نوا (1 + زم | 2) زو جع إنز قود جتني 
|أ(ط به) - << )|| (ا+ اما+زه)2 ع 
وبنمط مائل نجد أن 
اه - ءا ام[ 2+ اط - دم || 2 > امه - مع + مع - | 2 - إقه2 - و2| 
لاط به) -(ن ,)| لد + زضا+ زه20 > 
لذلك ٠»‏ نضع 


ل 1 
| ,1 ]كما 5 


إذا كانت (8)6>|[(ط به)-(ن ,)| » وإذن نحصل على 86> لط به)/- (2 .)ما 
ما يثبت أن كر متصلة عند النقطة (8 ,©) . 


محصلة دوال : 

الننيجة الآتية هى نتيجة مباشرة لنظريى 5-1١٠‏ ». .م - ؟ (ج)ء لذلك سوف 
لا بنسخ التفاصيل . وبالتناوب » يمكن برهنة هذه النتيجة مباشرة باستخدام مناقشات 
موازية تماماً الى استخدمت فى البرهان لنظرية 5-16 . نتذكر أنه إذا كانت /ر » م 
دالتين نطاقهما (ر )2 » (2)2 فى م2 ومداهاق 24 . وتعرف حاصل جمعهما م -ل /ر» 
باق طرحهما م ثر وحاصل ضربهما القيامى ع . كر لكل عد فى 12)/(0١12)8(‏ بالصيغ 
الآنية :. 

(م«اع 700١‏ ,(ج)ع-(ع)ر ,(ع«)م+ عر 

بالمثل » إذا كانت » عددا حقيقياً وإذا كانت ب دالة نطاقها (ب)2 فى ”2 ومداها فى غ2 

فنعرف حواصل ثر © عند + فى ( )2 » كب عند :د فى (م)10)©(01(2 بالصيغتين 
(«)[(«)م ‏ ,مك 

وفى الحالة الخاصة » إذا كانت 0 * (*)© عند 1(0©* » فإنه يمكننا تعريف خارج 

القسمة م/ث/ر عند * فى م72)(0172 بالتعريت 


(:«) ه/() 1 
الآن بهذه التعاريف نقرر النتيجة . 


5-٠٠‏ نظرية . إذا كانت الدوال ب ,ع ور متصلة عند نقطة ء فإن المحصلات الخحبرية 
لمذه الدوال 


لك 


م7 او © اله ه720 له-7 ا يعجر 
تكون أيضاً متصلة عند هذه النقطة , ْ 

يوجد محصلة جبرية مفيدة غالبا . إذا كانت ثر معرفة فى ( )2 من "2 إلى 8 فنعرف 
القيمة المطلقة | كر| للدالة كر بأنها الدالة الى مداها فى الأعداد الحقيقية © والى قيمها عند 
+*ف (/)2 دى |0)/]|. 

7-٠‏ نظرية . إذا كانت كر دالة متصلة عند نقطة » فإن | كر | تكون أيضا متصلة هناك 

البرهان . من المتباينة المثلثية » نجد أن 

الم), - مرا > | الم)مر| - إلع)مر| | 

الى تنتج مها النتيجة المطلوبة فى الخال وهو المطلوب إثباته . 

نتذكر مفهوم تحصيل دالتين . نفرض أن كر لما نطاق (كر)2 فى 6ج ومداها فى 20 
ونفرض أن م لا نطاق (ج) 2 فى 24 ومداها فى 2 . عرفنا فى تعريف + - + تركيب 
رع > 5 بنطاق ((2)8(*)] :)2ع ع - ()ر وعند * فى (2)7# وضمعنا 
[)ماع - )م . أى أن /*م >8 هى دالة ترسم (2)8 » الذى هو فثة جزئية من 
"8 ك (م)2 إلى © . الآن سنثبت الاتصال ذه الدالة . 

8-٠‏ نظرية . إذا كانت كر دالة متصلة عند © وكانت م متصلة عند (©) ثرا حا 
فإن التحصيل ثر" مم يكون متصلا عند © . 

البرهان ٠.‏ نفرض ”17 هى جوار النقطة (6)ع ح »م . بما أن يم متصلة عند 8 »© فيوجد 
جوار ”7 عند 8 محيث أنه إذا كانت بر تنتمى إلى (8) 2م76 فإن /7اء(0)م . ما 
أن ث/ر متصلة عند © ء فيوجد جوار 52 النقطة © محيث أنه إذا كانت * تنتمى إلى 
)مم قإن («)ث/ر تكون فى 7 لذلك » إذا كانت عد تنتمى إلى (2)801 م تن 
فإن (*«)ثر تكون فى(8) 786072 و [(*)/]م ‏ تتمى إلى 17 . ( انظر شكل )4-7١‏ , 
هذا يثبت أن كرا بم ح # متصلة عند © . وهو المطلوب إثباته . 


(شكل .؟-؛) 


من 


تمرينات : 

٠م‏ -(أ) اثبت أنه إذا كانت كر معرفة عند 0 < + بأنها #«/.- (0)/ ء فإن كر 
تكون متصلة عند كل نقطة من نطاقها . 

٠‏ -(ب) وضح أن و دالة كثيرة الحدود » أى دالة كر على الصورة 

وه ل عه ل ”ريه + "ييه - (ر)م عند 26 عير 
تكون متصلة عند كل نقطة من الفراغ ‏ ج[ 

٠‏ - (ج) وضح أن و دالة قياسية » (أى خارج قسمة دالتين كثيرتى الحدود ) تكون متصلة 
عند كل نقطة من القطعة: المعرفة عندها 

٠‏ - (د) استخدم متبايئة شفارتز لتوضح أنه بمكن أخذ 15/رم-(8)6 فى مثال 
.٠م‏ ه(ط). 

٠‏ - (ه) بفرض أن ثر هى دالة فى © إلى © ومعرفة بالتعريت 

د > (#«)ثم ء * غير قياسية 
و* ل 1 ع («) كر » ©« قياسية 

وضح أن كر تكون متصلة عند # > * وغيز متصلة عند أى قيمة أخرى . 

-٠‏ (و) بفرض أن كر متصلة فى ©# إلى 2 . وضح أنه إذا كانت 0 > (*) ثر 
عندما تكون * قياسية فإن 0 - (*«)ث/ر لكل << فى 1 

(ز) بفرض أن كرء م دالتان متصلتان فى # إلى # . هو صميح أن 
(«)غ - (*) كر عند ©#ع» إذا وإذا فقط كانت (2)م-(2)م/ عند جميع الأعداد 
القياسية بر فى #8 ؟ 

٠‏ - (ح) استخدم المتباينة |*| > |دهةو| عند 8#ع* لتوضم أن دالة الميب تكون 
متصلة عند 0 ع استخدم هذه الحقيقة مم المتطابقة 

(با+ ع)؛ ومء (ه - )؛ ملو 2 - ير رزو - عر ملع 
لبر هنة أن دالة اليب متصلة عند أى نقطة فى الفراغ ‏ 7# 
٠‏ - (ط) باستخدام النتيجة فى القّرين السابق » وضح أن الدالةج المعرئة فى 8 إلى 2 


بالتعريف 
و0 ةي« .,(1/2) ملو ع - زواع 
لخدم ,20 


متصلة عند كل نقطة . أرسم شكلا تخطيطياً هذه الدالة . 


تفن 


٠‏ - (ى) بفرض أن # معرفة عند 61+ ,40« | بأنها 
0عدع ,(1/2) م ع (2) 1 
اثبت أنه كيفيا تكون 8 معرفة عند 0 ت د ا فإن الدالة ستكون غير متصلة عند 
0 > . 
٠‏ -(ك) بفرض أن © جب22:ص معرفة بأنها 
وختيوك رويرة إذا كانت 28260 
-- خلاف ذلك 
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عين النقط الى عندها م تكون متصلة . 

٠‏ - (ل) نقول أن دالة كر فى جر إلى © جمعية إذا كانت تحقق 

(«)/ + )2 < زر + )رز 

عند كل عبر ب . وضح أن الدالة الجمعية المتصلة عند 0 ح بر تكون متصلة عند 
أى نقطة للفراغ # . اثبت أن دالة جمعية باطراد متصلة عند أى نقطة . 

2 -(م ) بفرض أنه إذا كانت ك/ردالة جمعية متصلة فى © . وإذا كانت (1) كر - م‎ ٠ 
أثبت أن هده > (#*)ثر عند كل * فى #8 ( إرشاد : أولا وضح أنه إذا كانت م عددا‎ 
. ) قيلي فإن # - (6 ث/‎ 

٠‏ -(ن) بفرض © ج 8:8 تحقق العلاقة 

لع نر عند ()ع(0)ع - (ر+ ماع 

وضح أنه إذا كانت يم متصلة عند 0 ص ير » فإن م تكون متصلة عند كل نقطة , 

أيضا » إذا كانت 0 ع (4) مم عند نقطة ما © حيث ع4 ء فإن 0 > (*)يم لكل 


ع 
٠‏ -(س) إذا كانت | | متصلة عند نقطة ء فهل صحيح أن ر تكون أيضاً متصلة 
عند هذه النقطة ؟ 


-(ع) بفرض جو ”0©:ع بم متصلة عند نقطة م©زح م وبفرض #2 و0 #/ 
معرفتان فى 2 إلى 2 بالتعريف 
((«)ع ,(«)ر) تصذ- («)غ 2 ,[(+)ع ,(ع«)ر) مده ع زعام 
وضح أن #/ و 2 متصلتان عند © ( إرشاد : لاحظ أن 
((ء-ما+ء+طم)! ل ,رطام ؛ ((ء-م|-ء+ط)؛!- ل ,طاغمذ 
٠‏ -(ف) إذا كانت 8ع + » فتمرف غالبا [:] بأنه أكبر عدد صصيح 2 > بحيث أن 


تفن 


عد ك # الراسم * ->1*:] يسمى دالة أكبر عدد صحيح . ارمم شكلا تخطيطياً وعين نقط الاتصال 
للدوال المعرفة عند 2*1 بممايل 


0ع( [حاء (ع)] (ب) [ع]-ع- ومع 
© [« مز 2] > زم رد( [<] !4 صلوع )عا 


٠‏ -(ص) دالة كر معرفة فى فترة 1-8 إلى 2 يقال إنها متزايدة فى 7 إذا كانت 
1ع ' ,ءا ,> + تضمن (*)م > (»)م . يقال إنها متزايدة بالضبط فى 7 إذا كانت 
1ع ,*,'*>* تدل على أن (*)/>(*)م21 . يمكن إعطاء تعريفات مشاببة لدوال 

متناقصة ودوال متناقصة بالضبط . دالة إما متزايدة أو متناقصة ى فترة يقال نْبا مطردة فى 
هذه الفثرة . 

(أ) إذا كانت كر متزايدة شم » فإن ثم تكون متصلة عند نقطة داخلية 1©© إذا 

وإذا فقط كان يوجد اكل 0< ع نقط ‏ 35> 26>« ,1عبك بن محيث أن 

ع > نل )] - 10 

(ب) إذا كانت كر متزايدة ى م ء فإن كر تكون متصلة عند نقطة داخلية 61ح 

إذا وإذا فقط كان 
ل <ع: ()/) كمذ- )رم دل > ع : («)/) مناد 
٠‏ -(ق) بفرض أن عر متزايدة فى [م,0]-1 بمنى القرين السابق وبفرس 
>« : («)ر) موده ل < « ؛ («)[) تصاح يز 
إذا كانت 0< يثر » نقول أن كر لهاوثبة مثر عند النقطة © 
(أ) إذا كانت عم وضح أنه يمكن أن توجد فثة محدودة من نقط فى / 
الى عندها عر يكون لها وثبة تزيد عن #/1 . 
(ب) وضح أن الدالة المتزايدة بمكن أن يكون لما على الأكثر فئة محسوبة من نقط 


عدم الاتصال . 
مشروعات : 
8-٠‏ نفرض أن ب دالة فى © إلى 8# وليست مساوية للصفر تطابقياً وتحقق المعادلة 
الدالية 
(8)9(عم > زر جع عند #علابر 0 


الغرض من هذا المشروع هو توضيح أن م يحب أن تكون « دالة أسية» : 
(أ) اثبت أن ع دالة متصلة عند كل نقطة من © إذا وإذا فقط كانت متصلة عند 
النقطة 0 د »نج . 


اقفن 


(ب) وضعأن 0<0©)م لكل عع 
١ج(‏ أثبت أن 00-1)ج . إذا كانت ()ق4-8 2 فإن 0<هر 6'ه-(مع 
0 عء لجميع 5 
( د) الدالة مم تكون متزايدة بالضبط ء أو ثابتة » أو متناقصة بالضبط على حسب 
كون ‏ 1>-()ع,1(<1)م ‏ »أو 1(>1)عم>0 . عنساتكون بم 
متصلة . 
(ه) إذا كانت 2(<1)م عند * فى فيرة ها 0,8(,8<0) فإن بي متزايدة 
بالضيط ومتصلة ىق 22 . 
(و) إذا كانت 0 < »6 ء فإنه يوجد عل الأكثر دالة متصلة واحدة بم محقق (0) 
بحيث أن م - (1)ع . 
(ز) نفرض أن 1 <» . بالرجوع إلى مشروع + -8 وضح أنه توجد دالة 
متصلة وحيدة تحقق ( « ) محيث أن © > (1)عم . 
٠6‏ - 8 نفرض (8:8<0ع )2-4 ونفرض أن :2 ج-2:!/ دالة لا تساوي 
الصفر تطابقياً و تحقق المعادلة الدالية 
20 +( - (معم عند معربد لك 
الغرض من هذا المشروع هو توضيح أن / يحب أن تكون « دالة لوغاريتمية و . 
(أ) وضح أن # متصلة عند كل نقطة من 8 إذا وإذا فقط كانت دالة متصلة عند 
النقطة 1 - و« . 
(ب) وضح أن # لا يمكن تعريفها عند 0 - + لتحقق () عند (0 < :8 ع») 
(ج) وضح أن 8010-0 . إذا كانت 0< عداء 60م ء فإن )كح رهز 
(د) وضح أنه إذا كانت 0 < (8)2 فى فثرة ما(1-ع:#عع) فإن # تكون 
منز ايدة بالضمبط ومتصلة فى مر . 
(ه) إذا كانت # متصلة » وضح أن #0(ج)ين عند 1ت . أيضااء أما 
2<0)طم عند 1<+اء. أو 0>(*)م عد 1<ع . 
(و) إذا كانت 1<مء» وضح أنه توجد على الأكثر دالة متصلة واحدة فى م و محقق 
0) وعحيث أن 1 > (ق)م . 
(ز) بفرض أن 1 < 8 . بالرجوع إلى مشروع + -”* . وضج أنه توجد دالة 
متصلة وحيدة تحقق (©) محيث أن 1-(85)0 . 


امن 


الباب الواحد والعشرون ‏ دوال خطية : 

اخقصت المناقشة السابقة بدوال اختيارية معرفة فى جزء من الفراغ 8 إلى “8 . قبل 
الاستمرار فى المناقشة نريد أن نقدم صنفاً من دوال بسيطة نسبياً ولكلبا هامة جداً بدرجة 
كبيرة » وتسمى « الدوال الحطية » والى تظهر ف تطبيقات كثيرة جدا . 

١ - ١‏ تعريف . يقال لدالة كر نطاقها ”2 ومداها فى 26 أنها خطية فى حالة 

(«)ة + رمايه - رط +عه)] (21.1) 
لحميم 5 و © فى 28# برو بم ق#5. 

ينتج بالاستنتاج من (وم - ١‏ ) أنه إذا كانت مو... 8,ه تكون 7627 أعداداً 

حقيقية » 2 ,... ونوا » هى 72 عنصرامن 227 » فإن 
6 ل ل 

وقد لوحظ حالا أن الدوال فى مثالى ٠٠‏ - 5 ( ب) ٠‏ 75 - 5 (ط) هى دوال خطية 
فى الحالة 1 - ي حام ء 2 - يوي حم ء عل الترتيب . وف الحقيقة ليس من الصعب 
تمييز الدالة الخطية فى الحالة العامة من ”12 إلى 26 . 

7-1٠١‏ نظرية . إذا كانت كر دالة خطية نطاقها “8 ومداها فى “7 . فيوجد وم 
أعداد حقيقية م > [ > 1 ,و > ؛ > 1 ,(يه) بحيث أنه إذاكانت (-32,... ,2 ,:) ح كد 
أى نقطة فى ”8 وكانت ‏ (*2)/ - (ولا,... ,ولا ررلز)- ١‏ هى صورتها تحت راع 
فنجد أن : 


وا 4 ٠٠‏ ج61 611714 حت رق 


مو + ٠٠‏ + م1وج© 11611 © > ول 


)21.2( 


وبالمكس » إذا كانت (بن) مجموعة من وم من الأعداد الحقيقية ٠‏ فإن الدالة الى تنقل 
المنصر * فى ”8 إلى العنصر بز ى 22 طبقاً المعادلات ١١(‏ - 7 ) هى دالة خطية نطاقها 
"© ومداها فى 1265. 
البرهان . بفرض أن ,© .... ,دء رد عناصر للفراغ 12 ومعطاة بواسطة 
(1... ,0 و0) تك ر,...و(0 ...و1 ,0) >6 ,(0,... ,0 ,1) 
نفحص الصور هذه المتجهات تحت الدالة اللطية كر . نفرض أن 
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ولدوه 2190© و1©) د 160 


)دوه 2200© رود ©) - )1 


(موه ول وم2© رم) جد )1 
أى أن العدد الحقيى نه هو الاحداق الذى ترتيبه # للنقطة (ك) /ر . 


عنصر اختيارى (م< ,... ,2< ,ر<) > عد من الفراغ 22 يممكن التعبير .عنه بيساطة بدلالة 
المتجهات © ,....,2© رد©» فى الحقيقة 


)21.3( 


معد + ٠ ٠‏ ل وموعز + زهو ح بر 
بما أن كر خطية ء فينتج أن ١‏ 
(مه )رمد ٠ ٠ ١+‏ + (يه) رو« + لك )ل - («) [ 
إذا استخدمئاأ المعادلات (1؟ - + ) ء نحصل على 
(2و ر... وهة© بهد )2ك + (دوت ٠ ٠,‏ و21 )رلا () [ 
(و6 .و2 و1©) رن .لد 
(غاموت ير . ,22> بدعادد) + (دطادوت ٠.‏ 2161© ررعترره) عد 
لم6 ٠.‏ وولام2© وولامد6) +04 00 
راون ع * * * + وقووه + 1361© رامن ٠ * ٠+‏ ل واور ل رعلرره) د 


)نوو +٠٠ ١+‏ يدوي + وروت ولء 


هذا يوضم أن الاحداثيات لدالة (*) ر تعطى بالعلاقات (1؟ - ؟ ) كالمطلوب . 
وبالمكس » من السبل تحقيق بحسابات مباشرة » أنه إذا استخدمت الملاقات (0-91) 
لمصول على إحداثيات ,نز للدالة بر من الاحدائيات رد للمنصر * فإن الدالة الناتجة تحقق 
العلاقة (1؟-١)‏ وإذن فهى خطية . ستحذف هذا الحساب حيث أنه سبل . 
وهو المطلوب إثباته 
يحب الإشارة إلى أن الموعة المنعظة المستطيلة للأعداد 
م ©1‏ *** 12© 611 


)21.4( 


الى تتكون من © صف ع م عمود ء تسمى غالباً المصفوفة المناظرة إلى الدالة الخطية كر . 
يوجد تناظر أحادى بين الدوال الحطية للفراغ “2 إلى 25 ء م كا ي مصفوفات لأعداد 


لفن 


حفيقية . كا لاجظنا أنه بمكن وصف مفعول الدألة ث/ر بدلالة مصذوفها . سوف لا يكون 
من الضرورى تطوير أى من النظرية الشاملة للمصفوفات ٠‏ كيفما » لكن ستمتير المصفوفة 
)4-5١(‏ كاختزال لوصف مفصل لدالة الفطية /ر . 

الآن سنبر هن أن الدالة المطية من ”22 إل 824 تكون أوتوماتيكياً ( ذاتيا أو تلقائيا) 
متصلة لإجراء هذا » أولا يفيد ذكر متبايئة شفارتز فى الصورة 

2+ ...دوق + رط (تيه + ء تيم ع ذره) ك |رطيج + +٠ ١:‏ وطيه + رطره| 

نستخدم هذه المتبايئة لكل مقدار ف المعادلة ( 8١‏ - 8 ) لتحصل على » عند © 525 1 » 
التقدير ١‏ 


اا يعار > “عا ثامه|+ +٠ ٠ ١‏ *لمه|+ تلنها) ك ذانرا 


يجمع هذه المتباينات + نحصل على 
اس زتها بل بر > “ادا 
الى مها نستنتج أن 
اسل" [ثاها ب بير! > ايرادا 015 


8-١‏ نظرية . إذا كانت كر دالة خطية نطاقها 22 ومداها فى “22 . فإنه يوجد 
مقدار ثابت موجب 4 بحيث أنه إذا كانت « و ل أى متجهين فى 2 . فإن 


المحم ى > |(م)م - ممم (21.6) 
لذلك » تكون داألة خطية "12 إلى 225 متصلة عند كل نقطة . 


البرهان . قد رأينا » فى استنتاج قانون ( 7١‏ - ه ) أنه يوجد مقدار ثابت 4 بحيث 
أنه إذا كانت د أى عنصر الفراغ "8 فإن |إع| جه > ()م] . الآن نفرض م - هن بر 
ونستخدم خاصية الخطية للدالة كر لتحصل على (0)/-(0)/ > (ن-ه)ر - («)/ر . وإذن + 
ينتج القانون ( 8١‏ - 5 ) من الواضح أن هذه العلاقة تضمن الاتصال للدالة كر ء» لأننا يمكننا 
جعل ع>|إ(ه)ر- (ه)/|| بأخذ شاع > اس | إذا كانت 0< 4 . 


ويمكن كتمرين توضيح أنه إذا كانت كر و بم دالتين خطيتين فى 8 إلى *8 » فإن 
م8 +7 هى دالة خطية فى 27 إلى 25 . بلمثل » إذا كانت 2 © © ء فإن “رم تكون 
دالة خطية . نترك للقارئ توضيح أن المجموعة (24 ,”59)2 لكل الدوال الفطية فى 72 


ففذا 


إلى “2 هى فراغ متجه تحت لهذه العمليات المتجهة . وسئبين فى القرينات كيقية تعريف 
عمود عل هذا الفراغ المتجه . 


تمرينات : 
مد(أ) وضح أن “© +117 دالة خطية إذا وإذا فقط (>اله <-(عمه)م ٠‏ 
2 + هم)] - رر+ عر لكل هعه ركل ‏ "عرب 

١؟‏ -(ب) إذا كانت كر دالة خطية للفراغ "8 إلى 86 » وضح أن الأعدة للمصفوفة 

الممثلة (1؟ - ؛ ) للدالة كر تحدد العناصر فى *#2 الى ترمم إليها العناصر 
(0,0,....1) عدن 01 ...1 .0) > يه ,(0 0 ره 
من الفراغ 227 بالدالة /ر . 

١‏ -(ج ) بفرض ثر دالة خطية للفراغ 8 إلى الفراغ 8١‏ والى تنقل المسناصر 
زلرل)عي .(0,) دهم للفراغ :8 إلى المتجهات (1- ,0 ,1) > (©)/ ,(2,10) > (رة) ل 
للفراغ 8 . اعط تمثيلا بالمصفوفة للدالة ثم . ما هى التجهات فى *8 الى تكون الصور نحت 
ثر للعناصر (013 و )1 و01 و )20( 0 

١‏ -(د) إذا كانت كر تدل عل الدالة الخطية فى مرين 8١‏ - ج ء اثبت أنه ليس كل 
متجه فى 80 يكون صورة نحت الدالة كر لمتجه فى :8 

١‏ - (ه) بفرض أن م أى دالة خطية من © إلى :8 . وضح أنه ليس كل عنصر من 
تج هى الصورة تحت م لمتجه فى 82 ل 

١‏ (و) بفرص 8 أى دالة خطية من '8 إلى 8 . وضح أنه يوجد متجهات ليست 
أصفاراً ى 3م الى ترمم إلى متجه صفر فى <2 بواسطة # . 

١‏ - (ن ) بفرض أن كر دالة خطية من 222 إلى :2 و بفرض أن المثيل بمصفوفة للدالة و هو 

ذ 6 

1 م 
وضح أن 0*(*)/ عند 0 كج « إذا وإذا فقط 0 #وءط - 4ه - ىك 
- (ح ) بفرض أن الدالة كرهى نفسبا فى تمرين ١١‏ - ز السابق . وضح أن ثر ترسم 
“8 إلى “© إذا وإذا فقط 2 0بءم-4ك - كك . وضح أنه إذا كانت 0 تج لح فإن الدالة 
المكسية *حث/ر تكون خطية وتمثل بالمصفوفة 


لد أ 
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-١‏ (ط) .بفرض ع دالة خطية من”ه8 إلى "8 . وضح أن مع تكون تناظراً أحادياً 
إذا وإذا فقط كانت 0>-(*8)م ‏ تضمن أن 0-* . 

١؟‏ -(ى) إذا كانت 4 دالة خطية وكانت تناظاً أحاديا من ”8 إلى “8 . وضح أن 
الدالة المكسية +-/ دالة خطية فوقية من “8# إلى 8 . 

, (ك) 'وضح أن حاصل جمع وتحصيل دالتين خطيتين يكونان دالتين خطيتين‎ - ١ 

ب (ل) إذا كانت ث/ر راساً خطياً من ”8 إلى “8 2. وعرف 

(1 > ااعا| ,"عع : |إ(«)راا) مس > ماما 

وضح أن الرامم ,|| دم يعرف عموداً فى فراغ المتجه (*2 ,)»5 لكل الدوال الخطية 
فى #ه إلى 20 . وضح أن أاحاا وماائماا > اا(ع)زراا لكل "عي : 
١؟-‏ (م) إذا كانت كر راساً خطياً من +8 إلى “8 اء عرف 
0ع ع ,إلع|| 234 ك إإلع)م||: 0< 34) تمد )34 
وضم أن م, || -(34)0 : 

١‏ - (ن) إذا كانت كر ع فى (0ه ,80)ي وضح أن ع" تكون أيضافى ("1 ,)ل 
وأن «أهاا مانا > ماع»م!ا . وضح أن المتباينة يمكن أن تكون صصيحة ودقيقة لدوال 
معينة من أ 6 8 . 

-١‏ (س) اعط مثالا لراسم خطى 7 فى (" ,)2 مثلا بممصفوفة [ رز© ] حيث نجد 


"[ت“ ب ]> سانا 


١١‏ -(ع) إذاكانت ( ١١‏ - 4 ) تعطى المصفوفة الممثلة للدالة كر . وضح أن مأأ/ا| كدارها 
لكل آلا 


الباب الثانى والعشرون ‏ خواص كروية لدوال متصلة : 
اعتبرنا فى باب 7١‏ الاتصال” ٠‏ المح , ٠‏ أو ممعنى آخر كنا مهتمين بالاتصال عند 
نقطة . ى هذا الباب سوف نمم بإبحاد بعض خواص عميقة للدوال المتصلة . هنا سوف 
تختص بالاتصال. « الكروى » معنى أننا سوف نفترض أن الدوال متصلة عند كل نقطة 
مالم توجد إشارة خاصة خلاف ذلك » ستدل كر إلى دالة نطاقها ( كر )2 محتوية فى "13 
ومداها فى “2 . نتذكر أنه إذا كانت 8 فئة جزئية للمدى فى الفراغ “8 ٠‏ فإن الصورة 
المكسية للفئة الحزئية 8 تحت ثر هى الفئة 


أشن 


[8ع ()]: )اطع ع - زه)" / 

لاحظ أن (8)'-/ تكون تلقائياً فئة جزئية من النطاق (/)82 حى إذا كانت 8 ليست 
بالضرورة فئة جزئية عن مدى الدالة كر . 

فى مناهج التوبولوجيا ٠‏ حيث أحدها يكون أكثر اختصاصاً بالاتصال الكروى 
عن الاتصال امحل تستخدم النتيجة الآنية غالباً كتعريف لاتصال كروى ويتضح أهيتها 
حالا . 

١؟‏ - ١‏ نظرية الاتصال الكروى ٠‏ النصوص الآتية تكون متكافئة . 

(1) كر تكون متصلة فى نطاقها ( )2 . 

(ب) إذا كانت © أى فئة مفتوحة فى 8غ حينئذ توجد فئة مفتوحة ,© ى 
“8 محيث أن (0)/-()02,© 

(-) إذا كانت 8 أى فثة مفلقة فى “8 ٠‏ حينئذ توجد فئة مغلقة ,8 فى "14 
محيث أن (1)-] -(/) 8/62 

البرهان . أولا » سنفتر ض أن ( أ) تظل قائمة ونفرض أن © فثة جزئية مفتوحة 
فى الفراغ “جر . إذا كانت © تنتمى إلى (0)+-كرء حينئذ ما أن © جوار الدالة (©) كر 
فينتج من اتصال الدالة كر عند 4 أنه يوجد فئة مفتوحة (7)4 بحيث أنه إذا كانت 
(2)(010)0عع فإن ©ع(*)/ . نختار (2)4 لكل © فى (1)6- / ونفرض 
أن ,© هى الاتحاد للفئات (57)0 . من نظرية و - م (ج) » نجد أن الفئة ,© مفتوحة 
ومن الواضح أن (7')6] > (7/) 2602© . إذن (أ) تدل على (ب) . 


الآن سنوضح أن (ب) تدل على (أ) . إذا كانت © نقطة اختيار ية فى النطاق ( / )2 » 
وكانت © جواراً مفتوحاً للدالة (©) كر ء فإن شرط ( ب) يدل على أنه يوجد فئة مفتوحة 
© فى 80 بحيث أن( ©)" / > (/0 6:01 ما أن © ع (6)/ فينتج أن ,© >6 وإذن 
,© جوار النقطة © . إذا كانت (/0:0100 ©* فإن © 1/)*(6 وإذن ث/ر تكون 
متصلة عند النقطة © هذا يبرهن أن شرط (ب) يدل على (1) . 

الآن نبرهن على تكافؤ الشرطين (ب) ء ( ج) . أولا نلاحظ أنه إذا كانت 8 أى فئة 
جزئية من الفراغ 2 وإذا كانت 2618 - 0 » فنجد أن 8 -0)00 08(01) 1 

(©)ل(8)" 1 -(10 (22.1) 
إذا كانت ,8 فئة جزئية من الفراغ "12 بحيث أن (8)'-[ > (7) 2 لمر حقك< 87 درم 
فإن 8-(0©467")8 اع 


يل 


((1) 0110 ن)ندا(8)' [ - ((2)1 0 نن)ن()()2 840 ) - قط 22.2) 
القانونين (؟5؟-١)‏ » ( +8-7) يكونان مثيليين للنطاق ( كر )2 كالاتحاد للدالة العكسية (8) 12 تر 
مع فئة أخرى ألى لاتوجد فقط مشتركة معها . وإذن نحصل على (©)0-/ - (/) 0,62 

نفرض أن (ب) تظل قائمة وأن 6م مغلقة فى 25 استخدم البرهان المثّهبى حالا فى الحالة 
الى عندها 8-2618 2 © ., وإذن 8 ء» ,8 فنتان مفتوحتان فى 26 ء 
"8 » عل الترتيب » لذلك تكون ,2718 >0 مغلقة فى ”8 . هذا يوضح أن (ب) تدل 
على (ج). 

لتوضيح أن (ج ) تدل عل (ب) » استخدم المناقشة السابقة عند ©2616 - 8 حيث 
© فئة مفتوحة فى “1226 . 

فى الحالة الى فييا ”8 > (/)122 » تصير النتيجة السابقة بسيطة لدرجة ما . 

7 - 8 نتيجة . نفرض أن كر معرفة فى كل الفراغ ”82 ومداها فى “2 . فإن النصوص 
الآثية تكون متكافئة : 

(1أ) بر تكون متصلة فى 20 . 

(ب) إذا كانت © مفتوحة فى 4824 . فإن (0)] تكون مفتوحة فى "+1 

( ج) إذا كانت 2 مغلقة فى 26 ء فإن (1)81-/ تكون مغلقة فى "8 , 

يحب أن ذو كد أن نظرية الاتصال الكروى ( ١؟‏ - ١‏ ) لم تذكر أنه إذا كانت الدالة كر 
متصلة وإذا كانت © فئة مفتوحة فى ”*4 ». فإن الصورة المباشرة ( © © < : (<)/) - (©1)0 
تكون مفتوحة ى 224 . فى الخالة العامة » لا تحتاج دالة متصلة إلى إرسال فئات مفتوحة إلى 
فئات مفتوحة أو فئات مغلقة إلى فئات مغلقة . مثال ذلك » الدالة /ر فى © إلى 2 » المعرفة بأنها 


1 
10 


دالة متصلة فى 1# [ فى الحقيقة » قد لوحظ فى مثالى ٠؛-ه‏ ( أ ) © ( ج) أن الدالتين 1 > (»)رثر » 
“د -(2)ءم عند 8ع متصلتان عند كل نقطة . 
وينتج من نظرية 5-16 ء أن 
ع2 بذ +1 ع عادر 
تكون متصلة عند كل نقطة وبما أن وكر لا تتلاشى أبدا » فإن النظرية نفسها تدل على أن 
الدالة ير المعطاة أعلاه تكون متصلة فى 2 “إذا كانت © فئة مفتوحة (1,1- ) 2 6 , 
فإن [4,1) -(6)م »ء وهى ليست مفتوحة فى 828 . بالمثل » إذا كانت © هى الفئة المغلقة 


م1 


(1 < :8ع بع بع فإن [0,1) -  7)213(‏ ء وهى ليست مغلقة فى 18 . يالمثل » الدالة 
7[ ترعم الفئة © » الى تكون إما مفتوحة أو مغلقة فى 2 ء إلى الفئة [1 ,0) -  /)30(‏ * 
الى ليست مفتوحة وليست مغلقة فى 82 . 


المغزى للملاحظات السابقة هو أن خاصية ألفئة من حيث كونها مفتوحة أو مغلقة 
لا تظل قائمة ضرورياً تحت راسم لدالة متصلة . لكن » توجد خواص هامة لفئة تحتفظ 
بها الفئة تحت راسم متصل . مثال ذلك » سنوضح الآن أن خواص الارتباط والدمج للفئات 
لما هذه الميزة . 


حفظ الاتصال أو الارتباط : 
نتذكر من تعريف ١ - ١‏ أن الفئة 7 فى ”27 تكون غير مرتبطة إذا كان يوجد 
فثتان مفتوحتان 8 و 4 فى الفراغ 827 محيث أن 1م هر » ع م 8 فنتان غير متصلتين 
وغير خاليتين واتحادهما هو 7/ . فئة تكون مرتبطة إذا لم تكن غير متصلة . 
١؟-م‏ حفظ الارتباط . إذا كانت (م/)2 ]ع مرتبطة فى ”22 وكانت الدالة كر 
متصلة فى 77 فإن (21)”/ تكون مرتبطة فى 224 . 


البرهان . نفرض أن / هى تقييد الدالة ثم إلى الفئة 7 بحيث أن 8 د راط 
و(*)/ - (#)/ لكل 1515 ع« . نلاحظ أن ١‏ (8)12 -(7ع)/ وأن 4 متصلة فى 2 . 


إذا كانت (8)/ ح (2) ث/ر ليست مرتبطة ق 124 ع فإنه يوجد فئتان مفتوحتان 8 و4 
فى “2 بحيث أن (2)21 0ه » (0)53 8 فتتان غير متصلتين وغير . خاليتين واتحادها هو 
(8)87 . ومن نظرية الاتصال الكروى 7م - ١‏ © نجد أنه يوجد فثتان مفتوحتان ,28 
و رك فى ”#2 بحيث أن 

(8)8- مره ,لمم - مم 

هذه التقاطمات ليست خالية وعدم اتصاا ينتج من عدم اتصال الفئات (4201:)8 ء 
)868 . الفرض بأن اتحاد الفئات (608)25 4 ٠‏ (60/7)215 8 هو(0)2) يدل 
على أن اتحاد 63ر4 ء 8,614 هو ©/ . لذلك » يدل عدم ارتباط (81). - (84)/ 
على عدم ارتباط 77 . وهو المطلوب إثباته 


الكلمة الفعلية « متصلة » تقترح أنه لا يوجد « انفصالات » مفاجئة فى الرمم التخطيطى 
للدالة » ومن ثم لا تكون النتيجة الآنية بأى طريقة غير متوقعة » لكن » مطلوب من القارئ 
أن يحاول إيجاد برهان مختلف هذه النظرية وسوف يصل إكى تقدير عمقها . 


ذل 


+ - 4 نظرية القيمة المتوسطة لبولتزانو. نفرض لن (/)2 1813 فئة جزئية مرانبطة 
من الفراغ 22 وبفرض أن ث/ر متصلة فى 5 وأن لما قما فى الفراغ © . إذا كانت #/ أى عدد 
1 2ع : («)/ مده > ع > (ل ع ع : («) رأ كم 
فإنه توجد على الأقل نقطة واحدة من / '» حيث تأخذ كر عندها القيمة # . 

البرهان . إذا كانت (8)ر م ء فإن الفنتين ‏ > 1ع م اء 
(!<؛: 8 ع - 8 تكورنان قطماً للدالة (51)/ ما مخالف النظرية السابقة 
وهو المطلوب إثباته 


حفظ الادماج ( الدموج ) : 


ستعرص الآن أن الخاصية المامة للإدماج _مكن حفظها تحت راءم متصل . سنتذكر 
أنه نتيجة لنظرية هاين - بوريل الهامة ١١‏ - م تكون فثة جزئية > من الفراغ +1 
مدمجة , 

إذا وإذا فقط كانت مغلقة ومحدودة فى “#2 . أى أن النتيجة الآثية .بمكن أن تكون 
صياغتها بقولنا أنه إذا كانت #2 مغلقة ومحدودة فى 2 وإذا كانت ث/ر متصلة فى ع ومداها 
فى "#8 »ء فان (ك/) كر تكون مغلقة ومحدودة فى 26 . 

7 - ه حفظ الإدماج ( الدموج ) . إذا كانت (10 1522 مديجة و كر متصلة 
فى ك » فإن (14)/ : تكون مدمحة . 

البرهان الأول . نفرض أن متعلقة ومحدودة فى الفراغ "3 وسنوضح أن (©2) /ر 
مغلقة ومحدودة فى الفراغ 126 . إذا كانت () ث/ر ليست محدودة » لكل 2 76 فإنه توجد 
نقطة ير فى كد حيث +« < |إ(.)/| . بما أن كك محدودة فإن المتتابعة (ي*) ح كز 
محدودة » ومن ثم ينتج من نظرية بولتزانو فيرشتراس 15 - 4 أنه يوجد متتابعة جزئية من 
2 وتتقارب إلى عنصر + . وبما أن يرج ,ير حيث لزج م فان النقطة * تنتمى إلى 
ألفئة المفلقة #4 . ومن ثم تكون كر متصلة عند “د » وإذن كر نكون محدودة بالمقدار 
1+|(<)/] فى جوار د . بما أن هذا يخالف الفرضص بأن 8 < |(<)/|ا فإذن الفئة 
8) عر معدردة . 

سنبر هن أن () تر مغلقة بتوضيح أن أى نقطة تجميع بز من (©4) “ريحب أن تكون محتوية 
فى هذه الفئة . فى الحقيقة » إذا كانت : عددا طبيمياً » فإنه توجد نقطة ,2 فى ع محيث 


أن 1/8>|إنا-(.2)/| . ومن نظرية بولتزانو فيرشتراس 4-١5‏ ء نجد أن المتتابعة 


ما 


(,2) - ج الا متتابعة جزئية (رم.ج) -27 بحيث تتقارب إلى عنصر 2 . بما أن 2 مغلقة . 
فينتج أن >1 2 وتكون الدالة كر متصلة عند 2 لذلك 
١‏ - ((موت)م) سنا -(2)] 


ما يثبت أن بر تنتمى إلى (46) ر . ومن ثم (1) / مغلقة . 


البرهان الثانى . بتقييد /ر إلى 5 ممكننا فرص أن ك2 ح (كر)2 . نفترض الآن أن 
,4-0 هى عائلة من فئات مفتوحة ى 26 الى اتحادها يحتوى (16) ل . ومن نظرية 
الاتصال الكروى ١؟‏ - ١‏ نجد أنه يوجد لكل فثة بي © فى © فئة جزئية مفتوحة ,0 من "12 
يحيث أن (,6):م - 2 ص ,0 . العائلة (.10- © تتكون من فئات جزئية مفتوحة من 
”8 . نحن نطالب بأن الاتحاد لمذه الفئات يحتوى كه . لأنه » إذا كانت >1 ©* ٠‏ 
فإن (*) كر تكون محتوية فى (46) كر ء ومن ثم تنتمى (*) كر إلى فئة ما .0 ومن التركيب 
تنتمى ند إلى الفئة المناظرة .© . بما أن كي مدمجة » فتكون محتوية فى الاتحاد لعدد محدود 
من الفئات فى 7 وتكون صورتمها ()ثر محتوية فى الاتاد لعدد محدود من الفئات المناظرة 
فى ©. وبما أن هذا صحيح لعائلة اختيارية © من فثات مفتوحة تغطى (1) /ر فتكون 
الفئة (16) ثر مدمجة فى 226 . 


إذا كان المدى الدالة هو © فإنه بمكن أحيانا إعادة صياغة النظرية الآنية بقولنا إن دالة 


5-7 نظرية القيمة العظمى والصغرى . نفرض أن (/)2 © >1 مديجة فى "72 ونفرض 
أن ثر دالة متصلة ذات قيمة حقيقية . إذن يوجد نقط ** » يي فى ع بحيث أن 


1 »ع : : (2)]! تصاع وبع )ل ,1ع ع : («)/) مده ع (*”2) / 
البرهان الأول . بما أن ع مدمجة فى ”2 » فينتج من النظرية السابقة أن (/) /ر محدودة 


فى 22 . نفرض أن (35)/ صداد - 24 ونفرض أن (<) متتابعة فى ع بحيث أن 
العم 384-11 < ,دز 


ينتج من نظرية بولاز انو فيرشتراس ١5‏ - 4 » أن تقترب متتابعة جزئية ما (ر.م) إلى لهاية 
يزع *ير . بما أن كر متصلة عند ** ء فيجب أن يكون 34 > ((بمد)/)صةا - (*<)] 
برهان وجود ي*< مشابه تماما . 

البرهان الثانى . بتقييد ر إلى ع » يمكننا فرضص أن ل ح (ثر) 2 . نضع 
(16)/ مداو 34 . إذن لكل لازء م » نفرض (24-1/20 > ها : ع ين - ,0 يما أن 


اميل 


© مفتوحة 0 فينتج من نظرية الاتصال الكروى 88 - ١‏ أنه يوجد فئة مفتوحة ,© 
فى "2 محيث أن 
84-10 > 0 )]: علج ع - 0016 

الآن إذا لم نصل إلى القيمة 8/4 » فان اتحاد العائلة (10 - 6© لفئات مفتوحة تحتوى 
جميع الفئة © . حيث أن كل مديجة والمائلة (0016©) متزايدة » فإنه يوجد عم 
بحيث أن 12-20 . لكن حينئذ نحصل على +/84-1 >(2)م لكل ©6اع» » 
مما مخالف الحقيقة التى تقول أن (>1)/ زإناة - ]2 وهو المطلوب إثياته 

إذا كانت ثر لها مدى ى26 حيث 1 < 4 » فإن النتيجة الآتية تكون أحيانا مفيدة . 

0-١‏ نتيجة . نفرض أن كز دالة فى ”8 -(/)82 إلى 86 ونفرض أن 
(7)م 12 مدمجة . إذا كانت كر متصلة ى © ع حينئا توجد فقط *ك 2 2 فى 24 
بحيث أن 

كع : :| )را تصذ > ودام ,لكا ع ع :|(«) ما مده عم 

ينتج من نظرية 71 - ؟ أنه إذا كانت “2 + ”2:1 خطية ٠‏ فإنه يوجد مقدار ثابت 
0< لة بحيث أن ||ندا| 34 > (|()/|| لجميع "8 * . لكن ليس صعيحاً داماً أنه يوجد 
مقدار ثابت 0 < ور بحيث أن ||*أ| ‏ > |()/|| نكل "8 عر . الآن سنوضح أن هذه هى 
الحالة فقط وإذا فقط كانت كر دالة خطية ادخالية . 

8-1١‏ نتيجة . نفرض أن 227 ج ”72: م دالة خطية . إذن كر تكون دالة إدخالية 
أو دالة ولوجية إذا وإذا فقط كان يوجد 0 < « محيث أن || < |إ(«)/| لكل 
ته 

البرهان . نفرض أن + دالة إدخالية » ونفرض أن (1 > |||: "2 ع »«) - 5 وحدة 
الكرة المدمجة فى ”© . 

يوجد من نقيجة «#-/ا لي ع يعد : حيث أن (5 ع : ||(»)/[) كهذ > م - إليس)م] بها أن 
كر ولوجية فان 0<|(»<)/|| - بم . ومن ثم 8<0” <إ(ع)/| لكل وجي 
الآنء إذاكانت 0ك ,7 عع ء فإن إأم|ا/» تنتمى إلى 5 وينتج من كون /ر خطية أن 

1 


* - |إلضج)ل| - مانا ير 


ومنها ينتج أن |إم.|»” ح |إ(::)]|| الحميع "22 ع بن ( لآن النتيجة بسيطة عند 0 > بن ) . 
وبالعكس ء نفرض أن |اءدا| :” > ||(<)م/|| لكل "2 ع بر. إذاكانت (*) ير - (*) /رء 


فنجد أن 
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ادك حبعد| صم > إل - ءعمر|! > |( - دعم -0 
الى تدل على أن جد ح- و . لذلك تكون الدالة كر ادخالية وهو المطلوب إثباته . 


إحدى النتائج المدهشة لنظرية «؟ - ه هى أنه إذا كانت ثر دالة متصلة وإدخالية فى نطاق 
مدمج فإن الدالة العكسية 2 كر تكون متصلة تلقائيا . 

+7 - 4 اتصال الدالة العكسية . نفرض أن ع فئة جزئية مدمجة من 29 . 

ونفرض أن ثر دالة متصلة إدخالية بنطاق ع ويمدى (16)ثر فى 26 . حينتذ تكون 
الدالة المكسية متصلة بنطاق (©1) /ر ومدى 2 . 

البرهان . نلاحظ أنه حيث ‏ مدمجة » فإن نظرية +« -ه تدل على أن (72) ر مدمجة 
ومن ثم مغلقة . بما أن كر إدخالية من الفرض » فإن الدألة العكسية “كر داع تكون معرفة . 
افرض أن 2 أى فئة مغلقة فى ”722 واعتير ج م 5 » حيث أن هذه الفئة محدودة و مغلقة فتؤكد 
نظرية 5-9 (ج ) » ونظرية بوريل هاين أن 11016 فئة جزئية مدمجة من 0ج[ . فستنتج 
من نظرية 9 - ه »ء أن (581076)/ ,4 مديجة ومن ثم فهى مغلقة فى 2 . الآن إذا 
كانت + كر ح يي ء فإن 

(8)”ع -(8016)] ع ير 
ما أن ,8 فئة جزئية من ()2 ح () ر » فيمكننا كتابة المعادلة الأخيرة فى الصورة 
(8)' ع - (ع) 11,602 
من نظرية الاتصال الكروى ١ - ١‏ (ج ) » نستنتج أن 4-ثر اع تكون متصلة . 
وهو المطلوب إثباته. 

سنحمم هذا الباب بتقديم بعض المدلولات الى ستكون مناسبة . 

٠١-١‏ تعريف . إذا كانت 27 12 ». فإن المجموعة لكل الدوال المتصلة فى 2 إلى 
© يرمز لها بالرمز (82),ج© . المجموعة لكل الدوال المحدودة المتصلة فى 2 إلى “غ1 
يرمز لا بالرمز ((8)<,)2 . إذا كانت م ء © معروفتين بالفهم ٠‏ فسترمز لاتين 
المجموعتين فقط بالرمزين (0)8) ٠»‏ ()80 . 


الخزء الأول من الننيجة الآنية هى نتيجة من نظرية 8-٠‏ . والحزء الثانى يبرهن, بنفس 
طريقة برهان مفترض 11 -م. 


١١-‏ نظرية . (أ) الفراغات (2),رب© » (800,)2 هى فراغات متجهة تحت 
العمليات المتجهة . 


كما 


)له -02()0) 2 ,(م)ع + ()/- )زوجي عند 62+ . 
(أ) الفراغ (2)ي80 هو فراغ عمودى تحت العمود . 
(طع ع : |إ(«)ثرا) ده - دما 
بالطبع » فى الخحالة الخاصة الى فيها 8 فئة جزئية مدمجة من "+1 » فإن (8,)30 - (0) وم 


؟؟ - (أ) فسر نظرية الاتصال الكروى١+-١‏ للدالتين ذات القيمة الحقيقية #+ج (2) “رء» 
معو ,1 - (م)ع . خذ فئات مختلفة مفتوحة ومغلقة وحدد صورها المكسية تحث “روع. 

١‏ -(ب) إذا كانت © جه 25:8 معرفة بأنها 

,1 > :ع 0 1 > )ا 
خلاف ذلك ,0- 

أعرض فئة مفتوحة © بحيث أن (1)0-/ ليست مفتوحة فى 8# ع واعرض فئة مغلقة '/ 
بحيث أن (4-1)7 ليست مخلقة فى 8 . 

؟؟ - (ج) إذا كانت “رعدودة وبتصلة فى ”8 إلى 2 وإذا كانت 0 < (م*) /ر » وضح 
أن “/ر موجبة مضبوطة فى جوار ما للنقطة هم . هل نفس الاستنتاج يظل قائما إذا كانت /ر 
متصلة فقط عند 0* ؟ 

؟؟- () إذا كانت 8ج+*8:م كثيرة الحدود » وكانت 2626© » وضح أن الفعة 
| (©>(06,2م:(100,2| تكون مفتوحة فى 82 . 

؟؟-(م إذا كانت 8ج "2:8 متصلة فى #8اء 8 > سناع أثبت أن الفثة 

(2(>8)]- »8:2 ع<) تكون مثلقة فى “#ه . 

١١‏ -(و) تكون فثة جزئية “2# غير مزتبطة إذا وإذا فقط كان يوجد 
دالة متصلة 8 + 2:/ يحيث أن (1 ,0) - (2) /ر. 

؟- (ز) بفرض كر متصلة فى “8 إلى “8 . عرف الدالتين وع و مع فى © إلى "8 بالآق. 

12)0,0->0)يع 2 ,(0,)/- )رع 

أثبت أن رمم و 1م متصلتان . 

(ح) بفرض أن و 1ه و ث/ مرتبطة بالقوانين المذكورة فى المرين السابق . 
ثبت أنه من خاصية اتصال ويم ء ويم عند 0 - م ء لا يمكن البرهنة على اتصال ثر 
عند (0,0) . 


/ام1 


+ - (ط) اعط مثالا لدالة فى [1 ,0] -5 إلى 8# بحيث تكون غير محدودة . 
++ (ى) اعط مثالا لدالة محدودة كر ى 13 إلى 8 والى لا تتناولك أى العددين 
2 : :(2)/) ميه أن !لء ع : ()را نص 

؟؟ (ك) اعط مثالا لدالة بم متصلة ومحذودة فى 2 إلى 8 والى لا تستطيع أن تقبل 
أى العددين (2 ع <«:(*«)م) منه أو للع «نزع)ع) غم 

-١+‏ (ل) وضح أن لكل كثيرة الحدود ذات درجة فردية ومعاملات حقيقية جذرا 
حقيقيا . وضح أن كثيرة الحمدود 9-*+*7 + *+ > ()م 0 الها على الأقل جذران حقيقيان . 

+ -(م) إذا كانت 0 < © و # عددا طبيعياً » فإنه يوجد عدد موجب وحيد 8 
بحيث أن اق 

7+ -(ن) نفرض أن كر دالة متصلة فى / إلى 8 حيث 1 > (0) كر ء 0 < (1) ر 
إذا كانت (5:/)*(>0عع) دير وإذا كانت لاز ناه عم ءنفأثبت أن 0 - () ”ري 

-(س) نفرض أن ثر دالة متصلة فى 8 إلى 2 والتى تتزايد بدقة ( .معنى أنه إذا كانت 
“بد > “د فإن (**2*) كر > (*) كر) . أثبت أن كر دالة إدخالية وأن دالتها المكسية +1-كر 
تكون متصلة ومتّزايدة مضبوطة . 

-(ع) بفرض كر دالة متصلة ى 8 إلى 8 وإلتى لاتستطيع أخذ أى من قيمتها مرتين » 
فهل صحيح أن ير يحب أن تكون متزايدة بدقة أو متناقصة مضبوطة . 

١‏ -(ف) بفرض ع هى دالة ى 5 إلى #ء أثبت أنه إذا كانت م تستطيع أخذ كل 
من قيمها بالضبط مرتين » فإن م لا بمكن أن تكون متصلة عند كل نقطة من 8 . 

؟؟ - (ص) بفرض “ردالة متصلة فى الفترة [:2 ,0] إلى #وبحيث أن (28) ثر -(0) ر. 
أثبت أنه يوجد نقطة © فى هذه الفترة محيث أن ( سل ء) كر > () ثر ( ارشاد : اعتبر 
لد )عر («) ثر ح («)ج) . استنتج أنه يوجد ء عند أى وقت ء نقط فى المهة 
المقابلة من الكرة الأرضية على خط الاستواء الى لها نفس درجة الحرارة . 

؟؟-(3) إذا كانت 82 + (+0,2]:© معرفة بأنبا 2 هذه ,م 08© ) > (م) ب 
عند (0,27]؛ . حينئذ ب تكون راسما متصلا إدخاليا فى الفترة (27 ,0] إلى دائرة 
الوحدة (1 خب + 6:2 ء(< :)! > 5 .. أثبت أن (25 ,0غ ح فى : لحب لا يمكن أن 
تكون متصلة ( نستنتج أن نظرية 4-١١‏ ربما تفشل إذا كان النطاق ليس مدمجا) . 
مشروع : 

0-7 الغرض من هذا المشروع هو توضيح أن كثيرا من النتائج فى باب 5١‏ تظل 
صصيحة للدوال المتصلة الى: نطاقها ومداها تكون محتوية فى فراغات مترية . ( لإثبات هذه النتائج 


اميل 


رما نلاحظ ‏ أنه إما أن التعاريف السابقة ممكن تطبيقها اك ممكن صياغتها 
ثانيا لعمل هذا ) . 
(1) وضح أن نظرية ٠٠‏ - ؟ يمكن صياغتها لدالة من فراغ واحد مترى إلى آخر . 
(ب) وضح أن نظرية الاتصال الكروى +؟ - ١‏ تظل سصحيحة بدؤن تغيير . 
(ج) أثبت أن خاصية حفظ الارتباط أى نظرية 1« - م تظل صحيحة . 
( د) أثبت أن حفظ الإدماج أى نظرية 59 - ه تظل قائمة . 


الباب الثالث والعشرون - اتصال منتظم ونقط ثابتة : 

بفرض أن" معرفة فى فئة جزئية ( )2 من ”8 إلى “82 . فقد لوحظ سابقاً أن النصين 
الآنيين متكافئان : ١‏ 

(1) كر تكون متصلة عند كل نقطة فى ( )2 . 

(ل) بأعذ 0 < ع 620226٠‏ 2 فإنه يوجد 0 < (بدرع)8 بحيث أنه إذا 
كانت +« تنتى إل (ر) 2 اء 8 ك |[ ع|| فين 8ك [[(مم مرب (©) 7 || . 

الىء الملاحظ هنا هو أن 8 تعتمد » بوجه عام » على كلا من م8 » * أى أن توقف 
5 على * هو انمكاس الحقيقة الى تقول إن الدالة ربما تغير قيمها بسرعة بالقرب من نقط 
معيئة وببطء بالقرب من نقط أخرى . 

الآن .يمكن أن يحدث أن دالة تكون بحيث أن العدد 8 ممكن اشتياره بحيث لا يعتمد 
على النقطة م فى ( )2 ويعتمد فقط على 8 . مثال ذلك » إذا كانت 2# > (*) ك“رء فإن 

اهدع 2 - إنب)م- )را 

وبذلك بمكننا اختيار 8/2 - (/8 و8)8 لجميع قم 8 . 

ومن ناحية أخرى » إذا كانت *«/1 > (*)ع عند 0 < + » حينئة . 


خط - (مر)ي ‏ رمع 


إذا كانت 4 > 8 > 0 ء 8 ك [ه ‏ ]| فسنترك للقارىء توضيح أن 


حي > اهمع - مها 


وأن هذه المتباينة لا ممكن تحسينها » حيث التساوى فى الحقيقة يظل قاتماً عند 8 م ح *« _ 
إذا أردنا جمل 6 ك | (مه)م -(*)ج| فإن أكبر قيمة للعدد 8 الى مكننا اختيارها هى 
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تيع 
باع +1 


أى أنه إذا كان 0 < ن ء فإن يم تكون متصلة عند »م لأنئا يمكننا اتيار 
(باع +2/)1/- (ه ,)8 وهذه تكون أكبر قيمة بمكننا اختيارها . بما أن 
تيع 
-[0<» جكب :» 


فإنه لا مكننا الحصول على 0 < (2 و )5 الى لا تتوقف على اختيار له لحميع النقط 0 < 8 


- (ن رع)ة 


الآن سوف نقيد بم لنطاق أصغر . فى الحقيقة » نفرضص أن 4<0 ونعرف «/1ع-(*)2 

عند © < + . إذن يوضح التحليل الذى أجريناه حالا : أنه يمكننا استخدام نفس قيمة (/) ,8 )8. 
لكن ء هذه المرة يكون النطاق أصغر وأن 

2 2 

م2 -إه دس ككر] اما 

مع +1 اه 1 
وإذن إذا عرفنا ‏ (©م+42/)1ع -(ع)8 » فإنه يمكننا استخدام هذا المدد لمميع النقط 
© < » . لكى نساعد فى تثبيت هذه الأفكار » يحب على القارىء أن يتصفح بسرعة الأمثلة 


٠‏ -ه وأن يحدد فى أى الأمثلة اختيرت 8 بحيث تعتمد على السؤال وفى أى الأمثلة اختيرت 
8 مستقلة عن النقطة . 


بهذه القهيدات نقدم الآن التعريف الأساسى ., 

#؟- ١‏ تعريف . نفرض أن ثر ا نطاق ( كر)2 فى «جج ومدى فى 26 . نقول 
إن / متصلة بانتظام فى فئة(])12- 4 إذا كان يوجد لكل 0 < م » 0 < (8)8 
بحيث أنه إذا كانت *« » ا تنتصيان إلى 4 ء (8)8 > |إ«ه-*|| . فإن 

ع > |]م) عر - م ر || 

من الواضح أنه إذا كانت الدالة /ر متصلة بانتظام ى 4 » فإنها تكون متصلة عند كل 
نقطة من 4 . لكن » قى الحالة العامة العسكس ليس سححيحاً . من المفيد أن نتذكر ما المقصود 
بقولنا إن دالة ليست متصلة بانتظام ء لذلك نقرر معيارا مثل هذا تاركين برهانه للقارىء . 


+7 - 5 مفترض . شرط نمرورى وكاف لأن تكون الدالة كم غير متصلة بانتظام 
فى ()2 - ىم . هو أنه يوجد 0 < و6 » ومتتابعتان (منز) ح 7 و(,*) - ا فى 4 
بحيث أنه إذا كانت 2ه فإن 1/8 ك |[ سم][ »وه < | لت رح (م) 7 || 

كتمرين يحب على القارىء أن يستخدم هذا المعيار لتوضيح أن.*/1 ح (*)م ليست 
متصلة بانتظام فى (0 < +« : «) ع (ع)2 . 


ل 


الآن سنقدم نتيجة هامة تؤكد أن أى دالة متصلة تكون تلقائيا متصلة بانتظام فى أى فة 
مدمجة فى نطاقها . 


مم - # نظرية الاتصال المنتظم . نفرض أن ثر دالة متصلة بنطاق ( كر)2 فى 10 
ومدى فى 27 . إذا كانت (/)2 ح >1 مدمجة » فإن كر تكون متصلة بانتظام فى كه . 


برهان أول . نفرض أن ثر ليست متصلة بانتظام فى >4 حسب مقفارض مج لد واء 
يوجد 0 < مع ومتتابمتان (ي*) ٠‏ (إز) فى كك بحيث أنه إذا كانت 2ع » فإن 
مع < ||(ن)ر - (سمنما| ,1/9 > الم - مرا (23.1) 
بما أن عل مديحة فى ”12 المتتابعة لإ محدودة » فينتج من نظرية بولتزانو فيرشتراس 4-10 » 
أنه يوجد متابعة جزئية (رم() من (,) بحيث تتقارب إلى عنصر 2 . ما أن ك/ 
«خلقة » فإن الباية 2 تنتمى لى >4 ٠‏ فتكون الدالة كر متصلة عند 2 . من الواضح أن 
المتتابعة الحزئية المناظرة (رم.«) من 3 تتقارب أيضاً إلى 2 . 


ينتج من نظرية ٠‏ - 7 (ج ) أن كلا المتتابمتين ((رى,ر)م) ار ((ر.5*)/) تتقارب 
إلى () ير . لذلك » إذا كانت # كبيرة كبرا كافياً » فإننا نمحصل على 20 > |(00-<9)/ - (ر .)|| 
لكن هذا مخالف العلاقة الثانية فى( مم لس .)١‏ 


برهان ثان . ( يمكن عطاء برهان قصير بحيث يتوقف عل نظرية غطاء لبسيج ١١1-ه‏ » 
لكن نفضل استخدام تعريف الإدماج ) . نفرض أن ثر دالة منتصلة عند كل نقطة للفئة المدمجة 
كد . طبقا لنظرية ٠٠‏ - 0 (ب) » بأخذ 0<ه و 2 فى كل نجد أنه يوجد عدد 0<(مارع 4 )8 
بحيث أنه إذا كانت كزع عد و (ناره +4 )8 > |إسعر|] فينع 3 > ||( عر (ت) ير || 
لكل ين فى ع ء كون الكرة المفتوحة ((ب ,48)46> ||ه - -ا|: ”26 ع <) > (2) © ٠‏ 
حينئذ الفئة 2 نكون محتوية بالتأكيد فى اتحاد العائلة (>1 عه :(لا) ©14 © » وإذن 
توجد لكل نقطة ب فى ع4 كرة مفتوحة ()0) بحيث تحتوبا . مما أن ع مدمجة » فتكون 
محتوية ق الاتحاد لعدد محدود من فئات فى العائلة 9؟ » مثلا » (بع) © و... و( © 5 
نعرف الآن . 

((ه رعق)ة , . . . ,(منا ,ة8)4) كهذة -زرع)8 
وسوف نوضح أن (ع) 8 الا الخاصية المطلوبة . لأنه » بفرضص أن يذ و * تنتميان إلى عل 
و بفر ض (ع)8 > له - ود . فنجد أنه يوجد عدد طبيعى / يحقق /17 ك م 5 1 وبحيث 
أن +« تنتمى إلى الفئة مس60 ء أى أن (ينارة 8)48 2 > |إيه || . بما أن 
ره 28)3 ك (ع)8 فينتج أن 


( معق)ة > ااه ح ع | + إإعد - هذ|| ك إإمم - هذ[ 


لكل 


لذلك » نحضل على العلاقات . 
48> لمم ممم ,14> |[لس)] - ()مر|| 

ومن ثم ع > ||() ير (*) ير || . قد وضحنا أنه إذا كانت © و * أى نقطتين من ع1 حيث 
رع)ة > إإسحم]] فان ع > [[هم رح )|| . 

فى أبواب قادمة سوف نستفيد من فكرة الاتصال المنتظم فى مناسبات كثيرة » لذلك 
لا نعطى أى تطبيقات هنا . لكن » سنقدم هنا خاصية أخرى هى غالبا متاحة وكافية لضمان 
اتصال منتظم . 

«” - 4 تعريف . إذا كانت الدالة كر لها نطاق (ثز )2 محتوى فى 1 ومدى فى "1 » 
فنقول إن ر تحقق شرط لبيشتّز (0) إذا كان يوجد ثابت 0 < 4 بحيث أن 

إاس عا ىم > إ()م - ()م| 223.2 

لحميع النقط م و * فى (2)7 . إذا تحققت المتباينة ( ++« -' م ) مقدار ثابت 1 > 4 » 
فإن الدالة تسمى تقلص أو انكاش . 

من الواضح أنه إذا كانت العلاقة ( 8-85 ) » متحققة » حينئذ بوضع 8/4 - (8)8 
فيمكن اشخص إثبات الاتصال المنتظم للدالة كر فى ( )2 . لذلك ء إذا كانت الدالة كر تحقق 
شرط ليبشتز » فإن الدالة تكون متصلة بانتظام . لكن » العكس ليس تمحيحا » والذى يمكن 
أن يتضح باعتبار الدالة المعرفة عند 8 - (/) 2 بأنها »ل - (#)م 2 . إذا ظلت (-؟) 
قائمة» فينتج أنه » بوضع 0 ح ا أن فردا يحب أن يحصل على || 4 ك | (*) / | لثابت ما 
4 » لكن لوحظ حالا أن المتباينة الأخيرة لا تظل صحيحة . 

وبتذكر أظرية ١015م‏ ء نرى أن دالة خطية بنطاق ”12 ومدى ق27 تحقق شرط 
لبيشئز + وبالإضافة إلى ذلك » سيلاحظ فى باب 7م أن أى دالة حقيقية بمشتقة محدودة تحقق 
أيضاً شرط لبيشتز . 
نظرية نقطة ثابتة : 

إذا كانت ثر دالة بنطاق ( كر )2 ومدى فى نفس الفراغ 22 » فيقال لنقطة #4 ى (/)2 
أنها نقطة ثابتة للدالة /ر فى حالة ن ع (م:) ير . عدد من النتائج الحامة مكن برهنتها على أساس 


وجود النقط الثابتة للدوال لذلك يكون من الأهمية وجود بعض معايير إجابية فى هذا الاتجاه . 


(ذ) رودلف ليشتز (+ممدر ‏ م.و) كان أستاذا فى بون . له مساهات فى 
الخبر » نظرية العدد » الهندسية التفاضلية والتحليل . ا 
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النظرية الأولى الى نذكرها أولية الصفة و لكبها غالبا مفيدة وها الميزة الشامة وهى أنها مدنا 
بعكوين النقطة الثابتة » وللتبسيط سنقرر أولا النتيجة عندما يكون نطاق الدالة هو الفراغ 
يأكله . 
«؟ - ه نظرية النقطة الثابعة للافككاشات . نفرضص أن ثر انكاش بنطاق ”82 ومدى محتوى 
فى "12 . فتكون ثر لا نقطة ثابعة وحيدة .' . 
البرهان . سنفترض أنه يوجد مقدار ثابت © حيث 1 > © > 0 بحيث أن 
| عد ]] © > ]| )مر م / || بيع برو فى 0ج . نفرضص أن ,+ نقطة 
اختيارية فى ”1 وضع (0*) /ر ح ج< ء واستنتاجياً ضع 
الذاتننا ()/ حت يبيند (23.3) 
سنوضح أن المتتابعة (يرن) تقثر ب إلى نقطة ثابتة وحيدة ‏ من 'ر ونقدر سرعة التقارب .. 
لإجراء هذا » لاحظ أن 
|أض حم © > لم - (د)م)| > الود - دعا 
واستنتاجيا » أن 
إام - عرزا 5-1 ك |إرسيظ > مند|| © > |السمكد)/ - (مار|] > الس ضا| (23.4) 
إذا كانت « < دب » فإن تكرار استخدام ( +7 - 4 ) يعطى 
ند تمك + * +٠‏ ]مسد - مسمكت|+ مط نز > لمكب مكنا 
لي لست وكات 
ومن ثم ينتج أنه » عند 8< #مء فإن 


08-1 
لس > امن - منت (23.5) 


ما أن 1 > © > 0 »ء فإن المتعابعة (1-"0) تقترب إلى صفر . وإذن (,) هى متتابعة 
كوشى . إذا كانت (,,) ظفا ح يو ء فن الواضج من ( م«-م ) أن 4 نقطة ثابتة للدالة كر . 
من ( م7 - ه ) وتقثر ضن 16 م ء محصل عل التقييم 

86 : 
إأع صر جر > الس - هنا (23.6) 

لسرعة التقارب 

أخيراً » ستوضح أنه يوجد فقط نقطة ثابتة واحدة للدالة كر . وف الحقيقة » إذا كانت «٠‏ 
و : نقطتين منفصلتين ثابتتين للدالة كر » حينئذ 

إاه ع سر © > إإ(م),- مر - إإد ها 
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ما أن نه عدي » فينتج 60 إن || » وإذن هذه العلاقة تدل على أن © > 4 ء ما يخالف 
الفرض بأن 1 < © . 
وسيلاحظ أننا فى الحقيقة قد أثبتنا النتيجة الآنية . 


#* - 5 نتيجة . إذا كانت الدالة كر انكاشاً بغابت 1 > © » إذا كانت ,* نقطة اختيارية 
فى ”ل ء وإذا كانت المتتابمة (,) ح 26 معرفة بالمعادلة ( #؟ - م ) فإن ل تقترب إلى 


نقطة ثابتة وحيدة لا للدالة كر بسرعة تقارب تتحدد من ( 8#« - 5 ) . 

فى حالة كون الدالة كر غير معرفة فى كل من ”2 » فإذنا نحتاج لمارسة عناية أكثر بنوع 
مالى نضمن أن التعريف المكرر ( +7 - #8 ) المتتابعة بمكن تنفيذه وإن النقط نظل فى نطاق 
الدالة كر . بالرغم من وجود بعض قوانين أخرى فسنكتى بالنظرية الآتية : 

7-7 نظرية . بفرض أنه إذا كانت ثر الكماشاً بالثابت © المصرف 
(8 د الء|: "عع - ضم)ه وأن © - 80 > || (0) ير || فإن المتتابعة 

و()/ > رمم , ... و[ن)/ > وج ,0 ريد 

تتقارب إلى نقطة ثابتة وحيدة للانكاش ث/ر والى تقع فى الفئة 0 . 

البرهان . فى الحقيقة » إذا كان (4)1- 35618 ؤإن 
8© > |0 ح-» |( © ك ||(0) كر (*«) مر || » ومن ثم ينتج أن 

8- هع + هه -1) ع هع + |[(0)م| ع مما 

لذلك 2 1(2)/ . أى أن المتتابعة (,*) بمكن تعريفها وتظل فى 2 . لذلك يستخدم الير هان 
السابق . وهو المطلوب إثباته 

لنظرية التقلص أو الانككاش المثبتة فى أعلى مزايا معينة : هى إنشائية » الخطأ فى التقريب 
يمكن تقييمه »ع وتضمن النظرية نقطة ثابتة وحيدة . لكن » لما عيب وهو أن لزوم 
كون الدالة انكاشاً هو شرط صارم . حقيقة هامة وعميقة » وقد برهنت لأول مرة عام ١91٠١‏ 
بواسطة ل. أدج. بروور (+) وهى أن أى دالة متصلة ينطاق (8 > ||«ا|: "غلا ع) - 2 
ومدى محتوى فى 2 يحب أن يكون طا على الأقل نقطة واحدة ثابتة . 

+٠-م‏ نظرية نقطة ثابتة لبروور . نفرض 0 < 8 © ويفرض 
(8 > ءا "ب «دام فإذن أى دالة متصلة نطاقها 2 ومدى محتوى فى 2 لماعل الأقل 
نقطة واحدة ثابتة , 

( ل. أمج بروود ( 1455-1881 ) كان أستاذا فى أءستّر دام وميداً للمدرسة 
امهولندية للرياضيات. و بالاضافة إلى إمهاماته فى التوبولوجى »© فهو معروف بعمله فى الأساسيات 
الرياضية . 
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برهان هذه النتيجة عند 1 - م سيعطى كتمرين . لكن فى الالة 1 < م سيأخذنا البرهان 
بعيداً جدا عن المأزل أى فى الحقل . ولبرهان مؤسس على معلومات أولية فقط . أنظر كتاب 
دنفورد - شفارتز صفحات 4+0 - 47٠‏ . وتحصول على بيان أكثر ترتيباً لنقطة ثابتة ونظريات 
مرتبطة بها ننصح باستشارة كتاب لفشتز 


١‏ - ( 1 ) افحص كل منالدوال فى مثال 0-١٠١‏ ووضح إما أن الدالة تكونمتصلة بانتظام 
فى نطاقها أو أنها لاتكون . 

مم - (ب) اعط برهاناً لنظرية الاتصال المنتظم ( «+-#س ) باستخدام نظرية غطاء لبسيج 
(دد-ه). 

؟ -(ج) إذا كانت 8 محدودة فى 0 ء © جب :م دالة متصلة بانتظام وضح 
أن كر محدودة فى 8 . أثيت أن هذه النتيجة تفشل إذا كانت 8 ليست محدودة فى "8 . 

م؟ - (د) أثبت أن الدوال ء المعرفة عند 8ج بأنها 


ع صلوك زجاع جك - مز 


تكون متصلة بانتظام فى © . 
م؟ -(م) أثبت أن الدوال » المعرفة عند (0 < :ع ») - 2 بأنها 
)م اعم 
تكون متصلة بانتظام فى 2 . 
5 (و ) أثبت أن الدوال الآتية ليست متصلة بانتظام فى نطاقهم 


)غ0 (0<:: 2اء ]ع (2)8 ,1/7 - ()] 
© (2/+ > > 2:0 ء ع - رع)2آ1 مه ع (عد)اع 
60 8 )مط 8ه > )م 
0ه( (0<:: 1ع« - )1 ,(/1) ملو ع (د)ا 


+ -(ز) تسمى دالة “8 ج ©#:يم دورية » إذا كان يوجد عدد 0 < م بحيث أن 

(«)ع - زم + ع)ع لميع هع . أثبت أن دالة دورية متصلة تكون محدودة ومتصلة 
بانتظام » فى 28 . 

١‏ -(ح) نفرض أن كر معرفة فى #0 2 إلى 26 » ونفرض أن ثر متصلة بانتظام 
فى 2 . إذا كانت (يم*) هى متتابعة كوشى فى 2 ء أثبت أن ( (يرة) /ر) عى متتابعة » 
كوثى فى 86 . 
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+؟ -(ط) بفرض أن #8 ج (0,1):م تكون متصلة بانتظام فى (1 و0) » اثبت أن كر 
يمكن تعريفها عند 0 - د » 1 ع 2 بطريقة بحيث تصبح متصلة فى [1 و0] . 
م؟ - (ى ) بفرض أن (1>اء|: 8ع - 2 اثبت أن “8# جه 2:م يمكن امتدادها 
إلى دالة متصلة فى (1 > |||: 8 ع »ع] - ,2 إلى 86 إذا وإذ فقط كانت متصلة بانتظام فى 2. 
#؟ - (ك) إذا كانت ثر ء ع دالتين متصلتين بانتظام فى © إلى 2 » وضح أن عم+ر 
تكون متصلة بانتظام فى 8 ء لكن هر لاتحتاج إلى كونمها متصلة بانتظام فى 8 حتى إذا كانت 
إحدى كر » مم محدودة . 
؟ - (ل) إذا كانت 5 ج-1:م متصلة»وضح أن رطا نقطة ثابتة فى 4 ( ارشاد : اعتبر 
مت رد ونع) . 
م١‏ -(م ) اعط مثالا لدالة ”8 ح 5 :1 بحيث أن | مسد |[ك ||( كرت )ير || 
لجميع “2 ع« ,د والى ليس طانقطة ثابتة ( لماذا لايناقض هذا المثال نظرية م« - ه ؟) 
؟؟ - (ن) بفرض كرءع دالتان متصلتان فى [8 و2] بحيث أن المدى [1 ,0] -(ه) 2 ء )2 
أثبت أنه توجد نقطة [0.ه] © بحيث أن (0)ج - (0)ر 
مشروع : 
١+‏ - »4 هذا المشروع يعطى تصوراً لمدلول « تذبذب » دالة فى فئة وعند نقطة . بفرض 
8 ع[١به]‏ >1 ونفرض أن 1 ج1:/ مدودة وإذا كانت 21م فنعرف 
التذبذب للدالة كر ى 4 بأنه هو العدد 
للع نو : (2)0 - (2)/) مدوع (هاراك 
(أ) أثبت أن لم ء ع : إ(»)ر]) مده 2 > (ق )2 ع 0 إذا كانت 
آء عه فإن (8)م2؟ ك (4)رهء 
(ب) إذا كانت 1ع فنعرف التذبذب للدالة كم عند م بأنه العدد 
)9ك كرذع (ع)ره 
. حيث (8>ل.» - |: 1ع :) - ول( » أثبت أن ( انظر باب 96) . 
(ل3) ,2 يدا - (ع)بس 
أيضاً » إذا كانت »> (ع)ره فتوجد 0 < 8 بحيث أن > (,2,)00 . 
(ج ) اثبت أن ثر دالة متصلة عند 1ع» إذا وإذا فقط 0 - (6)م20 . 


(د) إذا كانت 0 < » وإذا كانت » > (#)يرده لكل 1ع » فإنه يوجد 0 < 8 
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حيث أنه إذا كانت 7ك ل محيث يكون قطرها (ل.ج (ر :| - +|) مداه > (4)4 أقل من 
ق» فإذ» > (4)ر2 . 


(ه) إذا كانت 0 < » » فإن الفثة (» < (2),ه :1ع +] - .2 فبة مغلقة فى # اثبت أن 


برط نا -ءط لا اط 
هى فئة من نقط الى عندها كر تكون غير متصلة . ومن ثم تكون الفئة لنقط عدم الاتصال 
لدالة هى الاتحاد لعائلة معدودة من فئات مغلقة . ( مثل هذه الفئة تسمى فئة -2/ ) 
( و ) اعط امتداداً لهذه التعاريف و النتائج لدالة معرفة فى خلية مغلقة فى 8 . 


الباب الرابع والعشرون ‏ متتابعات دوال متصلة : 

توجد حالات عديدة الى فيها يحتاج شخص متتابعة الدوال المنتظمة . سنقدم فى هذا الباب 
نظريات مشوقة وهامة عن مثل هذه المتتابعات . سنستخدم نظرية 4+ - ١‏ فيا يل كيرا جدا 
وتكون نتيجة رئيسية النظريات الباقية سوف لاتستعمل مراراً » لكن يحب أن يعتاد القارىء 
على نصوصما على الأقل . 

فى هذا الباب أهمية التقارب المنتظم ستصبح أوضح . نتذكر أنه يقال للمتتابعة (كر) لدوال 
فى فئة جزئية 2 من "2 إلى 26 إنها تقتر ب بانتظام فى . إلى كر إذا كان لكل 0 < م يوجد 
(8)8 بعيث أنه إذاكانت (28/)8 < دو طعع ء فإنع > | (ك) كرح () بر || 
نتذكر من نظرية ( ١‏ - 4 ) أن هذا صميح إذا وإذا فقط 0 حو || / -- و/ || عندما تكون 
(ر/ر ) متتابعة محدودة . 
تبادل نهاية واتصال : 

نلاحظ أن الهاية لمتتابعة لدوال متصلة ريبما لاتكون متصلة . من السهل ملاحظة ذلك » 
لأنه إذا كانت لارع »و رج ء نفرض #كد ح (*) ركر. قد رأينا فى مثال /ار م 
(ب) » أن المتتابعة (يركر ) تقتر ب فى 5 إلى الدالة كر المعرفة بأنها 

1 >*«ع>0 ,0<-(بع)ر 
21خ 1ع 

أى أنه » بالرغ من الميزة البسيطة للدوال المتصلة كر » فإن دالة الهاية ليست متصلة عند النقطة 
1 ع-*. 

ومع أن امتداد عدم الاتصال الدالة الهائية فى المثال المعطى حالا ليس كبيرا جداً » فن 
الواضح أنه مكن تركيب أمثلة أكثر تعقيداً والى ستنتج عدم اتصال أكثر امتداداً . ومن الممتغ 
فحص ماما كيف بمكن أن يكون عدم الاتصال لهاية متتايمة لدوال متصلة » ولكن هذا الفحص 


يذل 


سيأخذ بعيداً جداً من المازل إلى الحقل وبالإضافة إلى ذلك يكون من المهم » لتطبيقات أكار » 
إبجاد شر وط إضافية الى سوف تتضمن أن دالة النهاية عتصلة ‏ 

الآن ستثبت الحقيقة الحامة الّى تقول إن التقارب المنعظم لمتتابعة دوال «تصلة يكون كافيا 
لضمان اتصال الدالة النبائية , 

١ - 4‏ نظرية . نفرض أن (يكر) - م متتابعة لدوال متصلة نطاقها 2 فى ”22 ومداها 
فى 26 ونفرض أن هذه المتتابعة تقثر ب بانتظام فى 28 إلى دالة /ر . حينئذ تكون ث/ متصلة فى 2 . 

البرهان . حيث أن (يكر) تتقارب بانتظام فى 2 إلى /ر » فبأخذ 0 < ع فإنه يوجد عدد 
طبيعى (87)8/3 - 3 بحيث أن 8/3 >|إ() كرح (#*)بو/ || لكل عد فى 2 . لتوضح أن كر 
متصلة عند نقطة » فى 2 » نلاحظ أن 

م - ده )+ )حر - (عم راع )زر - دي|| > إإله)]- ()م1 (24.1) 

3ع + |[له) م - («)جزرا+ 3/ه ع 

مما أن هر متصلة» فيوجد عدد 0< (بوث ,© ,8/3 )8-8 بحيث أنه إذا كانت8 >||ه-: || 
و 62 فإن 8/3 > ||(©)بور - (*)رجر||.( أنظر شكل غ؟ - ١‏ ). لذلك ء نجد لمثل عد 
8 > ||(») رس (<) ير || . هذا يثبت الاتصال للدالة الهائية كر عند نقطة اختيارية © فى 2 . 

وهو المطلوب إثياته 

نلاحظ أنه بالرغي من أن التقارب المنتظم للمتتابعة لدوال متصلة هو كاف لاتصال دالة الهاية 
فهو ليس ضروريا . 

أى أنه إذا كانت (بر) متتابعة لدوال متصلة متقارية إلى دالة متصلة كر » فإنه لاينتج أن 
التقارب يكون منتظماً ( أنظر تمرين 4« -]أ) , 
( اي د ) 


()ررايه) 


(شكل ؛؟-١)‏ 


4ؤا 


كما رأينا فى نظرية ١‏ - 4 ء أن تقارباً منتظماً على فئة 2 من متتابعة لدوال يعنى ضمنياً 
التتقارب فى العمود المنتظم على 42 . ومن ثم يكون النظرية 4؟ - ١‏ الصيغة الآآتية . 

4 - 7 نظرية . إذاكانت (يركر ) متتابعة لدوال فى () وم ©8 بحيث أن0 حور || كرس || 
فإن (00)ن68] 


نظريات تقريب : 
يكون من المناسب لتطبيقات كثيرة أن « نقرب » دوال متصلة بدوال ذات طبيعة أولية . 
مع أنه يوجد تعريفات معقولة عديدة بحيث بمكن استماها لجعل كلمة م تقريى » أكثر دقة » 
فإن أحد التعريفات الأكثر طبيعة وفى نفس الوقت الأكثر أهية أن الدالة الصفرية عند كل نقطة 
من النطاق المعلوم سوف لاتختلف عن الدالة المحطاة بأكثر من الحطأ المحدد . يشار إلى هذا المعنى 
أحياناً بأنه « التقريب المنتظم » وهو وثيق الارتباط بالتقارب المنعظم . 
نفرض أنثر دالة معطاة نطاقها ( /ر )82 - 2 ومحتوية فى ”2 ومداها فى “2 . نقول أن 
دالة بم هى تقريب دالة كر بانتظام فى 2 إلى داخل 0 < 8 إذا كان 
بصع دلله كل 8>|(»)مر- )عا 
أو ما يساوى نفس الثىء » إذا كان 
ء > [طع ع : |(م)م - ممع زا مده - ملام - وا 
هنا قد استخدمنا العمود الذى عرفناه فى معادلة ( 7إ١-ه‏ ) . نقول إن الدالة كر بمكن تقريها بانتظام 
فى 2 بدوال فى فصيلة © . إذاء كان يوجد لكل عدد 0 < ع دالة ,م فى 646 بحيث أن 
ع > وإ[ - مع | » أو ء ما يكافته » إذا كانت توجد متتادعة لدوال فى © بحيث تقارب 
بانتظام فى © إلى /ر . 
ع - م تعريف . دالة بم نطاقها ”8 ومداها فى 26 تسمى دالة خطوة إذا كانت تأخذ 
عدداً محدوداً فقط لقي مختلفة فى "8 » كل قيمة غير صفرية أخذت فى فثرة فى 18 
مثال ذلك » إذا كانت 1 ع في ح ص ء فإن الدالة م المعرفة بصراحة بأنها 


,2- > عر ,0 >-(<«م)ع 


,0 >>> 2- 1 
1 >2 >0 ,23 
,3 > ع1 ,2-5 
.3ع ,0< 


فى دألة خطوة 


لل 


الآن سنوضح أن دالة متصلة نطاقها هو خلية مدمجة يمكن أن تقرب يانتظام بواسطة دوال 
خطوية . 

١4‏ - 4 نظرية . نفرضص أن ثر دالة متصلة الى نطاقها 2 هو خلية مدمجة فى ”22 وقيمها 
تنتمى إلى “2 . حينئذ يمكن للدالة /ر أن تقرب بانتظام فى 2 بواسطة دوال خطوية . 

البرهان . بفرض 0 < ع معطاة ؛ بما أن ل متصلة بانتظام ( نظرية #* - م ) فيوجد عدد 
0 < (ع)8 بحيث أنه إذا كانت بر و تنتمى إلى 2 و (8)8 > |إير- * || فإن 
ع > || 7 مح رم رز . قسم النطاق 2 للدالة كر إلى خلايا غير متصلة برك و... 416 
حيث أنه إذا كانت بر ونا تنتمى إلى بي ء فينتج ( 5)8 > || بر * || . ( كيف ؟ ) تفرضن 
أن ج* أى نقطة تنتمى إلى الفلية * و... ,1 > 6 و4 ونعرف (ع*) ثر > (#)يع عند 
:1ع ع 0-(ج)يع عند عير . إذن من الواضح أن 8 > |]() كرب ()يع || 
عند 1ج بحيث أن .م تقريب الدالة م بانتظام فى 8 إلى دأخل م . ( أنظر شكل 
و-0. وهو المطلوب إثياته 

من الطبيعى أن نتوقع أن دالة متصلة بمكن أن تقرب بانتظام بدوال بسيطة الى تكون أيضاً 
متصلة ( بمخلاف الدول الخطوية ) . التبسيط » سوف يثبت النتيجة الآتية فقط فى الخالة الى فيها 
1 - و ح م بالرغ فن وجود على مايظهر حالات عامة لإبعاد أعلى . 

نقول أن دالة بم معرفة فى خلية مدمجة [6 ,4] > / من © بقيم قطعية فى © خطية إذا كان 
يوجد عدد محدود من نقط يه حيث 8 2 ,2 > .... > وه > نه > 6 ع 4 وإعداد 
حقيقية مناظرة # و. . .و1 و0 وير8 “يرك حيث أنه عندما تحقق د العلاقة ير© > * > ح_يره 
تأخذ الدالة بم الصورة 

...و1 ,0 <غم ع8 + عري4 - (ر)اع 

إذا كانت ع متصلة فى / » فإن الثوابت ,8 ويك يحب أن تحقق بالطبع علاقات معيئة 


((0*)/ ,وع ) 


( شكل 4؟ - ؟ - تقريب بدالة خطوة ) 


4 - ه نظرية . نفرض أن ثر دالة متصلة نطاقها هو خلية مدمجة م فى 12 . إذن الدالة كر 
يمكن أن تقرب بانتظام فى ل بدوال خطية قطعية متصلة . 
البرهان . كا سنبق » تكونثر دالة متصلة بانتظام فى الفثة المدمجة /ر . لذلك » بأخذ 0 < ع » 
نقسم [8 ,»] ح / إلى خلايا بإضافة نقط متوسطة # و... ,0,1 2 وير حيث 
ديه > ... > يه > ره > وه ع »ع بيث أن (8)8 > .يه - به . صل النقط 
[(0») /رءيء] مخط متكسر » وعرف الدالة مج الناتجة المتصلة القطعية الخطية . من الواضح 
أن مع تقرب ثر بانتظام فى 7 داخل 8 . 
وهو المطلوب إثباته 


تقريب بكشيرات الحدود : 
الآن سنبرهن نتيجة عميقة أكثر فائدة وأكثر متعة مخصوص التقريب بواسطة كثيرة 
الحدود . نبرهن أولا نظرية تقريب فيراشتراس عند 1 - ي > م باستخدام كثيرات الحدود 
لعالم الرياضيات سرج بر نشتين (8) 
5-4 تعريف . نفرضص أن كر دالة نطاقها [1 ,0] - 8 ومداها فى 22 . تعرف كثيرة 
الحدود النونية للدالة كر لبرنشتين بأنها 
6/1 
ا غم "ا دم :»)8د 4 
ر كز )(2 )1 يق - رساءظ - )مه (24.2) 
هذه كثير ات الحدود لبرنشتين ليست مخيفة كا تبدو من أول نحة . 
القارىم الذى عنده بعض المبرة بالاحّالات يحب أن يلاحظ توزيع ذات الحدين الكامن 
فى الخلفية . وحتى بدون مثل هذه الخبزة بمكن للقارىء ملاحظة أن القيمة ( /[ :)ره لكثيرة 
الحدود عند النقلة د تحسب من القم (1) /رو. .. و(/2) كر ,(/1) /ر و(0) /ر معاملات 
ترجيح غير سالبة معينة تر خ(م)) -ه التى يمكن ملاحظة أنها صغيرة جداً عند ” 
هذه القيم العدد ع/ حيث 6/7 تكون بعيدة عن * . فى الحقيقة » الدالة رم ليست سالبة على 1 
وتأخذ قيمها المظمى عند النقطة 2/7 . و بالإضافة إلى ذلك » كا سئرى أسفل » يكون حاصل 
الجمع لكل 8 و... ,0 ع م و(*«)يب هو واحد صحيح لكل مدق 1 . 
نتذكر أن نظرية ذات الحدين تؤكد أن 


(0) سرج ن . برنشتين ( ١908 - ١48٠‏ ) قام بإسبامات عميقة فى التحليل » نظرية 
التقريب والاحّالات ولد فى أودسا و كان أستاذاً فى ليننجراد وموسكو . 


5.١ 


عور دم د "رب (24.3) 


عيخ 09 هى معامل ذات الحدين 
ل 2 
امحماع ‏ ع 


فحص مباشر نلاحظ أن 


60 4-1 1-خ 
2 إل -م)!(1-ع) >1 2 
- )ع !(2-م) 1-2 
فا كات إل -م)!(2-) -20-) (224.5) 
الآن نفرض <* - ىو * 1ح هق( 76 - م)»ء نحصل عل 


بكتابة 1 - م بدلا من 7 » ثر بدلا من فى ( 78 - 5 ) نحصل على 
20000 احم 0 
) دا 1 م 1 
اضر ب هذه العلاقة الأخيرة فى د واستخدم المتطابقة ( 4 * - 4 ) للتحصل على 


(+ل- "وير )لجز 3 3 0 0 00 


5 
الآن تفرض ‏ 4-1+1 اء ومن ثم 
هرج ل 
أيضاً نلاحظ أن الحد المناظر إلى 0 ح / يمكن احتواؤه » لأنه يتلاثى . ومن ثم يكون لدينا 
0 فا حلام 05 (24.7) 
حساب ماثل » معتمد على ( 84  -‏ ) بكتابة 2 - 0 بدلا من 7 ومتطابقة ( 4 ؟ - ه ) يعطيان 
*“ لخ( )سم بر ندر سنو 


ذك نت أن 
لوبو زو يميم مس 
1 


بضرب ( 1-54 )فى 2+اء ( 74 - 70 ) فى 2 وجمعهماإلى ( 4؟ - م ) نحصل على 
*ر- ل خم زع )لملا م زر - رد 01/01 (24.9) 
الذى هو تقدير سوف نحتاج إليه فيا بعد . 
بفحص تعريف 84 - 5 ء يقول قانون ( 74 - + ) أن كثيرة الحدود النونية لبرنشتين 
للدالة الشابعة 1 - (*)ور تطابق وك . قانون ( 7-١4‏ ) أقول نفس الشىء للدالة +د ح (<) رر. 
قانون ( ١4‏ - م ) يؤكد أن كثيرة الحدود النونية لبر نشتين للدالة 2د ح (*) ور هى 
«(م/1) + ملم 1 -1) - ززم )8ه 
الى تتقارب بانتظام على # إلى وث/ر » سنيرهن الآن إنه إذا كانت كر أى دالة متصلة فى لز 
إلى 2# ء حينئذ يكون المتتابعة كثيرة الحدود لبر نشتين الخاصية بأنها تتقارب بانتظام فى ؟ إى كر . 
هذا سيعطينا برهانا استدلاليا لنظرية التقريب لفيرشتراس سنحتاج لقانون 4-4 عند 
برهان هذه النظرية . 
4 - 7 نظرية'نقريب برفشتين . نفرض أن كر دالة متصلة فى / بقيم فى 2. حينئذ المتتابعة 
لكثيرة الحدود بر نشتين للدالة كر » المعرفة فى معادلة ( + ؟ - ؟ ) تتقارب بانتظام فى 4 إلى /ر . 
البرهان : بضرب المعادلة ( 4؟ - 5 ) فى (*) /ر » نحصل على 
*-“رد - 1) خم( )م1 يق - مار 
لذلك » نحصل على الملاقة 
*-“د - لخ( ) )1 - مايا يل - امه - وار 
الى مها ينتج أن 
تر خ() ا( - رعوامر| 0 > امه م 024.10 
الآن كر محدودة » مثلا بالمقدار 244 ء وهى أيضاً «تصلة بانتظام . لاحظ أنه إذا كانت / بحيث 
أن #/ قريبةٍ من + » فإن الحد المناظر فى حاصل الجمع ( 74 - ٠١‏ ) يكون صغيراً بشيبه 


اتصال كر عند *د » ومن جهة أخرى » إذا كانت // بعيدة عن * » فإن العامل المتضمن كر 
بمكن أن يقال فقط أنه أقل من 284 وأن أى صفر بحب أن يظهر من معاملات أخرى . لذلك » 


رض 


يقودنا هذا إلى جعل ( ٠١ - ١4‏ ) جزأين : قم # الى تجمل «إ/ عد صغيراً » و الى تجعل 
#إغ ساود كبيراً . 
نفرض أن 0 < ع ونفرض أن ( )8 هى كا فى تعريف الاتصال المنتظم للدالة كر . نجد أزه 
من المناسب أن تختار ‏ كبيرة بحيث أن 
2ع/3842 ,“ ((ع)8)) مده < م« (24.11) 
ونق.م )٠١-184(‏ إلى حاصل جمعين . حاصل الجسيع الأغوذ على م حيث 
(ع)ة > 44م > | #«ز# -< | ينتج التقدير 


د "زر - 1) د | لاه “م -1)( د ا 2 
حاصل الجمسع الأخوذ على م حيث 34م < [سك/ -*|اء أى أن ء 
2 مر < 2(ج/»/ ل *« ) بمكن تقديره باستخدام القانون (74 - 4) هذا الجزء من حاصل 
الجمع فى (4؟ - )٠١‏ نحصل على الحد الأعللى 
م 0 م ع احم 0 
(--1) ا 2043 صح “)كد 


*"(-1) در 7“ - مم 3ه > 


م 5 >[ -1) 211 2< 


لأن ه/؛ك (« - 1)* ف الفترة م . باستمادة التحديد ( 4؟ - ١١‏ ) للعدد 8 » نستنتج 
أن كلا هذين الجزأين من ( 4؟ - ٠١‏ ) محدودة من أعلى المقدار 6 . ومن ثم » باختيار # كا فى 
)١١-54(‏ نحصل على 

ع2 > |(«)ءظ - («)م| 


مستقلة عن قيمة »د .' هذا يوضح أن المتتابعة (,8) تتقارب بانتظام فى 5 إلى ثر . 
وهو المطلوب إثباته 
كنتيجة مباشرة لنظرية برنشتين » نحصل على النتيجة الحامة الآنية . 
4-4 نظرية تقريب فيرشتراس ٠‏ بفرضص أن كر دالة متصلة فى فترة مدمجة من 22 وبقيم 
فى 22 فإن /ر يمكن أن تكون مقر بة بانتظام بكثير أت الحدود 
البرهان . إذا كانت كر معرفة فى [8 ,4] » فإن الدالة بم المعرفة فى [1 ,0] -5 بأنها 
7ع ,(ه+غ(ه-ش6)/ - )8 


56.75 


متصلة . ومن ثم بم يمكن أن تكون مقربة بانتظام بكثير أت الحدود بر نشتين و تغيير بسيط للمتغير 
ينتج تقريب كثيرة الحدود للدالة /ر . 

قد اخثر نا التعمق فى تفاصيل نظرية برنشتين ( 74 - 7 ) لأا تعطى طريقة بنائية لإيجاد 
متتابعة لكثير ات الحدود الى تتقارب بانتظام فى 7 إلى الدالة المتصلة المعطاة و بالإضافة إلى ذلك » 
تتميز طريقة برهان نظرية 4م - + بمناقشات تحليلية كثيرة وهى مهمة لذو فهم مثل هذه المناقشات . 
أخيراً » ومع أننا سوف نثبت نتائج تقر تقريبية أكثر عموماً فى باب 54 » لإجراء ذلك سنحتاج إلى 

فة أن دالة القيمة المطلقة بمكن تقر يها بانتظام فى فترة مدمجة بكثير ات:الحدود . مع أنه من 
ا توضيح هذه الحالة الخاصة مباشرة » الإثبات ليس بسيطاً كذلك . ولمناقشة أكثر تماماً 
للتقر يب ير جم القارىء إلى كعاب (لإعصعط © .8) المدون ق المراجع 

4م -(1أ)اعط مثالا لمتتابعة لدو ال متصلة والتى عقارب إلى دالة متصلة لكزالتقارب إليها 
ليس منتظماً . 

:م - (ب) اعط مثالا لمتتابعة لدوال غير متصلة فى كل مكان وبحيث تقتر ب بانتظام إلى 
دالة متصلة .. 

32 (ج ) اعط مثالا متتابعة لدوال متصلة الوتتقار ب فى فئة مدمجة إلى دالة لها عدد لانهائى 
من مواقع عدم الاتصاك . 

4 -( د) بفرض (ي) متتابعة لدوال متصلة فى “2ك 28 إلى “8 بحيث أن (,,7) 
تتقارب بانتظام إلى كر فى 2 » و بفرض أن (,,:) متتابعة لعناصر فى 2 حيث تتقارب إلى 2 © * 
هل ينتج أن [(يرن*)ي,/ ] تعقارب إلى (00) / . 

ا «) اعتبر المتتابعات (يكر ) المعرفة فى (0 < »: 8 © 2 - 2 إلى ع بالقوائين 


4 د ريبع عر 6 
1 ا« ا 
عر رم ع كسة 


ناقش التقارب و التقارب المنتظم لهذه المتتابعات واتصال نهايات الدوال . فى خالة كون التقارب 
ليس منتظماً ى 2 » اعتير فترات مناسبة فى 8 . 

. (و) بفرض أن (ير ) متتابعة فى “2 2 إل »2 والىتتقارب فى 2 إلى ل‎ - ٠4 
. © وبفرض أن كل بر متصلة عند © وأن المتتابعة تتقارب بانتظام فى جوار 7 للعنصر‎ 
. © أثبت أن ثر متصلة عند‎ 


1.6 


١4‏ - (ز ) بفرض أن (يكر ) متتابعة لدوال متصلة فى "2 2 إلى #2 ومتناقصة باطراد 

ممى أنه إذا كانت 62+ » فإن 

2 («ا سرت («ام د ١٠ح‏ ام د (ارر 
إذا كانت 0 -(م)بير ) سنا لقيمة 8ع » 0 < 8 »وضح أنه يوجد لاع م وجوار ل 
للعنصر م بحيث أنه إذا كانت 6 < #5 ٠‏ ©مناعء » فإنع > (#اير. 

4 - (ح) استخدم الّرين السابق لبر هنة النتيجة الآتية لأليس ديى(ه). إذا كانت (ر/) 
متتابعة «طردة لدوال متضلة و الى تتقارب عند كل نقطة لفثة مدمجة » فى “8 إلى دالة «تصلة كر 
فى ع ء فإن التقارب يكون منتظماً فى 2 . 

4 - (ط) وضح »ء مثال » أن نظرية دينى تفشل إذا حذفنا من الفرض أ أن © مدمجة 
أو أن كر متصلة . 

| 4 -(ى) أثبت النظرية الآتية لجورج بوليا(»*ه) إذا كانت الدالة يوكرفى 4 إلى © متزايدة 
بإطراد لكل 5620 وإذا كانت [(*) رع تذآ ح (#) ر متصلة فى 5 » فإن التقارب 
يكون منتظماً فى 4 . ( لاحظ عدم فرض كون ير متصلة ) . 

4 - (ك) إذا كانت (رر/ ) متتابعة لدوال متصلةفى “ك2 إلى “8 وبفرض 
[(<)كر] سنا ح (<«) عند 2ع« . أثبت أن ثر متصلة عند نقطة 1 >6 إذا وإذأ فقط 
لكل 0 < ع يوجد لام وجوار 7 للنقطة » بحيث أنه إذا كانت 261ع* فإن 
ع > | © رح ورور | . 

4؟ - (ل) بفرض أن © ج #بم متصلة بانتظام فى #2 وعند لازعم © ويفرض 
(«/1 +ع - )م عند #©#ع» . أثبت أن (ركر) تتقارب بانتظام فى © إلى /ر . 

4؟ - (م) إذا كانت 2 ع (+«)ير عند 1 >* ع ع من الكبر يجب أن تكون # 
محيث أن كثيرة الحدود النونية لبر نشتين ير للدالة ور تحقق 1/1000 > | (»«ت),,8- )ير 
لكل هوعع ؟. 

4 - (ن) إذا كانت 3ح (*<)و/ عند 5 +اء احسدب كثيرة الحدود النونية لبر نشتين 
للدالة ور . وضح مباشرة أن هذه المتتابعة لكثير ات الحدود تقتّر ب بانتظام إلى وكرفى 1 . 

4 - (س) فاضل معادلة ( ١4‏ - # ) مرة واحدة بالنسبة إلى ع و بالتعويض +« ح ى, 
عد 1 > غ, اشتقافاً آخر لدالة ( 4« - 0 ) . 


(*) أليس ديى )١1918- ١840(‏ تعلم ودرس فى بيزا . وقام بأحاث فى المندسة والتحليل 
وخاصة متسلسلة فورييه . 


(+») جورج بوليا (/1841- ) والد ق بودابست ودرس ق زيورخ وستانفورد 
هو مشهور بعمله فى التحليل المركب » الاحّالات ء نظرية العدد ونظرية الاستدلال . 


امن 


4 - (ع) فاضل معادلة ( ٠4‏ - م) مرتين بالنسبة إلى ى لتعطى اشتقاقاً آخر 
لعادلة ( 4+ -م). 

4 - (ف) (أ) بفرض / فترة مدمجة فى © ء وبفرض أن ل 661.66 . أرمم 
شكلا تخطيطيا للدالة © ج ل :م المعرفة بأنها ++ إء - ع)ة جه -(0)م . 

(ب) اثبت أن كل دالة خطية قطعية متصلة يمكن كتابتها كحاصلى جمع عدد محدود من 
دوال .ثب.....رب فى الصودة المعطاة فى جزء (أ) . 

(ج ) بفرض أن ء فى أى فتوة مدمجة » دالة القيمة المطلقة | ** | > (<)4, هى الهاية 
المنتظمة لمتتابعة كثير ات الحدود فى 6د » استخدم الملاحظة فى جزء (ب) لإعطاء برهاناً آخر لنظرية 
تقريب : فير شتراس ( ترجع هذه الطريقة من البرهان إلى لبسيج ) . 

م - (ص) أثبت أن الدوال م جح + فى 8 ليست اية منتظمة فى # المنتابعة كثير ات 
الحدود . ومن ثم رما تفشل نظرية تقريب فيرشتر اس لفترات لالبائية , 


ه؟ - (ق) أثبت أن نظرية تقريب فير شر اس تفشل لفثر ات مفتوحة محدودة . 


الباب الخامس والعشرون نهايات دوال : 
مع أنه من غير الممكن إعطاء تعريف قي » فإن حقل «٠‏ التحليل الرياضى » يفهم فى الخالة 
العامة بأنه جسم الرياضيات الذى فيه يصنع استخدام مرتب من تصورات مختلفة نبائية إذا كان 
هذا نصاً مضبوطاً معقولا » فريما يبدو شاذ للقارىء أننا انتظر نا هذا الكثير قبل إدخال باب يعالج 
انهايات . توجد أسباب كثيرة هذا التأخير » السبب الرئيسى هو أن التحليل الأولى يعااج أنواعاً 
مختلفة متعددة من عمليات النباية . 
قد ناقشنا من قبل التقارب لمتتابعات والنهاية المذكورة ضمنا فى دراسة الاتصال . 
سوف نقدم فى الفصول القادمة » العمليات النهائية المرتبطة بالمشتقة والتكامل . مع أن جميع 
هذه التصورات للنباية حالات خاصة من تصور عام أكثر عمومية » فالتصور العام يكون نوعاً 
ما ذات صفة تجريدية : ولهذا السبب » نفضل أن نقدم ونناقش التصورات منفصلة » بدلا من أن 
تكون الفكرة العامة عن اللهايات وبعد ذلك تستنتج الحالات الخاصة . 
و بمجرد تفهم الحالات الخاصة جيداً نجد أنه ليس صعباً استيعاب المفهوم التجريدى . ولعرض 
ممتاز لهذه الهاية المحردة ء أنظر:.المقال العرضى من كتاب ١‏ . ج . مشان المدون بالمراجم . 
فى هذا الباب ستكون مختصين بالباية لدالة عند نقطة و بعض امتدادات بسيطة لهذه الفكرة . 
هذه الفكرة درست غالباً قبل الاتصال وفى الحقيقة » التعريف الفعلى لدالة متصلة أحياناً يعبر عنه 
بدلالة هذه الهاية بدلا من استخدام التعريف المعطى فى ياب.+ . أحد الأسباب لاختيارنا دراسة 
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الاتصال منفصلا عن دراسة اللهاية هو أننا سوف نقدم تعريفين مختلفين قليلا لذباية لدالة عند نقطة. 
بما أن كلا التعريفين يستعملان بكثرة » فستقدم كلهما ونحاول أن نربط كلا مهما للآخر . 


إذا لم يكن هناك إشارة خاصة للعكس » سنفترض أن كر هى دألة نطاقها 2 محتوى فى ”22 وقيمها 
فى 26 وسنعتير الخاصية الهائية للدالة كر عند نقطة تجميع © من 2 . لذلك .» تحتوى كل جوار 
للنقطة © نقطاً كثيرة عددها لانهاق من 2 . 

© تعريف . (1) يقال لمنصر 8 من 32 إنه الأباية ا محذوفة للدالة حر عند النقطة‎ ١ - ٠ 
إذا كان يوجد لكل جوار 7 العنصر 8 جوار 6 للنقطة © بحيث أنه إذا كانت * تنتمى إلى‎ 
و 17612 » فإن (*<) ثر تنتمى إلى ”7 . فى هذه الحالة نكتتب‎ **6 ©, 

0ازسلا-ة أى 6سلادم (25.1) 


(لذ) يقال لمنصر 5 من 224 إنه الباية غير المحذوفة من الدالة مر عند النقطة م إذا “كان 
يوجد جوار 7 للنقطة 5 جوار 7] للنقطة » بحيث أنه إذا كانت + تنتمى إلى 00152آ » فإن 

 )(‏ تنتمى إلى 37 . ى هذه الحالة نكتب 
169 نادم أو ] نادم (225.2) 


من المهم ملاحظة أن الفرق بين هذين المفهومين يتمركز فما إذا كانت ستعمتير القيمة  )0(‏ 
عند وجودها ء أملا . لاحظ أيضاً الاختلان التصورى الدقيق نوعاً ما الذى قد قدمناه فى 
معادلتى ( ؟ - )١‏ ء ( 80 - ؟) . ويحب التأكد من أن معظم المولفين يقدمون فقط أحد 
هذه المدلولات » وق هذه الحالة يشيرون إليها فقط بأنها « الباية » ويستخدمون عامة الرمز فى 
١ - ١١ (‏ ) مما أن الهاية الحذوفة هى الأكثر اشتهاراً » فقد اختر نا الاحتفاظ بالرمز التقليدى 
عند الإشارة إلها . 


أثبعنا حالى الانفراد لكل نهاية » إن وجدت » سنكتى بالنص الآق : 
ه؟- ؟ مفترض . (أ) إذا كانت كل من الجايتين كر تططط ٠‏ “رم تافآ موجودة 
فإنها تكون محددة رحيدة . 
(ب) إذا كانت الهاية غير المحذوفة موجودة ء فتوجد الباية أمحذوفة ويكون 
] سنآ - م دنا 
(ج ) إذا كانت © لاتنتمى إلى النطاق 2 للدالة كر » فإن اللباية امحذوفة تكون لموجودة 


إذا وإذاً فقط كانت الهاية غير المحذوفة موجودة . 


4 


جزء (ب) من المفتر ض المنصوص حالا يوضح أن مفهوم الهاية غير المحذوفة يكون بنرع 
ما أكثر تعقيداً من مفهوم الهايات المحذوفة . يوضح جزء (ج ) أنهما بمكن أن يكونا مختلفين 
فقط فى الحالة الى فيبا © تنتمى إلى 72 . لإعطاء مثالا فيه هذان المفهومان مختلفان » اعتبر الدالة كر 
فى © إل © ومعرفة بأنها 


)25.3( 


إذا كانت 0 -- »م » فإن الهاية المحذوفة للدالة عند 0 > م موجودة وتساوى صفراً » بِيما 
لاتوجد الباية غير المحذوفة . 

الآن نقرر بعض شروط كافية وضرورية لوجود الهايات » تاركين برهانها للقارىء 
يجب التأكيد بأنه فى جزء ( ج) لكلا النتيجتين تشير الهاية إلى اللهاية للمتتابعة الى نوقشت 
قى ياب 14 

ه؟-" نظرية . النصوص الآتية » المتعلقة بالمايات المحذوفة » متكافئة . 

١(‏ ) الهاية المحذوفة كر تقذ[ ح ثم موجودة 

(ب) إذا كانت 0< 8 فإنه يوجد 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت 2عيع » 
5 >||ء-« ]| > 0 فرنع > || - ») /ل|. 

( ج) إذا كانت (,*) أى متتابعة فى 2 بحيث أن ع ##.يد » (ى*) فطلا حدم فإن 
[(م» ر] سطادة , 

8- 4 نظرية . النصوص الآنية » المتعلقة بالنبايات غير المحذوفة » متكافئة 

. اللهاية غير المحذوفة توجد أى كر دنآ ع8‎ )١( 

(ب) إذا كانت 0 <ع ء فإنه يوجد 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت 82ع»م » 
ق > إاءع-ع] فإن ع > ام - ©) /ر[| . 

(ج) إذا كانت (,*) أى متتابعة فى 2 بحيث أن (,*) تطلا ح ه فنجد أن 
[ل رم سنا د م , 

الننيجة الآتية تنتج علاقة بناءة بين هاتين الايتين و الاتصال للدالة رعند :© . 

٠‏ - هو نظرية . إذا كانت © نقطة تجميع منتمية إلى النطاق 28 من الدالة كر » فإن 
النصوص الآتية تكون متكافئة . , 


امل 


. © الدالة كر متصلة عند‎ )1١( 

(ب) النهاية امحذوفة كر 1382 موجودة وتساوى (0) /ر 

( ج) اللهاية غير ا محذوفة كر 1ارآ موجودة . 

البرهان . إذا ظلت ( أ) قائمة » كانت 7 جوارا للدالة (0) “رء فإنه يوجد جوار 2 
للنقطة © عحيث أنه إذا كانت +« تنتمى إلى ورم تع » فإن (*) / تنتمى إلى ”1 . هذا يدل 
بوضوح عل أن / 1.110 تكون موجودة عند © وتساوى (©) كر بالمثل » (2) كر تنتمى إلى 
لا لكل ع*ءد حيث (01/آع* فى هذه الحالة توجد تجاية كر وتساوى (0) /ر . 
بالعكس » قد لاحظنا حالا أن النصين (ب) » ( ج ) يدلان على (أ) . 

إذا كانت كر » م دالتين هما نهايتان محذوفتان ( نسبياً غير محذوفتين ) عند نقطة تجميع © 
من (ع)02(م)2 -(ع +م)2 »ء فإن حاصل جمعهما بم + كر له ثماية محذوفة 
( نسبياً غير محذوفة ) عند النقطة © ويكون 

8 مستا+ م ستاك رع +/) دنا 


93 درن + م صينة - (ع +]) سنآ عل الترتيب ( 


نتأئج مشاببة تظل قائمة لمجموعات جبرية أخرى من دوال ع كا يلاحظ سمولة . 
النتيجة الآتية » المتعلقة » بتركيب دالتين » أعمق بسيطاً وموضع فيه النهاية غير المحذوفة 
تكون أبسط من الهاية المحذوفة . 


5-6 نظرية ٠‏ نفرض أى الدالة كر ها نطاق ( )2 فى ”2 ومدى فى 26 وأن م 
لها نطاق (2)8 فى 0ج ومدى فى 0ج . نفرض أن تم هى تحصيل الدالتين ع » / ونفرض 
أن © هى نقطة تجميع للنطاق (67 2 . 

)١(‏ إذا كانت كلتا اللهايتين المحذوفتين مرى تهذاآ ح م »ء ع ,رطنذاآ ع © موجودتان 
وإذا كانت إها بم متصلة عند 8 أو ط 6 (*)م/ عند + فى جوار النقملة © » فإن الهاية المحذوفة 
للمحصلة /" بم تكون موجودة عند النقطة »© وأنم* مح حصفلا - ه . 

(ب) إذا كانت كلتا المايتين غير المحذو فتين كر م3انآ - 6 ء م م12ائآ > 4 موجودتان 
فإن النباية غير المحذوفة المحصلة ”ع تكون موجودة عند © ويكون 

01م سنا - ه 

البرهان . (أ) نفرض أن /18 هى جوار الهاية © فى 0ج » بما أن بم تظقط 4 عند © »فيوجد 

جوار ”7 الهاية 8 بحيث أنه إذا كانت بز تنتمى إلى (ج)2 م6/ا » طغدبر فإن  8/‏ (8)72 


1١ 


ما أن عر 121 ح ثم عند © » فيوجد جوار 7 للنقطة © بحيث أنه إذا كانت * تنتمى 
إلى )2 متا ء ععوير ء فإن ابا ع(يميم . ومن ثمء إذا كانت ** تنتمى إلى 
الفئة الصغرى الممكنة (/٠ع)‏ 60172 [] » »© *د» » فإِن (ع)2ماء(*)م . إذا كانت 
()/ " فى جوار ما ون من © ء فينتج أنه عند ع وير فى (]٠ع)0(012]‏ 6ءنا) 
فإن 7ع (2()2/هع) »ء أى أن © هى النبهاية امحذوفة للمجموعة ”م عند © . إذا كانت م 
متصلة عند 8 » فإن لآلا ء(*)(/*ع) عند عاق ([ه٠ع)082[]‏ وحيث ع #ير . 


لبرهنة جزء (ب) » تلاحظ أن الاستثناءات الى أجريت فى برهان جزء ( أ) ليست 
ضرورية . ومن ثم إذا كانت *« تنعى إلى (ز٠ع)2‏ متنا ء فإن (ع)2 76 (»)] 
ويكون تبعاً لذلك » 97[ ©(80/()8) 


الاستنتاج فى جزء ( أ ) للنظرية السابقة رما يفشل إذا أسقطنا الشرط المذكور وهو أن بم 
متصلة عند 8 أو أن ( #ة()م فى جوار النقطة © لبرهنة هذه الملاحظة » نفرض أن كر 
هى الدالة نى 8 إلى 2 المعرفة . بالصيغة ( 8-76 ) وبفرض أن كرت يم . 0 حم فإن 
7 تعطى ٠ن‏ 
0ع ,1>-(ج«)(رمم) 
[احوة ,20- 


فضلا عن ذلك » نجد أن 0-(*)ل سعصنا .ع 0-(9)م مءظةك! حيث من الواضح 
أن 1 (*)(رهي) .يصن ( لاحظ أن النهايتين المحذوفتين لهذه الدوال غير موجودتين ) . ٠‏ 


نهايات اعلى عند نقطة : 


فى الباق من هذا لباب الحالى » سنعتبر الحالة عند 1 > © . أى أن كر هى دالة نطاقها 2 
فى ”2 وقيمها فى 2 والنقطة © فى "22 هى نقطة تجميع للنطاق 2 . مينعرف اللهاية الأعلى 
أو الحد الحلوى للدالة عم عند النقطة © . مرة ثانية » توجد إمكائيتان تعتمدان على اعتبار 
اما جير ات محذوفة أو جيرات غير محذوفة وسوف نناقش كلتا الإمكانيتين . من الواضح 
أنه بمكننا تعريف الباية الأدنى بطريقة مشابهة . يلاحظ شىء واحد هنا هو أنه » مع أن 
وجود الباية فى 8 ( محذوفة أو غير محذوفة ) هو مسألة دقيقة نسبياً » فإن لللبايات الأعلى 
الى تعرف فاعلية أنه إذا كانت ثر محدودة » فإن وجودهها مضمون . 


الأفكار فى هذا الحزء توازى المدلول لاباية الأعلى للمتتابعة فى 2 وألذى قدم فى باب 
8 لكن » سوف لا نفتر ض معرفتنا بالذى قد تم هناك » باستثناء بعض العارين . 


ه٠-#اتعريف‏ . نفرض أن كر محدودة فى جوار النقطة © . إذا كانت 0 < ما. 
نعرف (م)ب »© (9)2 بالتعاريف 


.(طععم > |ه - ع | > 0:(*)/) مده ع )ب 0( 

(طع دم > اء -ءع|: («)/) مده ()هة )26 

مجع ,(0<,:لم)ب4 كما حر مداو سنا 0( 
(0 < : : (2) ©) كص > ز مناة سآ 0( 


هذه الكيات تسمى الهاية الأعلى المحذوفة ٠‏ والهاية الأعلى غير المحذوفة للدالة كر عند م » 
على الثر تيب . 
ما أن هذه الككيات قد عرفت مثل الأدنى للصورة تحت الدالة كر لحوار متناقص دائماً 
النقطة © » فن المحتمل عدم وضوح أنهم يستحقون المصطلحات « تهاية أعلى » المفترض 
الآق يدل على تبرير للاصطلاحات . 
ه؟ - م مفترض . إذا كانت © وي معرفة كأعلى » فإن 
,(7) جملا -م مدصنا (0) 
)© دا د نا سآ إل 
البرهان . نلاحظ أنه إذا كانت ى > م > 0 » فإن 
(5)م > ()م > ] وناك سنا 
فضلا غن ذلك » نجد من ه« - لا ( ج) ء أنه إذا كانت 0 < هم فيوجد 0 < يم 
1 بحيث أن 
م+] وناو صا > زمر)ي 
وإذن » إذا كانت " تحقق م7 > / > 0ء نحصل على م>|/.ءناة صلا (0)م| >» 
التى تعبت (1) . سيحذف برهان جزء (ب) لأنه مشابه وهو المطلوب اثباته 
١‏ - ومفارض . (أ) إذا كانت /...مدة دمزا< 24 » فبوجد جوار 7] للنقطة © 
بحيث أن 
لل > (*) ثرو عند [آ1ا2عجعرعوه 
(ب) إذا كانت ث/ءلء.صده صذنآ1< 234 » فيوجد جوار 7 للنقطة © محيث أن 


> (*) كر عند [161ع 


"1 


البرهان . ( 1 ) من هم - 7 (ج) » نجد أن 34 > (0)7(:2<0) تقلا . ومن ثم يوجد عدد 
حقيى 0 < وم بحيث أن 34 > (0”)ب . وإذن مكننا أخذ (ر>مإإه - || : ”ع »«) - تآ 
برهان آخر الحزء (ب) يكون مشاياً . وهو المطلوب إثباته 
٠١-6‏ مفترض .. نفرض أن ثر ء ع دالتين محدودتين فى جوار النقطة © و فر ض 
أن © هى نقطة تجميع للنطاق (م +12)7 , فيكون 
) أ ( م مستا / مسد ممئا ع زع +/) متك متا 
(ب) 8 مسكسنآ + متاك وآ > (ع +]) منعيصسنآ 
البر هان . من العلاقة 
إل » : : (راع) مده + زه ء ع : ()]) مياد > (ه ع ع : («)ع + (<)]) مناد 
نجد أنه من الواضح » باستخدام الرمز كا فى تعريف 7-5 » أن 
(7)يب + )رب > ()يمرب 
الآن نستخدم مفترض ١٠‏ - م ونجمل 0 ج م فتحصل على برهان (أ) . 
وهو المطلوب إثباته 
سئوجد نتائج مختصة .مجموعات جبرية أخرى ف أمرين موداف. 
.امع أنه سوف الا نجد فرصة التتبع هذه الأشياء » فى بعض قطاعات التحليل فن المفيد 
أن يكون لديا التعميم الآ لمفهوم الاتصال . 
١١ - ٠٠‏ تعريف . يقال لدالة كر فى 2 إلى © أنْها نصف متصلة هن أعلل عند نقطة 
© فى 2 ف حالة 
[ مسو صنآ ع )رز (25.4) 
يقال أنها تكون :صف متصلة من أعلى ى 2 إذا كانت نصف متصلة من أعلى عند كل 
نقطة من النطاق 82 . 
بدلا من تعريف نصف الاتصال الغلوى بواسطة معادلة ( ٠‏ - 4 ) يمكنا أن نحتاج 
الشر ط المكاء والأقل شياكة الآق 
] مد دصلا -0 1 (25.5) 
يقترح أحد مفاتيح الأهمية والمنفعة للدوال نصف الختصلة من أعلى بالمفترص الآق » الذى 
يمكن مقارنته بنظرية الاتضال الكروى 5١‏ -1. 


ردن 


15-6 مفترض . نفرضن أن كر دألة نصف متصلة من أعلى بنطاق 2 فى الفراغ 

"8 ونفرض أن # عدد. حقيق اختيارى . حينقذ يوجد فثة مفتوحة © وفئة مغلقة 7 حيث أن 
(غ >< 7)0:طع ١‏ - طمط ل > 0)]: مع - م0 (256) 

البرهان . نفرض أن © هى نقطة فى 2 محيث أن / > (6) /ر . يوجد حسب تعريف 
١١! - ١5‏ ومفترض 0 - 4ه (ب) » جوار (0)] للنقطة © يحيث أن ع > (<) / لحميع 
*« فى ()12017 . بمكننا » بدون فقد التعميم » اختيار ()7 بحيث تكون جوارآ 
مفتوحاً » يوضع 

(طع»: )1لا - © 

نحصل على فئة مفتوحة بالخاصة المنصوصة ى ( 8+« - 5 ) . إذا كانت 17 متممة © + 
فإن م تكون مغلقة فى "8 وتحقق الشرط المنصوص عليه وهو المطلوب إثباته 

من الممكن » باستخدام المفترض المبرهن حالياً . ( ثمرين 8٠‏ - م) توضيح 
أنه إذا كانت ك4 فئة جزئية مدمجة من "82 وكانت الدالة /ر نصف متصلة من أعلى فى 14» 
فإن / تكون محدودة من أعلى فى وتوجد نقطة فى >4 حيث كر تصل إلى الباية الأعلى 
لها . أى أن الدرال نصف المتصلة العليا فى فئات مدمجة لحا بعض الخواص الى أثبتناها 
للدوال المتصلة » حتّى بالرغم من أن دالة نصف متصلة ءن أعلى يمكن أن يكون لها نقط 
عدم اتصال . 

سيجد القارىء أنه من الممكن امتداد التصور لهاية أعلى عند نقطة إلى الحالة الى فيها 
تكون الدالة ليست محدودة وذلك باستخدام أفكار موجودة على طول السطور الممطاة فى نهاية 
باب ١8‏ - بالمثل 

يمكن تعريف الباية الأعلى عندما مه + ح-* . هذه الأفكار مفيدة » لكن سنتركها 
كمار ين 


تمرينات : 
٠‏ - ( أ) ناقش وجود كلم نالهايات ا محذوفة وغير ا محذوفة للدو الالآتية عند النقطة 0 ح هر 
0( عاد مم (ب) ‏ وبع اعم 


(ب) 0 عع .(1/2) صنو ع - ()ل (د)20ع ,(1/2) مذو ع («)ر 


0 (</1) مذ 0ع 0 
)2 0 )«/ 3 *]- مر )2 6 ]-مر 


٠؟‏ - (ب) اثبت «فترض 80م 


٠؟‏ - (ج) إذا كانت ثر تدل على الدالة المعرفة فى معادلة (86 - م) وضح أن اللباية. 


"15 


امحذوفة عند 0 - + تساوى صفراً وأن الهاية غير المحذوفة عند 0 >ت + غير موجودة . ناقش 
وجود هاتين الهايتين المحصلة #" ري ل 
٠؟-‏ (د) اثبت مفترض 4-86 : 


5 -(ه) وضح أن النصوص ٠‏ - ه ( ب)ء 86- ه (ج) تدل علىئص 76 اه 


.)!( 


6 (و) وضح أنه إذا كانت كر ٠»‏ بي لما نهايات محذوفة عند نقطة تجميع © من 
القيمة (ع)2)(62 » فإن حاصل جمع ع +2 اله نهاية محذوفة عند © وأنه 


م متاخ ر نا - رع +]) سنا 


تحت نفس الغرض » يكون حاصل الضرب النقطى ( الداخلى ) يم .ث/ر له نباية محذوفة عند 


4 وأن 
(وصنة) ٠‏ (رسنا) درج ١‏ ون 


» (ز) نفرض أن كر معرفة فى فثة جزئية (كر)2 للفراغ © إلى “8 . إذا كانت‎ - ٠٠ 
أى نقعلة تجميعم من الفئة [<ع,(2)/7ء ع : 8هء ع د /1 وإذا كانت وك هى‎ 
» تقييد كر إلى /1 ء فنعر ف الهاية امحذوفة اليمنى للدالة كر عند النقطة © بأن تكون ,كر تا‎ 
طالما كانت هذه الهاية موجودة . أحياناً يرمز الذه الباية بالرمز كر ام تفط أو بالرمز‎ 
(6+0)م2 . صغ وكون نتيجة ممائلة لنظرية ه7٠ - ” للهاية المحذوفة اليمنى ( تعريف مشابه‎ 
. ) يمكن إعطازه للنباية غير المحذوفة الى وكلتى هاي الطرف الأيسر عند م‎ 

2. -(ح) بفرض ثر معرفة فى [0 < *: 1 جح +«) ح 2 إلى 8# . نقول إن عدد‎ ١9 
هو الهاية للدالة ر عند مه + إذا كان يوجد لكل 0 < ع عدد حقيق ( 8):” محيث أنه‎ 
1 إذا كانت (2)8” < عد» فإن ع > |2 - (*) | . فى هذه الحالة نكتب  / .متلا‎ 
. م هذه الهاية ويرهن عليها‎ - ١ اكتب فى صورة قانون نتيجة ممائلة لنظرية‎ 

١٠‏ - (ط) إذا كانت ث/ر معرفة فى فثة (ر)2 فى © إلى © وإذا كانت © نقطة 
تجميع من (/) 8 فنقول إن مه + ج (*) “رعند ء» مح + أو إن 

مم - م يونا 
فى حالة وجود» لكل عدد موجب 34 جوار /8 للنقطة © حيث أنه إذا كانت » »عر ,(/)2 0 تناع ع 
فإن 24 <. (*) كر . صغ وبرهن نتيجة مائلة لنظرية ٠‏ - © هذه اللهاية . 
8 -(ى)فى ضوء تمريى ه؟ ساح ء ه؟ اط ء اعط تعريفاً المقصود بالتعبير ين 


م حر بصنا رمه+ ع ل صصقل 
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ه٠-(4)‏ كون مفترض ه؟ - م للبهاية الأعلى غير امحذوفة . اعط البرهان لمفتر ض 
م - و(ب). 

وه (ل) عرف ماذا يقصد بالآق 1 > رعببمنة صطا ع مه ح رمب كسمتسطا , 

؟ - (م) وضح أنه إذا كانت كردالة نصف متصلة من أعلى فى فئة جزئية مدمجة ع » للفراع 
“8 ابقي فى 8#ء فإن كر محدودة من أعلى وتصل إلى الهاية الأعلى الخاصة بها فى 4ل . 

ه١‏ - (ن ) وضح أن دالة نصف متصلة من أعلى فى فئة مدمجة ربما لانكون محدودة من 
أسفل ور بما لا تصل إلى الذهاية الآدنى الخاصة بها 

ه؟- (س) وضح أنه إذا كانت 4 فئة جزئية مفتوحة من ”8 وإذا كانت /ر معرفة فى 
"8 إلى 8 بأنها 1 > («) “ر عند مع ٠‏ 0-(*)ير عند كرعع ء فإن كر هى دالة 
نصف متصلة من أسفل . إذا كانت 4 فئة جزئية مغلقة فى “8 » وضح أن ثر هى نصف 


«تصلة من أعلى . 
ه؟-(ع)اعط مثالا لدالة نصف متصلة من أعلى والتى لا عدد لا نهاقٌ من نقط عدم 
الاتصال . 


ه؟-(ف) هل صميح أن دالة فى 8 إلى 82 تكون مصلة عند نقطة إذا وإذا فقط كانت 
نصف متصلة من أعلى ومن أسفل عند هذه النقطة ؟ ١‏ 

ه؟- (ص) إذا كانت (/) متتابعة محدودة لدوال متصلة ى 20 إلى 2 وإذا كانت 
*ثر معرفة فى "2 بأنها (لاع ه:()ر/] ند (ع)*/ عند ©ع عد ء فهل صميح أن *ر 
تكون نصف متصلة من أعلى فى 8 6 

ه؟-(ق) إذا كانت (.6) متتابعة محدودة لدوال متصلة فى "2 إلى © وإذا كانت ير 
معرفة فى ”2 بأنها (لاع »:(*),ز) كلمح )ير عند "#8 جداء فهل صميح أن «/ر تكون 
نصف متصلة من أعلى فى "8 ؟ 

ه؟ - (ر) نفرض أن ثر معرفة فى فئة جزئية 2 من “#كاس# ويقم فى 180ء 
نفرض أن (5 ,4) نقطة تجميع فى 2 . مثل تعريف 4-١9‏ ء عرف الهاية المزدوجة 
والهايتين المكررتين للدالة كر عند (8,) . وضصح أن وجود الهايات المزدوجة والمكررة 
يدل على تساوها . وضح أن اللهاية المزدوجة يمكن وجودها بدون وجود أى نهاية مكررة وأن 
كلتا النبايتين المكررتين ممكن وجودها متساويتين بدون وجود ألهاية الازدوجة . 

٠‏ - (ش) نفرض أن كر هى مثل الدرين السابق . مثل تعريق /ا١‏ - 4 6 18 مء 
عرف ماذا نقصد بقولنا أن 


(« )م سناء (جر)ع 


الل 


| بانتظام عند بز ف فئة . صغ و برهن ننيجة مماثلة لنظرية 19 - ٠١‏ . 
٠‏ -(ت) نفرض أن ثر كما فى تعريف ١-80‏ ونفرض أن الباية الحذوفة عند © 
٠‏ موجودة وأنه لعنصر ما 4 فى “ ٠‏ 0 <م المتباينة + > || 4 (*) كر || تظل قائمة 
' فى جوار ٠١‏ للنقطة م6 . اثبت أن > زه يصن هى نفس الاستنتاج يظل 
قائما للباية غير محذوفة ؟ 0 
ه؟ - (ث ) افحص نصف الاتصال الأعلى والأسفل للدوال فى جزئ ( ز ) » ( ح ) 
لثال ٠‏ سده. 


. -(خ) إذا كانت 12ج( مه + ,0] :كر متصلة فى( مه -ل,0] 06 > (2)/ سبم متها‎ ٠ 
]0, + اثبت أن كر متصلة بانتظام فى ( مه‎ 


الباب السادس والعشرون ‏ بعض نتائج ابعد : 
سنقدم بعض نظريات ف هذا الباب والتى سوف لا تستخدم فما بعد فى هذا الكتاب » 
لكنها غالباً مفيدة فى التوبولوجى والتحليل . 
النتائج الأولى تكون امتدادات بعيدة الآثر لنظرية تقريب فيرشتراس ء وبعد ذلك 
توجد نظرية تعطى شروط تكون دالة متصلة ها امتداد متصل ٠»‏ والنتيجة الهائية تكون 
مائلة لنتيجة بولتز انوا - قير شتراس فى الفراغ (>1)ي لدوال متصلة فئة مدمجة > . 
نظرية ستون ‏ قيرشتنراس : 
لتسيط مناقشتنا » ندخل المصطلحات الآتية : إذا كانت كر » بم دالتين بنطاق .2 
فى ”8 وق فى © ء فإن الدالتين م » 6 المعرفتين عند ا فى 2 بأنهما 
(0اع ,(«)م) تصدح («)ا ‏ ,[(«)ع ,(«)/) صنوح زعم 
يسميان الأعلى والأدنى » للدالتين كر » بي . على الترتيب . إذا كانت كر ء بم متصلتان 
فى 2 »ء فإن كلا من / » # متصلتان . هذا ينتج من نظرية ٠.‏ مانا وملاحظة أنه 
إذا كانت 8 و © عددين حقيقين » فإن 5 
,(|ط-م|+ م + م)ؤ - (5 به) مناه 
(إطحه|- مجع)!- (ط بهاغها 
الآن نكتب صورة واحدة من تعميم ستون (») لنظرية تقريب فيرشتراس . بالرغم من 
(») مارشال . ستون -019٠07(‏ ) تعلم فى هارفارد ودرس فق هارفارد 
وجامعتى شيكاغو وماساشوستس . كان ابن رئيس للعدل . وله مساهمات بناءة فى التحليل العددى » 
خاصة فى نظريات فراغ هيلبرت والخبر البولياف . 
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اكتشافها حديثاً فقد أصبحت من قبل « مأثورية أو كلاسيكية » ويحب أن تكون جزءة 
من خلفية كل طالب فى الرياضيات . بحب عل القارئ الرجوع إلى مقالة ستون المدونة 
ف المراجع لزيادة المعلومات والتطبيقات حيث المناقشات والأبحاث أكثر اكتالا من 
المعروضة هنا . 
١-5‏ نظرية تقريب ستون . نفرضص أن م فئة جزئية مدمجة من "جم ونفرض أن 
مجموعة دوال متصلة فى 2 إلى 2 ذات الخواص : 
(1) إذا كانت يم و ثر تنتمى إلى 2 ء فإن ( م كر ) صنىءإع مر ) كصذ تنتمى 
إلى 7 
(ب) إذا كانت 5628 يه ٠‏ عر ** » فإنه توجد دالة كر فى 5 بحيث أن 
ع (ن) ره ع )و 
ومن ثم أى دالة متصلة فى © إلى 2 بمكن تقريبها بانتظام فى ك2 بدوال فى © . 
البرهان . نفرض أن / دالة متصلة فى ك إلى 2 . إذا كانت «ر و * تنتميان إلى » 
فتفرض أن 2 6م8 بحيث أن )5 -(مريع ه '(رس-(ر)يع يما أن 
الدوال ,ع ,5 متصلة وها نفس القيمة عند «ز » بأخذ 0 <6 ٠‏ فيوجد جوار مفتوح 
()8 عند بر بحيث أنه إذا كانت 2 تنتمى إلى (ر)ن] م1 فإن 
ع-(ه) < (ع)روع (26.1) 
يجعل * ثابتة وباختيار لكل >5 جل » جوار! مفتوحاً (بز)/) له هذه الخاصية من الإدماج 
للفئة الحزئية 6 » ينتج أن 4 تكون محتوية فى عدد محسدود من مثل هذه الخيرات : 
(()نآ ,... ,(:«)نة . إذا كانت (سع .... برمع) هناد يل 2 © فإنه ينتج من علاقة 
(5مو-١)‏ أن 
ع-(ع)2 < (جع)ءز عند اع 2 (226.2 
ما أن («) - (*)يع ء فيلاحظ أن (ي)س -().م ومن ثم يوجد جوار مفتوح 
()ا عند * بحيث أنه إذا كانت 2 تنتمى إلى ()1/7 0 >1 » فإن 
ع +(ع)ط > (ج)ءط (26.3) 
ويجعل > مدمجة مرة أخرى نحصل عل عدد محدود من المتاخمات (-)لا ,... ,() 17 و بوضع 
عط ...رمال ئصذ- 8 . نجدأن 6 تنتعى إلى #9 وينتج من( م) أن 
م- (2)/ < (2) 4 عند علوع 
ومن (5؟- م ) ينتج أن 
8+ (2)/ > (2) 7 عند عجعج 


انلف 


' وباتحاد هذه النتائج » نحصل على كزع 2 ,ع >|(5)2- (8)2] الى تعطى التقريب المطلوب 
8 وهو المطلوب إثباته . 

سيلاحظ القارىء أن النتيجة السابقة لم تستخدم نظرية تقريب قيرشتراس فى الننيجة 
الآتية » سنستعيض عن شرط ( أ) السابق بثلاثة شروط جبرية لفثة ألدوام سنستخدم هنا 
نظرية فيرشتراس المأثورية ( الكلاسيكية ) 4« - م فى الخالة الخاصة القيمة المطلقة 
لدالة © المعرفة عند + فى © بأنها | | - (4) © ء لاستنتاج أن م بمكن تقريها بكثير ات 
الحدود ى كل فئة مدمجة لأعداد حقيقية . 

؟ نظرية ساون - فيرشتراس . نفرض أن / فئة جزئية مدمجة من 1+0 وبفرض 
أن 4ى مجموعة من دوال متصلة فى كه إلى © ذات الحواص : 

(1) الدالة الثابتة كزع « ,1 - (»)ج تنتمى إلى 4ق . 

(ب) إذا كانت م و كرتنتميان إلى 4ى » فإن هم -لكر» تنتمى إلى 4د لكل. 8 و © 
ل ©8. 

(ج) إذا كانت مم و ثر تنتمى إلى ى » فإن جر تنتمى إلى 4ى 

(د) إذا كانت (١‏ #6 نقطتين من كم ع فإنه توجد دالة كر فى 4ى بحيث أن 

(«)] )1 
إذن أى دالة متصلة فى 4 إلى 2 يمكن تقزيها بانتظام فى كك بدوال فى 4ى 


البرهان . نفرض أن 8 4,5 » لإ #دير تنتمى إلى كل . حسب ( د)» توجد 
دالة كر فى د بحيث أن (ر) “ركد (*)ر . بما أن () م 5 1 - (*) 6 © فنجد 
أنه توجد أعداد حقيقية 08 بحيث أن 
5ع (بو)عءق8 + («)[ه به - (<«)ء8 + («) ][ه 
لذلك توجد ء من جزء (ب) دالة 4م ء بم محيث أن 8 ع (ر)ع » © » (*)ع . 
الآن نفرض أن 2 هى بجموعة لكل الدوال المتصلة فى ا الى يمكن تقرييها بانتظام 
بدوال ى 4 . من الواضح أن 2 > 4ت ء لذلك 7 ها خاصية (ب) من نظرية تقريب 
ستون 85 - ١‏ . سنوضح الآن أنه إذا كانت .8 2 فإن #2 >|8| ما أن 
,(اع - ماج ع + ])؛ - زع ,)مده 
راع -م|-ع +غ))؛ - زع ,)كه 
وهذا سوف يدل على أن الها خاصية 85 - ١‏ (أ) ومن ثم كل دالة متصلة فى 4 إلى 
© تنتى إلى 7 . 


لين 


بما أن 8 متصلة » > مدجة » فينتج أنه يوجد 0 < 24 بحيث أن 24 ك >||:!|| . بما أن 
ع8 فتوجد متتابعة (:8) لدوال فى 4د محيث تتقارب بانتظام إلى 8 ى >1 و يمكننا فرض 
أن 84+1عءااءط|| لكل لالع 6 (لاذا ؟ ) . إذا أعطينا 0 > م. فنستخدم الآن نظرية 
تقريب فبراشتر اس ١4‏ - م لدالة القيمة المطلقة فى الفترة [1 + 84 .(1 -4د 84) -] لنحصل 
على كثيرة حدود »7 اء بحيث أن 
! > إ0)مم :|| عند 1 +كة ع || 
لذلك ينتج أن 
16> إ(ل) .)مم -|(«)ء|| ‏ عند اع 
الآن *1*+7 تنتميان إلى #ى بسبب فرضنا (1) » (ب) » (ج) . بما أن 
»الس حم || > | اعمط - لمم || 
فينتج أنه إذا كانت # كبيرة كبر كافياً » فإن 


ع د إلععط ٠١‏ ,مح إرعء)م|| عند كاع كي« 
بما أن 0 <ع اختيارية » فنستنتج أن ”# >|8| وتنتج النتيجة المطلوبة الآن من 


النظرنة السابقة . 

الآن:نحصل على صوزة أدق من نظرية 4 -. .م كحالة خاصة من نظرية فيرشتراس » 
صورة من نظرية 4؟ م أقوى ء هذه النتيجة تقؤى. النثيجة الأخيرة بطريقتين : 
(1) السماح للنطاق بأن يكون فئة جزئية مدمجة اختيارية من "7 وليست بالضبط خلية مديجة 
فى الفراغ 8 2إة) المباح للمدى بأن يقع فى أى فراغ 26م وليس بالضيط #2 لفهم النص » 
سنتذكر أن دالة عر بنطاق 2 فى ”#2 ومدى ى 224 يمكن اعتبارها مثل دوال عددها © 
فى 2 إل © بواسطة ثيل الاحداق : 

((2)ل, ... ,(«)م) - () عند دمعء (26.4) 
إذا كانت. كل من دالة الاحدائ بكر كثيرة. حدود فى م احداثيات (م< ,. . . ,,<)” فإنتا نقول 
إن ر دالة كثيرة الحدود . 

- نظرية #قريب كثيرة حدود. إذا كانت ثر دالة متصلة نطاقها > هو فئة مديجة 
الفراغ 220. ومداها ينتمى إلى الفراغ 25 وبيفرض 0< 8م . فتوجد دالة كثيرة الحدود 
م فى *8 إلى >8 بحيث أن ع > || (#«)م - (*) /ر || عند كزع« 

البرهان . تمثل ر بدوال الاحداق © كافى ( 5م - : ).ويا أن ثر متصلة فى ك2 » 
فإن كلا ٠ن‏ دوال الاحداقٌ رك تكون متصلة فى ىه إلى 2 . من الواضح أن الدوال كثيرة 


فق 


الحدود المعرفة فى “8 إلى 2 تحقق خواص نظرية ستون - ثيرشتراس ومن ثم دالة الاحداق 

ر/ يمكن تقريها بانتظام فى >2 داخل بو//عم بدالة كثيرة الحدود رط وبفرض م معرفة بأنها 
((8),م ,.. . ,(#)رم) > (ام 

فنحصل على ذالة كثيرة حدود من ”2 إلى “#2 بحيث تعطى التقريب المطلوب فى إلى 

الدالة الممظاة كر , وهو المطلوب إثباته . 


امتداد دوال متصلة : 

يكون أحياناً من المرغوب إجراء إمتداد النطاق لدالة متصلة إلى فئة أكبر بدون 
تغيير قيٍ النطاق الأصل . يمكن إجراء هذا داتما بطريق سبل جداً وذلك بععريف الدالة 
فإن قيمها صفر خارج النطاق الأصلل » لكن هذه الطريقة للمد فى الحالة العامة لا تعطى 
دالة متصلة . بعد بعض التأمل » سيرى القارىء أنه ليس داماً ممكناً الحصول على مد متصل . مثال 
ذلك » إذا كانت (0 << : © ع ع)- 722 وإذا كانت ك/ر معرفة عند 2 > بالتعريف 
:/ 1 (:<) كر حينئذ ليسمكناً إيحاد طريقة لامتداد /ر بحيث نحصل على دالة متصلة فى جميع الفراغ 
. لكن » من المهم أن نعرف أن الامتداد يكون دائماً مكنا عندما يكون النطاق فئة مغلقة . 
وبالإضافة إلى ذلك نجد أنه » ليس من الضرورى زيادة الحد للدالة ( إذا كانت محدودة ) . 

قبل أن نبرهن نظرية الامتداد هذه نلاحظ أنه إذا كانت » 8 و 4 فتتين جزئيتين 
غير متصلتين للفراغ ”82 » فتوجد دالة متصلة ب معرفة ى ”2 بقيم فى 8# محيث أن 

"هع ,1ع )م ع0 رهقعع ,1-()ب ‏ زشعع ,0<-(ع)بي 
فى الحقيقة » إذا كانت ( 4 ع بر : || ترح + |] ) تممذ (4 ,«) 4ه ء 
(8 ع بر : | رهد || ) تمصاح (8 ,*) 4 فإنه مكننا تعريف سي عند "8 ع» 
بالمعادلة 


(ه )0 


ومس - 00م 


١‏ - 4 نظرية امتداد تيتز (*). بغرض أن كر دالة متصلة محدودة ومعرفة فى فئة جزئية مغلقة 
« لفراغ «ه وبقيم فى 2# . حينئذ . توجد دالة متصلة م فى الفراغ *# إلى 8 بحيث أن 
() ير - (8)ع عند »فى وبحيث أن (2ء + : |إ(ع)م|) ند -(”2 ع »: |(.)وا) مناه 

البرهان . نفرض أن ( 2 © * : [ (*) ير | ) مئاد - 1/4 وتعتبر 
(4/3ة - > (*) ر: هع ع ديك و ( 84/3 < (*) ثر: هع ع ) د ره . 
من اتصال ر و حقيقة 


() هيئريس تيتز ( 1954-188٠‏ ) كان أستاذاً فى ميونيخ وساهم فى التوبولوجى 
وأهندسة والجير . ونظرية الامتداد هذه ترجع إلى عام 1١414‏ 


لحن 


. كون أن 2 مغلقة » ينتج من نظرية 88 - ١‏ (ج) أن .8 و و4 فنتان جزئيتان مفلقتان 
٠‏ فى الفراغ ”#2 . حسب الملاحظة السابقة لنص النظرية » توجد دالة متصلة ,© فى 128 . 
إلى © بحيث أن 


نعم ,بلم؛- (عارب الرشضعع ,1/غ؛- - (2ارب 
"عع ,121 > («)رب ع لز 


الآن نضع ري -م ب ير وتلاحظ أن وكرمتصلة فى 2 وأن 38/4 > (2 ع عد إ(ع-اد/|) صناف . 


بالاستمرار » تعرف (1384- > (2),[: ع «]ا ديم ٠»‏ 
|10 ؛ < (دارز :2ع + - و8 2 ونحصل عل دالة متصلة وب فى 87 إلى 8 بحيث أن 
و8 ع عد ,31 !- - (ع)يب ريه ع 1 43- - (عد)وب 
"عير 1 رم 1 1 
بعد إجراء هذا » نضع دي -ي/ حرم ونلاحظ أن ديري -م -ور/ متصلةفى 2 وأن 
31( ع لطع : إلعاظر اا ميس . 


بالاستمرار بنفس هذه الطريقة » 0 (,ب) لدوال معرفة قى ند إلى ا 


محيث أنه » لكل 7 
"(7) > |[(د)ءب + +٠٠ ١‏ (ع)وب + (ع«)رب] - ()ر| )226.5 
لكل * فى 2 ومحيث أن 
4 "(4(6) > |(<).م| عند عع (226.6) 
نفرض أن بع ممرفة فى 8ه إلى 2 بأنها مم +ا.٠‏ يو جرم حيع الء 


ومن ثم ينتج أن .8 متصلة ٠.‏ نستنتج من ا يي 
"ع1 » فإن 
لز "(ة) ع [ ٠ ٠‏ رق ++ 1]لية"(7)(!) ع الع)رب + +٠٠١‏ (عاتريم| - إ(عارع -زعامع 
الى تغبت أن المتتابعة (-8) تتقارب بانتظام فى "2 لدالة سوف نرمز لها بالرمز جم . 
بما أن كلا من .8 متصلة فى “22 » فينتج من نظرية +7؟ - ١‏ أن ع متصلة عند كل نقطة 
فى الفراغ “2 يلاحظ أيضاً من المتباينة ( هم - 5 ) أن 3("84) > |(*).ع - (2)/| عند 
معع . لذلك نستنتج » أن («)ع ع («) ثر عند * فى 2 أخيرا تدل معبايئة (9, -0) 
على أنه لأى +« فى الفراغ ”8 يكون 1 

1 ك [' "60 +. +٠.‏ 1]لة؛ > |(عاموا 


الى تفرض النص الأغير للنظرية وهو المطلوب اثباته . 

- ه نتيجة ٠‏ بفرض أن ثر دألة متصلة محدودة معرفة فى فئة جزئية مفلقة 2 
من 20 ويقيم فى 124 حيدئذ يوجد دالة متصلة بم فى 27 إلى 26 حيث (*) ث/ر - (<)8 
لأجل *« فى 2 ومحيث أن 

(2ء ع : |إ(«)ر) مده وله > (20 » ع : إزع)ع أ مناه 

البرهان ٠‏ هذه النتيجة قد برهنت حالا عند 1 ع بي . فى الالة العامة » نلاحظ أن /ر 

تعرف © من دوال الأحداق بقبم موجبة متصلةفى 2 »ء ولتكن 
1 550086 ,(»*)در مم 8 169 

حيث أن كلا من الدوال «ر1|و 5ك زع 1 امتداد متصل رع فى 27 إكى 12 » فنعرف م فى "72 
إلى 86 بأنها ((«)بع ,... ,(*)ع ,(«)رع) -(2)ع . يلاحظ أن الدالة م لها المواص 
المطلوبة . وهو المطلوب إثياته 


تساوى الاتصال : 


قد استعملنا تكراراً نظرية بولتّزانو - فيرشتراس ٠١‏ - 5 للفئات ( الى تؤكد 
أن كل فثئة جزئية محدودة لا نبائية للفراغ ”8 نقطة تجميع ) والنظرية المناظرة 4-015 
للمتتابمات ( الى تؤكد أن كل متتابعة محدودة فى ”22 لها متتابعة جزئية تقاربية ) . نقدم 
الآن نظرية ماثلة “ماما لنظرية بولتزانو -- فيرشتراس باستثناء كونها تتعلق بفئات دوال 
متصلة وليست فئات فقط . وللاختصار والتبسيط » سوف نقدم هنا فقط الصورة التابعة 
هذه النظرية , 

سنفرضص فا يل أن ع فئة جزئية مدمجة ثابتة من الفراغ 7م ء» وسوف تعتبر 
دوال متصلة فى 2 ومداها فى 2265 . وحسب نظرية ++ اه تكون كل دالة مثل هذه 
الدالة محدودة » و من ثم (©16),ر80 - (1),,© . نقول إن فئة # فى (0,,)16 محدودة 
( أو محدودة بانتظام ) فى ك إذا كات يوجد مقدار ثابت 346 يحيث أن 4ق ك ع||ا/ || » 
لكل ير فى 2 . من الواضح أن أى فثة محدودة 3 لثل هذه الدوال تكون محدودة » 
لأنه إذا كانت (لر,... ,ور ,ر/) - # . ء فيمكثنا أخذ 

كلكا ٠ ٠ ٠.‏ كااةز| ماامااا مهس ع قر 

وف الخالة العامة » فثئة لا نهائية لدوال متصلة فى ك2 إلى 124 سوف لا تكون محدودة . 
مع أن متتابعة تقار بية منتظمة لدوال متصلة تكون محدودة ( تمرين 7١‏ -م) . 


إذا كانت كر دالة .متصلة فى الفئة المدحة ل للفراغ ”2 » فإن نظرية مم اسم 


رحق 


تءنى أنهبا متصلة بانتظام . ومن ثم » إذا كانت 0 < ع فيوجد 0 < (8)8 محيث 
أنه إذاكانت برو * تنتميان إلى عل » ( 8) 8 > || برس || » فإن ع >||(2) كر (*) ير ]| 
طبعاً » بمكن أن تعتمد القيمة 8 على الدالة كر كا تعتمد أيضاً على ع و لذلك نكتب غالباً ( كر و6 )8 
عند تعاملنا مع أكار من دالة واحدة يكون حسناً الإشارة إلى هذا الاعاد صراحة . 
نلاحظ أنه إذا كانت (ي/,.. . ,,/) - 3 فئة محدودة فى (16)برت فإنه بوضع 
لظ رع)8 , . . . ,لظ رع)8) كصذع (# رماة 

نحصل على 8 الى « تعمل » لكل الدوال فى هذه الفثة المحدودة . 

4 - 5 تعريف . يقال لفعة # لدوال فى م إلى “2 أنها متساوية الاتصال بانتظام 
فى إذا كان يوجد لكل عدد حقيق 0 < ع عدد 0 < ( 8)8 محيث أنه إذا كانت برو *# 
ثنتميان إل عل » ( 8)8 > ]ير - هد || ء كردالة فى 3 ء فنع > ||() عرب ( | . 


قد اتضح أن فئة محدودة لدوال متصلة فى 2 متّساوية الاتصال . والفرض بأن متتابعة 
لدوال متصلة والى تتقارب بانتظام فى كك تكون أيضاً متساوية الاتصال سميح أيضا 
(تمرين ١؟-ن).‏ 

ينتج أنه لكى تكون متتابعة فى (1)ي0© تقاربية بانتظام فى كه ع يكون من 
الضر ورى أن المتتابعة تكون م#دودة ومتساوية الاتصال بانتظام ى >4 . الآن سوف نوضح 
أن هاتين الخاصيتين ضروريتان وكافيتان لفئة 8# فى (3) رب لا الخاصية الى تقول إن 
لكل متتابعة لدوال من 37 متتابعة جزئية تتقارب بانتظام فى >4 . هذه مكن اعتبارها كحالة 
عامة لنظرية فير شتراس - بولتزانو لفئات دوال متصلة وتلعب دوراً هاماً فى نظرية المعادلات 
الفاضلية ومعادلات التكامل . 

-, نظرية أرتزيلا - أسكولى(*؟ . نفرض أن كل فية جزئية مدممة الفراغ 7 
ونفرض أن 2 مجموعة من دوال متصلة فى ع ولا قيم فى الفراغ *2 . فإن الخواص 
الآتية تكون متكافئة : 

)1( العائلة 8 مدودة ومتساوية الاتصال بانتظام ىق ك2 


(ه) سيزار ارتزيلا )١918-14410(‏ كان أستاذا فى بولندا . أعطى الشروط 
الضرورية والكافية لكى تكون نباية متتابمة لدوال متصلة فى فترة مغلقة متصلة » ودرس 
موضوعات مرتبطة بها . 

جيوليو أسكول (*+184 - )١45+‏ ء كان أستاذا فى ميلانو » صاغ التمريف 
لتساوى الاتصال ى وضع هندمى . وله إسهام لمتسلسلة فوريير . 


لكف 


(ب) لكل متتابعة من 8 متتابعة جزئية تقاربية بانتظام فى 8 . 
البرهان . سوف نوضح أولا أنه إذا كان شرط (1) غير صححيح » أيضاً فإن الشرط 
(ب) يكون أيضاً غير صحيح . إذا كانت 9# غير محدودة » فتوجد متابعة (,) فى 2 
محيث أن ” < »اا,ا|ا عند لزع م . لكن حينئذ لا يمكن اتتابعة جزئية للمتابعة (2:) أن 
تكون تقاربية منتظمة . أيضاً إذا كانت الفئة # ليست متساوية الاتصال بانتظام » فإنه توجد 
عند بعض 0 < وع (لماذا ؟ ) معتابمة (0/) فى 2 ومتتابعات (-*) ٠‏ (,لا) ق كل عند 
«١ > 1/8‏ - مد| لكن محيث أن 20 <|(<), - (*)ء/|| . لكن حينئذ لا يمكن اتتابية 
جزئية للمتتابمة (40) أن تتقارب بانتظام فى كل . 


الآن سنوضح أنه » إذا كانت الفئة “8 محقق (1) » فإنه بأخذ أى متتابعة (,5) فى 2 
توجد متتابعة جزئية تتقارب بانتظام ى 4 . لإجراء هذا نلاحظ أنه ينتج من تمرين ١٠ح‏ 
وجود فئة © ممدودة . فى كك بحيث أنه إذا كانت لعل » 0 < ع »© فيوجد عنصر 
يدا ى © محيث أن > |]بر-*|| إذا كانت [... ,ون ,:») > © فان المتعصابمة 
((:):1) محدودة 826 وينتج من نظرية بولازانو - فيرشتراس ١5‏ - + أنه توجد متتابعة 
جزئية تقار بية . 

قث )د لع ) 
للمتتابمة ((,<)..) بعد ذلك نلاحظ أن الحتابمة (لع/:(<)']) محدردة فى 29اء 
ومن ثم يكون لا متتابعة جزئيية . 

(.. و( ...لور ,ل( م) 
والتى تتقارب . مرة أخرى » المتتابعة (2 © :(:*)2,/) محدودة فى “42 ء لذلك تكون 
متتابمة جزئية ما 

(.. رلور .. و(و) ”م2 ,لو ة ) 
تقاربية . نستمر ى هذا الطريق وبعد ذلك فضع "مم ,مع بحيث أن .ع هى الدالة النونية 
فى المتتابعة المزئية النونية . من الواضح أنه من التركيب تكون المتتابعة (.8) تقاربية عند كل 


سنبر هن الآن أن المتتابعة (,م) تتقارب عند كل نقطة من 2 وأن التقارب يكون منتظما . 
لإجراء هذا » نفرض أن 0 < ع ء ونفرض أن (ع)8 معرفة كا فى 5-05 . نفرض 
"أن (ينو,... ,رر) © فئة جزئية محدودة للفئة © بحيث أن كل نقطة فى 1 تكون 
داخل (5)8 لنقطة ٠١‏ فى © . بما أن المتتابعات 


((ترامع) ٠ ١,‏ . ,(إد)مع) ,(لنط)يع) 


"53و 


تتقارب ٠‏ فيوجد عدد طبيعى 24 حيث أنه إذا كانت 32 < م ,م فإن 
ع > لسع - ننعمو| عند ير 1,2 دغ 
بأخذ عرععر ٠»‏ يوجد ,0 ء ربد محيث أن (8)6 > |إر- || . ومن ثم نجد من تساوى 
الاتصال المنعظم أن 8 >|(,()مع -().ة|| لكل 76107 ».بوجه خاص » هذه المتباينة 
تظل قا مة عند 84 < # . لذلك ء» نجد أن 
|لند) مع حر معاا+ |[(نر)مع - («)مه|| > |(« مع - )مو || 
8- ع + ع + ع > |إلع)مع - (ز)مو||+ 
على شرط 44 < ”,م . هذا يوضح أن 
36 > عامج حمع| عب 14 2< 2 ,ار 
وإذن ينتج التقارب المنتظم للمتتابعة (.8) فى ع من معيار كوشى للتقارب المنتظم + المملى 
قلا - ١‏ وهو المطلوب إثياته . 
ركبنا ى البرهان هذه النتيجة » متتابعة لمتتابعات جزئية لدوال وبعد ذلك اختر نا متتابعة 
القطر (,م) » حيث "./- .م . يسمى غالبا مثل هذا التركيب ٠‏ عملية قطرية » أو « طريقة 
كانتور النظرية » وهى مفنيدة باستمرار . يحب عل التبارىء أن يتذكر أنه قد استعمل تموذج مشابه 
من المحادلة والبحث فى باب * لبر هنة أن الأعداد الحقيقية لا تكون فثة قابلة للد . 
تمرينات : 


- (أ) وضح أن شرط (أ) من نظرية 5؟ - ١‏ يكاقء للشرط : (أ) إذا كانت 
/ تنتمى إلى © فإن || تنى إلى © . 

- (ب) أثبت أن كل دالة حقيقية القيمة ومتصلة فى الفتّرة [ * ,0 ] تكون الهاية 
المنتظمة المتتابمة «لكثيرات الحدودفى بد 605 ( أى أنه » لدوال (,) » حيث(: 5مه),م > () يط 
عند كثيرة حدود ما 2١‏ ) . 5 

- (ج) وضح أن كل دالة حقيقية القيمة ومتصلة فى [ * ,0 ] هى الهاية المنتظمة 
لمتتابعة الدوال على الصورة . : 

ع و20 مم + ٠ ٠ ١‏ +23 605 ي© + << 005 ,4 + مج جركر 

5 - (د) وضح لماذا تفشل النتيجة ى تمرين م -- ب ذا استبدلنا ءام 08© 
بالمقدار «م صل ٠‏ يدع» 

- (ه) استخدم تمرين 8 - ج لإثبات أن كل دالة حقيقية القيمة متصلة ير فى 
[[ ,10 ء حيث (©) عر > (0) را تنكون الهاية المنتظمة لمتتابعة دوال على الصورة 


لحف 


عند ضلع رق + > 24١‏ طن وط + ع مله رطع و5 جر عر 

9 - (و) استخدم تمرينى +؟ اج » 58م اه لتوضيح أن كل دالة حقيقية القيمة 
متصلة كر فى [ 2 ,*” - ] ء ححيث (5) كرح ( © - ) كر هن الهاية المنتظمة لمتعابعة دوال 
على الصورة . 

طلو رط + عار ومع مو + +٠ ٠ ١‏ 1 أو رط + 2 ومع رن + ونع جدعر 
[ ارشاد : اقنمثر : إلى حاصل الممع .1+ ./  1-‏ لدالة زوجية ((--)ز+ ()0)!- تار 
ودالة فردية (-)م -()/)1 - (8)م ]. 

- (ز ) اعط برهانا للتمرين السابق متوقفا على استخدام نظرية + 0-١‏ لدائرة الواحدة 
(1- 2ن + شير :82 ء (ر ,«)) - 7 > وملاحظة أله يوجد تناظر أحادى بين دوال متصلة فى '3 
إلى 8# ودوال متصلة فى [* ,5 ح ] إلى 8 بحيث تحقق العلاقة () /ر - (8- ) ر . 

١‏ - (ح) بفرضص 2# ج13 فترة مدمجة وبفرض أن 4 هى مجموعة من دوال متصلة 
فى # جل محيث تحقق خواص نظرية ستون - فيرشتراس .م - م . اثبت أن أى 
دالة متصلة فى © ل ( ق52 ) إلى # بمكن ن تقريبها بانتظام بدوال على الصورة . 

(0 سه( + +٠١ ١‏ )رع »)مر 
حيث ع.م تنتميان إلى 54 . 
03 45م - (ط) اثبت أن نظرية تيتز ++ - 4 ربما تفشل إذا كان النطاق ليس مغلقاً . 

- (ى) استخدم نظرية تيتز 55 - 4 لتوضح أنه إذا كانت “8 2 مغلقة وإذا 
كانت كر دالة متصلة غير محدودة فى ©# ج 2 » فإنه يوجد امتداد متصل الدالة كر لكل الفراغ 4" 
( إرشاد : اعتير الركيب ,40 » حيث «صه عن - (8)ف أو ( +1)/: -(م)ن ‏ ) 

- (ك) بفرض 9 مجموعة من دوال فق" ح 2 إلى ©#2 . اعتبر الخاصية عند 
النقطة : 2عء الى تقول إنه إذا كانت 0 < 8 فيوجد 0 < (ع ,8)6 محيث أنه إذا كانت 7 
طعء » بوبمة > إإء - ف || فإذع > |1 0) /ر- («)ر || لكل #ع/ . وضح 
أن المجموعة 2# هذه الخاصية عند 72 ع6 إذا وإذا فقط كانت كل متتابمة (*) فى 2/ 
عند («)صسناده ء تحقى | ((06/) هذا - عم بانتظام عند جم . (أحياناً 
نقول إن 9# متساوية الاتصال عند 682 عندنًا تتحقق هذه الخاصية ) . 

5 - (ل) بفزض أن ”7 كا فى كمرين 75 - ك . وإذا كانت 28 مدمجة وتحققت 
الخاصية المذكورة فى تمرين *7١‏ - ك لكل 1ه »ء اثبت أن # متساوية الاتصال بانتظام 
بمفهوم تعريف 5-15 . 1 

5 - (م) إذا كانت #5 > مدمجة » (/) متتابعة لدوال متصلة فى > إلى “74 


يفف 


ومتقاربة بانتظام فى كه ء اثبت أن العائلة (:11 محدودة فى 2 ( بممنى أنه يوجد 0 < 74 بحيث 
أن 4ع اظا لكل دعم عع ( أو 34 ك ورإإركر || لكل وعم ) . 

5 - (ن) إذا كانت “8 2 مدمجة ء وكانت (6) متتابعة لدوال متصلة فى كع 
إلى “8 ومتقاربة بانتظام فى >4 ع وضح أن العائلة (./1 متساوية الاتصال فى 2 ممنى 
تعريف 5-15. 

5 - (س) بفرض أن مجموعة محدودة متساوية الاتصال بانتظام لدوال فى 8 2 
إلى 8 وبفرض *ر معرفة فى # + 2 بأنها 

(#ع2(:1)]) مسوع )زر 
وضح أن *ثر متصلة ى 2 إلى © . 

5 - (ع) وضح أن الاستنتاج التمرين السابق ريما يفشل إذا لم يفترض أن © 
متساوية الاتصال بانتظام . 

- (ف) اعتير المتتابعات الآثية لدوال الى توضح أن نظرية أرتزيلا أمكولى ٠5‏ - ب 
ريما تفشل إذا أسقطت الفروض الأتلفة ‏ 

(أ) ‏ سبعدمم عم [م]عم 
© “)م علد [0.1]جع 


0 حجر - ماما د 7077 


- (ص) بفرض أن (./) متتابعة لدوال متصلة فى 8 إلى*8 بحيث تتقارب عند كل 
نقطة من الفئة © لأعداد قياسية وإذا كانت (,/) متساوية الاتصال بانتظام فى م ء ومح 
أن المتتابعة تتقارب عند كل نقطة للفراغ © وأن التقارب يكون منتظماً عند كل فئة مدمجة من 
الفراغ # » لكن ليس ضر ورياً أن يكون منتظماً فى م 


ليلفق 


المصسلالخامس 


سنبدأ الآن بدراسة تفاضل وتكامل الدوال . ولإجراء هدا سيكون من المناسب دراسة 
الحالة لدوال متغير واحد أولا » سنعود فى الفصلين السابع و الثامن ادراسة دوال لمتغيرات 
متعددة . و بمقارنة هذين البابين » سيتضح أن الحالة لدوال المتغيرات المتعددة تشابه مماماً 
الملخص الذى سنعمله هنا » لكن تظهر تعقيدات معينة . وبالإضافة إلى ذلك © سميث أن 
النظرية العامة تعتمد فى استنتاجها :على نتائح حالة المتغير الواحد » فيكون من المناسب الحصول 
على دراسة هذه الحالة قبل دراسة الحالة العامة . 


أدخلنا فى البابين 7+ » 8؟ المشتقة لدالة معرفة ى فترة حقيقية ونثبت نظرية القيمة 
المتوسطة المحامة وبعض نتائجها . فى باب 84 سنقدم التعريف لتكامل ريمان ( وريمان - 
اشتيلجز ) لدرال محدودة فى فترة[8 ,©]. سنعطى الحواص الأساسية للتكامل فى هذا 
الباب وى بانى .م » ١س‏ . بِيما نناقش فى البابين الأخير ين » التكاملات « غير المحدودة 
والتكاملات اللانمائية . بالرغم من أن نتاج هذه الأبواب تستخدم بدرجة قليلة جد! فى الأجزاء 
الآثية من هذا الكتاب » فإنها هامة لتطبيقات كثيرة . 


الباب السابع والعشرون ‏ نظرية القيمة المتوسطة : 


مما أنه من المفروضص أن القارئ يكون ملماً من قبل بالعلاقة بين مشتقة دالة فى 1# 
إلى ©2 وميل رسمها البياف » و ممفهوم ممدل التغير اللحظظى ٠»‏ فسنر كز اهتامنا كلية على 
الوجهات الرياضية للمشتقة ولا نذهب إلى تطبيقاتها فى الفيزياء » الاقتصاديات إلى آخره . 
فى هذا الباب والباب الآق ستعتير دالة نطاقها 8 ومداها محتوى فى الفراغ 8 . 
و بالرغم من اهّامنا فى الابتداء بالمشتقة عند نقطة داخلية » فسوف نعرف المشتقة بتعريف 
أكثر تعمما قليلا حيث رمكن اعتبار نقطة نهائية لفكرة » مثلا » لكن ٠‏ نحتاج إلى كون 
النقطة التى تعرف المشتقة عندها نقطة تجميع للنطاق 2 وتنتمى إلى 282 . 


فى 


١-0‏ تعريف . إذا كانت © نقطة تجميع للنطاق 2 وتنتمى إلى 2 ء فنقول أن 
العدد الحقيق 2.2 هو المشتقة للدالة كر عند النقطة © إذا كان يوجد لكل عدد 0 < م عدد 
0 < (8)8 بحيث أنه إذا كانت * تنتمى إلى 2 وإذا كانت ( 8)8> |[ هه | >0 2 


فإن 
> ع 07.1 


فى هذه الحالة نرمز إلى (©) ثر بالرمز 2 . 
وتبادلياً » يمكننا تعريف (6)*ر بأنها الهاية 
( ءوع بعع) علس دنا 


من الملاحظ أنه إذا كانت © نقطة داخلية من النطاق 2 ء فتعتير فى ( 0« 9) 
النقط * الموجودة ق كل هن يسار ورمين النقطة © . ومن الناحية المقابلة » إذا كانت 
2 فترة » © هى النقطة الطرفية اليسرى للفترة 2 » فإنه يمكننا فى علاقة ( 890 - )1١‏ 
أخذ * على بمين النقطة © فقط . 

طالما وجدت المشتقة للدالة مر عند النقطة © » فترمز لقيمتها بالرمز (0)”/ر . 
نحصل ببذه الطريقة على دالة “ر نطاقها فئة جزئية من النطاق للدالة كر . نوضح الآن أن 
اتصال الدالة كر عند © هو شرط ضرورى لوجود المشتقة عند © . 

؟- ؟ مفترض . إذا كانت الدالة كر مشتقة عند © + فإن كر تكون متصلة هناك . 

البرهان . نفرض 1 دع وبأخذ (8)1 ح 8 بحيث أن 


رمم فاته 


> 1 


لكل 72ع* وتحقق 8 > |م- *| > 0 . من متباينة المثلث » نسنتتج أنه هذه القيم 
للعنصر *« يكون 
1+ إله)*]|1اء-ع| > |(ه)ر- )را 
الطرف الأيسر ذا التعبير يبمكن جعله أقل من ع إذا أخذنا * فى 2 بحيث : 
((1+ إ(ء)*/ )ع ,5) كهذ> |ء ور 
وهو المطلوب إثياته 
من السبل ملاحظة أن الاتصال عند النقطة © ليس شرطً كافياً لوجود المشتقة عند © . 
مثال ذلك » إذا كانت 2-4 و |*|ح (خ*) عر ء فإن كر تكون متصلة عند 


مرق 


كل نقطة الفراغ 8 لكن يكون ا مشتقة عند نقطة 6 إذا وإذا فقط كانت 0< © . 
بأخذ توافيق بسيطة جبرية ع يكون من السبل تر كيب دوال متصلة ليس لها مشتقة عند 
عدد محدود من نقط أو حتّى عند عدد بمكن حسابه من نقط . فى ١808‏ ©ء هزقير شتراس 
عالم الرياضيات بإعطائه مثالا لدالة متصلة عند أى نقطة لكن لا توجد مشتقة الها أى مكان . 
( فى الحقيقة » الدالة المعرفة بالمتسلسلة 


)05 م ]1 


يمكن البر هنة على أن لا هذه الخاصية . سوف لا نتعمق فى التفاصيل » لكن نحيل القارئ 
إلى كتب تتثيارش وبوز لتفاصيل ومراجع أكثر ) . 


؟-م مفترض. (أ) إذا كانت ثم طامشتقة عند م » 0 < (©)”ثر © فيوجد 
عدد 0 < 8 محيث أنه إذا كانت 2ع« ء 8 جم > <« > م فإن (”) تر > ( ر 

(ب) إذا كانت 0 > (60)*ثر » فيوجد عدد 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت (1 6< 
وم > < > ق سدم . فإن («) عر > ع ) ر. 


البرهان . (أ) نفرض أن مع مختارة محيث أن (2)0ثر > مع > 0 ونفرض أن 
(مع )5 ع 8 تناظر (60) كافى تعريف 07” - ١‏ . إذاكانت 1ع« » 82>60+8> 2,6 
فنحصل عل 
مم فاللعا»,ى. 


ما أن 0 < م - ند ء فإن هذه العلاقة تدل على أن 
(©)] -(:«)] > 0 - )لمع دن )*]) >0 
الى ثثبت النص الموجود فى ( أ) . يكون برهان (ب) مشابها .2 وهو المطلوب إثباته 


نتذكر أن الدالة كر يقال إن لا . نجاية عظمى نسبية عند نقطة 6 ى 2 إذا كانت توجد 
0 < 8 بمحيث أن )رك («)ث/ر علا 7ع نحقق 85>|م-ع«|. يستخدام 
تعريف مشابه المصطلح نهاية صغرى نسبية . "مدنا النتيجة الآتية بتعليل نظرى للطريقة 
المألوفة لإبجاد نقط عندها يكون لدالة كر هاية عظمى نسبية ونهاية صغرى نسبية وذلك 
باختيار الأصفار للمشتقة . من الملاحظ أن هذه العملية تستخدم فقط اللنقط الداخلية 
للفترة . وق الحقيقة » إذا كانت * ح (*) كر فى [1 ,0] ح- 2 » فإن النقطة الطرفية 
0 عد تنتج الهاية الصفرى. النسبية الوحيدة والنقطة الطرفية 1 ح د تنتج النهاية العظمى 
النسبية الوحيدة للدالة كر ع لكن أيا منهما ليس جذرآ للمشتقة . للتبسيط » سنثبت هذه التنيجة 


لفرف 


فقط عند .ألباية العظمى النسبية » تاركين صياغة النتيجة المناظرة عند الباية الصغرى 
النسبية للقارى . ش 

+7 - 4 نظرية الهاية العظمى الداخلية . :فرض أن © هى نقطة داخلية فى 2 والى 
عندها كر لا نهاية عظمى نسبية . إذا كانت المشتقة لدالة كر عند © موجودة ء» فيجب أن 
تكون مساوية الصفر . 

البرهان . إذا كانت 0 < (6)”ث/ر ء فن مفترض 0" - م (أ) نجد أنه توجد 0 < 8 
بحيث أنه إذا كانت 8 + م > +« > م . عع ء فإن (ص#)ير > (م6)ير . هذا مخالت 
الفرض بأن ثر نباية عظمى تسبية عند © . إذا كانت 0 > (6)' كر » فنستعمل مفتر ضن 
ادع (ب) . وهو المطلوب إثباته 


( شكل 9م-١)‏ 


» ه نظرية رول(*) . نفرض أن ثر دالة متصلة فى قثرة منلقة [5 ,4] ح ل‎ - ١7 
أن المشتقة “كر موجودة فى الفترة المفتوحة (4,5©) » وأن 0 ح (8)/رع (م) رء‎ 
. إذن توجد نقطة م فى (6 ,©) بحيث أن 0 ع ()”/ر‎ 

البرهان . إذا كانت كر تنمدم تطابقياً فى ف ع فيمكننا أخذ 2/(ط+4) دع 
ومن ثم نفرض أن كر لا تنعدم تطابقياً » فباستبدال كر بالمقدار كر ء عند الضرورة » 
يمكن الفرض بأن “رتأخذ بعض قيم موجبة . حسب نظرية القيمة العظمى م - لدا» 
تبلغ الدالة كر القيمة (للع »«:(ع«)/) مناه عند نقطة ما © للفترة ل . بما أن 
0 > (6)ر > )ير غ٠‏ فإن النقطة © تحقق 5 > م6 > ه . وحيث أن (م)ثثر 
موجودة من الفرضص وها نقطة جاية عظمى نسبية عند 6 » فإن نظرية الهاية العظمى 
الداصلية تدل على أن 0 ع (0)'/ر . 

وهو المطلوب إثباته 
نحصل على نظرية القيمة المتوسطة الأساسية جد . كنتيجة لنظرية رول . 


(#) تنسب هذه النظرية غاليا لميشيل رول ( 8م15 س ١9/15‏ ) عضو الأكاديمية الفرنسية» 
وله اسهايات فى الهندسة التحليلية والبحث المبكر المؤدى الى التفاضل والتكامل ٠‏ 


بذرق 


5-1 نظرية القيمة المتوسطة . نفرض أن ث/ر متصلة فى قتّرة مغلقة [4,8] حل 
ولا مشتقة فى فترة مفتوحة (5 ,4) . إذن توجد نقطة © ى (5 ,6) بحيث أن 
(ه -6)(ه)"[ - (ه)1- (0)] 
البرهان . نعتبر الدالة ب المعرفة فى /ى بأنها 
و دي لعاتحلظط- مر مر - ونب 


( من السبل ملاحظة أن ب هى الفرق بين الدالة ع والدالة الى رسمها البياف يتكون من جزء 
الفط المستقيم المار بالنقطتين ((©) ك/ر,©) » ((8) كررط) ء انظر شكل 0« - 8) . 
ينتج من الفروض أن © متصلة فى [8 ,6] - 4 ويمكن بسبولة تحقيق أن ب الا مشتقة فى 
(5 ,©) وبالإضافة إلى ذلك نجد أن 0 ح (6)ن ع (64)© . باستخدام نظرية رول . 


0 3 2000 
( شكل 0؟ - م نظرية القيمة المتوسطة ) 

توجد نقطة © داخل 7 محيث أن 
لهال -لظط- م" - )م -0 

تنتج النتيجة منها وهو المطلوب إثياته 


با؟ - + نتيجة ., إذا كانت للدالة كر مشتقة فى [5 ,4] ح- ل ء» فتوجد نقطة © 
فى (6,5) بحيث أن 


(ه- ط)ل)'1- (ه)[ -(0)] 


يكون من المناسب أحياناً وجود ترجمة أكثر تعميماً لنظرية القيمة المتوسطة الى 
تشمل دالتين . 


زفق 


07؟ -م نظرية كوثى للقيمة المنوسطة . نفرضص أن بج و كر دالتان متصلتان فى 
[4,5] ح / وما مشتقتات فى داخل (5 ,6©) . إذن توجد نقطة © فى (5 ,4) بحيث أن 
[(ه)؟- (5) ]0ع -[م)ع -جم)ع]0) ] 

البرهان . عند (6)ع > (8)م تنتج النتيجة فى الحال إذا أخذنا ء بحيث أن0 > (60) ع. 
إذا كانت (6)ج كد (6)ج اعتبر الدالة يب المعرفة فى ى بأنها 


مب 6[ - (ط)] 9 
[(00)ع (5)2] (م)ع رماع (0)] -(0)] - )ب 
وتنطبق نظلرية رول على ) »© نحصل على النتيجة المطلوبة . وهو المطلوب إثباته 


بالرغم أن المشتقة لدالة لا تحتاج إلى كونها متصلة » فتوجد نظرية أولية لكن مدهشة 
ترجع إلى دار بو كس(*) وتنص على أن المشتقة “كر قصل إل كل قيمة بين (8)*ثر » () ”كر 
فى الفترة [4,5©] . ( انظر أمرين 07 - ح) 
من السهل تذكر النص لنظرية القيمة المتوسطة برمم أشكال توضيحية مناسبة . فى الوقت 
الذى يحب أن يكون هذا مشجعاً فإنه بميل للإيعاز بأن أهميتها هندسية بطبيعتها الأمر الذى 
بجعلها مضللة "ماما . نظرية القيمة المتوسطة فى الحقيقة ذئب فى ثوب حمل وهى النظرية 
الأساسية لحساب التفاضل . نمم هذا البآب بنتائج أولية قليلة لذه النتيجة . وستعطى نتائج 
أكثر فى الباب القادم » وستظهر نتائج أخرى فما بعد . 

4-07 نظرية. إنفرض أن كر متصلة فى [8 ,4] س ا وأن مشتقلها موجودة 
فى (4,5) : 

(1) إذا كانت 0 ع (*)” ثر عند 8 > * > هاء لتكون ثر ثابتة فى ل . 

(ل) إذا كانت (*«)ع ع (+«)'ثر عند 8 > * > 4 فإن كرا ء بم مختلفان فى ال 
بمقدار ثابت . 

(لل) إذا كانت 0 < (#«)'ثم عند 8 > 4 > © وإذا كانت و* ك ,* تنتمى 
إلى اع حينئذ (و) رك )را 

(*1) إذا كانت 0 < (*)ت'ثر عند 8 > > »> وإذا كانت ج* > ,ا تنتمى 
إلى 2 ع فإن («) ير > )را 

(7) إذا كانت 0 < (*) #رعند 8 +4 > عر > م اء فإن © هى نقطة اللهاية الصغرى 
النسبية للدالة كر . 


() جاستن داربوكس ( 1١8575‏ ل 1117 ) كان تلميذا هرميت © واستاذا بكلية فرنسسا . 
مع أنه معروف فى الابتداء كعالم فى الهندسة © فقد أعطى مساهمات هامة فى التحليل أيضا . 


أرقا 


6 إذا كانت 0 < (8)ثير عند م > « > 8 مق اء فإن 86 هى لقطة 
الهاية المظمى النسبية للدالة كر . 

(1)) إذا كانت 34 > |(2)"/| عند ث > * > ما ء فإن ث/ر نحقق شرط ليبشاز : 
يي اا تا عند يعر فى 7ل 


نثر ك البر هان للقارى . 


تمرابد نات : 


07+- (1أ) باستخذام التعريف » واحسب المشتقة ( إن وجدت ) للدوال المعطاة 


بالتعبيرات : 
 )1(‏ “ع«عمر عند تق 
(ب) ‏ ريع عند بيك 
(ج) «/د عم عند 0ع 
(د) ع«/اد مم عند 80 ظآ 
(«) إعاء- مه عند 8< 
: (و) 1822 مير عند 0ت 


ام- (ب) إذا كانت كر » بم دالتين قيمهما حقيقية ومعرفتين فى فثرة آل » 
وإذا كانتا قابلتين للتفاضل عند نقطة م ء أثبت حاصل ضربهما / » المعرف بأنه 
(«)ع(0) رح («)مء عند 3ع* » يكون قابلا للتفاضل عند © وأن 

")1+ )ون)"[ د رمام 
(ج) وضح أن الدالة المعرفة عند 0 حص عد بأنها 
(1/2) مله د )ار 
تكون قابلة للتفاضل عند كل عدد.حقيى غير الصفر . وضح أن مشتقتها ليست محدودة 
فى جوار 0 ح- *# . ( يمكن استخدام متطابقات مثلثية » والاتصال لدوال الحيب ودوال 
جيب الام » والملاقة الأولية للباية 1 جح / / (:: ظأ8) عندما 0< * ) . 
؟ -(د) وضح أن الدالة المعرفة بأنها 
0د ,(*/1) سه * - زجاع 
2-0 ,20 
تكون قابلة للتفاضل لحميع الأعداد الحقيقية » لكن “ع ليست متصلة عند 0 - *# . 


باك -(ه) اثيت أن الدالة # ج 8:2 المعرفة بأنها 2 ح («)/ عند 0©عم » 


يرق 


0 ح (2) م عند © >* متصلة عند نقطة واحدة ماما . هل هى قابلة للتفاضل هناك . 


0 -(و) بفرض أن 6172© نقطة تجميع من 8 وبفرض أن #8 ه-2:/ 
وضح أن (©)'“ر موجودة إذا وإذا فقط كانت ككل متتابعة (رعا) فى 82 حيث © 64 يرد 
عند لعج محيث أن م ح (ر,*)دطةا ء الباية المتتابعة 

(الحلس) 


سد يهن 
موجودة ى هذه الحالة الباية لكل مثل هذه المتتابعات تكون مساوية إلى (0)*ثر . 
-(ز) إذا كانت 8<-1:2] قابلة للتفاضل عند 8©© وإذا كانت 
مصعم« /1ا+ء كل لقاعم 2 وضح أن 
(()2 - (مس/1 جع )ر)م) صلاك )زر 


لكن و ضح أن وجود الباية لذه المتتابعة لا يضمن و جود المشتقة . 

-(ح) ( داربوكس ) إذا كانت ثر قابلة للتفاضل فى [8 ,4] » وإذا كانت 
8ح () "ررك > (©)'ثر » وإذا كانت © تقع بين 8 او 4 2 فإنه توجد نقطة 
© فى (5,ه) عندها © ع (م)'/ر ( إرشاد : اعتبر الحد الأآدنى للدالة 

((ه - عن - («) رع رباع 

-(ط) إذا كانت 0 2 (*)م عند 0 > #«اء 1 ح (*«)م عند 0< ا 
اثبت أنه لا توجد دالة 8# ج © : / بحيث أن («)ع ح (#«)'ثر لكل 8ع 

7 - (ى) اعط مثالا لدالة متصلة ذات نماية عظمى نسبية وحيدة لكن لاتوجد المشتقة 
عند هذه النقطة . 

7؟ -( ك) اعط مثالا لدالة متصلة بانتظام وقابلة للتفاضل فى (1 ,0) لكن محيث أن 
مشتقها غير محدودة فى (0,1) . 

ام -(ل) بفرض أن 2 <-[ط.ه]:/ قابلة للتفاضل عند [م ,]عم . وضح 


أنه إذا كان يوجد لكل 0 < مه . 0 < (8)8 نحيث أنه إذا كانت (ع)8 > إنر- ء| >0 


60> ع ٠ع‏ :21 ه 


فإن 
5226 نك حضا 


- (م) يفرض #8 ج[ /2:]6.6‏ قابلة للتفاضل فى [2,8] . وضح أن ثر 


احرف 


تكون متصلة ىق [4.5] إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع ء 0< (8)8 محيث 
أنه إذا كانت [5.م]ء نزكد,(ع)ة>|نر-ء| >0 فإن 


> ام لا عه 

+ - (ن) بفرض 82+-[1:]64,5 متصلة فى [8 ,4] وقابلة للتفاضل فى (8 ,24) 
وإذا كانت 4 ح (*)'كرى عففا ء اثبت أن (4) ”كر موجودة ومساوية 4 . 

0 -(س) إذا كانت هج 2:م/ » وكانت (0)6ث/ر موجودة » وضح أن 

اح ها ططخ كلا بين - ره 
مع ذلك » اعط مثالا لتوضح أن و جود هذه اللهاية لا يضمن وجود المشتقة . 

0 -(ع) يقال لدالة 8ح ©#:/ الهازوجية إذا كانت (*«) /رع (+«)ر 
لكل عع » وأنها فردية إذا كانت (#)ير ‏ ح (*« )ير لكل عع . إذا 
كانت ثر قابلة للتفاضل فى 8 وزوجية ( أو فردية على الترتيب ) » اثبت أن “كر تكون 
فردية ( أو زوجية عل الأُرتيب) . 

07 - (ف) بفرض أن جرح زم ,م)بم 6 (طيماعء ع تضم (عال .صلا رجعار 
( الهاية للطرف الأيمن للدالة كر عند © ) . إذا كانت نهاية الطرف الأرمن 

لمعا لها بين 4 
1-6 عمم 0" 
موجودة ى 82 »ء فإننا نقول أن كر ذا مشتقة 00 أيمن عند © ونرمز إلى م4 بالرمز 
(176 بالمثل لمشتقة الطرف الأيس . 

وضح أنه إذا كانت ث/ر متصلة عند © » فإن (6)”ثم تكون موجودة إذا وإذا فقط 
كانت (0]م ء 20م موجودتين ومتساويتين . اثبت أنه بمكننا المصول على 
)بع -(8)0 بدون وجود (©6)'ع 

07 - (ص) بفرض أن م ء ل قترتان ى 8 وبفر ض أن © جه1:م 2 
© ه د:بم بحيث أن تكون ج قابلة التفاضل عند نقطة عم ء كر تكون قابلة التفاضل 
عند نقطة داخلية (6)ع ح »© ف الفترة / . اثبت أن الثر كيب ج"ثر :- / المعرفة عند 
(3:8)2(1ع +14 يكون قابلا للعفاضل عند 6 وأن(6)'ع(20)/ > (8')6 [ إرشاد : بفرض 
معرفة فى (2)8 بأنها 

60 جلاعا دروم إذا مع # مع 
م( 
0 إذا (0ع<-(ج)عم 


فرق 


اثبت أن (0/ - (51)2 ,مدنا . حينئذ استخدم الحقيقة الى تقول أن . 
(()ع)-(0)ع)/ >-80((مع - ماع لكل عاى 2) هع. 
- (ق) بفرض أن 2 ج (0+ ,0]:/ معرفة فى (©+ ,0) 
)١(‏ إذا كانت 8ء مج (0), عند دج ءا وضح أنه لأى 0 < / نحصل عل 
5 10 - نط اوور 


1 د 
(ب) إذا كانت عمج (ع)ر » 6+ (7'0/ . عند مده 2 فإنْ0 حامق 
( ج) إذا كانت 68( + (7'2 عند 6+ 2 6 حينئذ مح *«/(*) ثر عندما 
6+ ج عبر 
9 -(ر) بفرض أن © ج-[56 ,6]:م/ قابلة للتفاضل عند 84 ك5 (*)' كرك رم > 0 
حيث [5.,ه]ء* وبفرض أن (4(>0>/)00)/ . بأعذ [4,5]©:* . عرف المتتابعة 


(,) بأنها 
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أثبت أن هذه المتتابعة معرفة جيدا ومتقاربة إلى جذر وحيد 35 للمعادلة 0 > (6) فى [5 ,4] 
وأن 


“)لساك هريما 


عند لاع . [ إرشاد : تفرض أن © ج [26 ,ه] :م معرفة بأنها 14 و ع رند)ن. 
وضح أن بي هى تقلص (انظر «م- 4) بابت 4اميس -1 ] . 

00 - (ش) بفرض أن 8+ 7:2 اها مشتقة متصلة وتحيث أن 5ح (ه)مرء 
60>« (©)'ثر . وبغفرض 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت 8 > |م *| فإن 
| ©) 2 | 2 كا|(»م) :ير - »)'ثر]ء و بفرض | (©)"ثر] 5 3 > « اثبث أنه إذاكانت 
5 | 8 - [ز إفإن المتتابعة (ي,ع) المعرفة بألها هم بت يعد 


تتقارب إلى نقطة وحيدة * فى [4-8,6+8] بحيث أن 8-(*)/ .[ إرشاد : وضح أن 
الدالة المعرفة بأنها (7(//'6-(2)م)-+ -(*)؟ تكون تقلصاً مقدار ثابت 4# فى الفترة 
[قةج عه رة-ه] 


انارق 


الباب الثامن والعشرون ‏ تطبيقات أبعد لنظرية القيمة المتوسطة : 

من الممكن بصعوبة أن نوكد بشدة أهمية نظرية القيمة المتوسطة » الأنها تلعب دورا 
حاسماً فى اعتبارات نظرية كثيرة . وهى فى نفس الوقت مفيدة جداً فى مواد عملية كثيرة . 
أشرنا فى 0م - 4 إلى بعض نتايح مباشرة لنظرية القيمة المتوسطة المفيدة غالبا . الآن 
سنقارح بعض القطاعات الأخرى الى فيها يمكن استخدامها ٠‏ ولإجراء هذا ستحصر بأكثر 
حرية جما قبل الحبرة السابقة للقارئ ومعلوماته المتصلة بالمشتقات لدوال معينة معروفة . 

١ - 8‏ تطبيق . يممكن استخدام نظرية رول لتعيين مواقم جذور دالة . لآنه » إذا 
كانت دالة مثل مم حيث يمكن اعتبارها كشتقة الدالة حر . فإنه بين أى جذرين للدالة كر 
يوجد على الأقل جذراً واحداً للدالة بم . مثال ذلك » إذا فرضنا د 08© - (<)مم » فإننا 
نعرف أن مج هى المشتقة للدالة »د ذه ح (*) كر . ومن ثم ء يوجد على الأقل ٠‏ بين 
أى جذرين لدالة # هذه جنر واحد للدالة د 608 . ومن الناحية المقابلة 
(#«) مرح بد ذه »)م لذلك يبر نا تطبيق آخر لنظرية رول بأنه بين أى جذرين 
للدالة »د 005 يوجد على الأقل جذر و احد للدالة * 518 . إذن نستنتج أن الحذور للدالة د منة > 
والدالة *« 5وت تتشابك مع بعضها . هذا الاستنتاج ليس محتملا أن يكون جديداً للقارئ » 
لكن » نفس القط من الاستدلال يمكن استخدامه لدوال بسل(*) ,ل ذات الرتبة 
... ,2 ,1 ,0 - م باستخدام العلاقات 
(8) جم "ع - [()ل"] ,(+)-ك" - [(1,)2”<] عند 0<ع 
التفاصيل مده المناقشة يحب أن تزود بالقارئ . 


م - 5 تطبيق . بمكن استخدام نظرية القيمة المتوسطة لحسابات التقريبية للحصول 
على تقيبمات الخطأ . مثال ذلك . نفرض أن المطلوب هو إبحاد قيمة 105/. . نستخدم 
نظرية القيمة المتوسطة حيث 105 - 8 ,100 - 4 ,«/ه - (8)م/ فنحصل على 

5 
م 60-- 105له 


لمدد .ما م حيث 105 > © > 100 . ها أن 105>1/121-11/.>ع/:>10 »© 
فيمكننا إثبات أن 


> 10 -0/105> و 


وسْها ينتج أن 10,25 >105/> 10.22 . هذا التقيم ررما لا يكون دقيقا كالمطلوب . 


(#) فربد رس ولهلم بسل ( 185 ل 1448 ) كان فلكيا ورياضيا . وكان صديقا 
ملازيا لجاوس © وهو يعرف جيدا بالمعادلة التفاضلية التى تحمل أسمه ٠‏ 


2325 


من الواضح أن التقيم 121/. > 105/. >ع/. ضياع لوقت وبمكن تحسينه بالاستفادة من 
إستنتاجنا .أن 10.25 >07/105 . وإذن ا ومن السهل تحديد أن 


105 257 ويج > 0.243 


تقيبمنا الأحسن هو 10.250 >10.243>0/105 ومكن الحصول على تقديرات أكثر 


دقة باستخدام هذه الطريقة . 


8 - ” تطبيق . بمكن استخدام نظرية القيمة المتوسطة ونتائجها لتكوين المتباينات 
ومد المتباينات المعروفة للقيم الصلحيحة أو ألقيم القياسية إلى القيم الحقيقية . 


مثال ذلك ء نتذكر أن متباينة برنولى ه - ج تنص على أنه إذا كانت 0< +1 
لارع7 ء فإن م -ل 1 < ”(» + 1) . منوضح أن هذه المتباينة تظل قائمة لأى أس 
1< ء. لإجراء هذاء نفرض أن "زبر+]) > زر » وإذن م +1 - )م 
إذا كانت 0 > * > اعد ء حينئذ م > (*)'ث/ر ء بِيما إذا كانت 0 < *«اء فإن 
+ < (*)'/ر فبتطبيق نظرية القيمة المتوسطة على كلت هاتين الحالتين » نحصل عل النتيجة 
عم +1 < (ا+ 1) 
عند 0<ير+1 ٠‏ 1< . وبالإضافة إلى ذلك نجد أنه » إذا كانت 1< م , 
فإن التساوى يكون صحيحاً إذا وإذا فقط كانت 0 د #2 . 


كنتيجة مائلة » نفرض أن © عدد حقيق يحقّق [ > © >0 6 ويفرض 
“بد يرن ح («)ع عند 0 <ي . نجد أن (-*د- 1)» - راع » أى أن و>(م)ع 
عند 1 > * > 0 . 0 < (*) م عند 1  <‏ نتيجة لذلك » نجد أنه إذا كانت 0 < *« , 
فإن (1)م < (*)م ٠‏ (1)م > (*«)ع إذا وإذا فقط كانت 1 ح ‏ لذلك » إذا كانت 
0 << و 1 > » > 0 فنحصل على 

(ه-1) + عم ع عير 

إذا كانت 0 < 6 » 0 < 8 وإذا فرضنا أن 4/5 - * وبالفضرب فى ه ء نحصل 
على المتباينة 


زه -1) جمم ع عاوعو 
حيث التساوى يكون صحيساً إذا وإذا فقط كانت م - م . هذه المتباينة هى غالباً نقطة 


الابتداء فى إثبات متباينة هولدر الهامة مشروج م 8 ) . 
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ه؟- 4 تطبيق . القراعد المألوفة للوييتال(ه) لساب « صيغ غير محددة » يمكن 
إثبائها بواسطة نظرية القيمة المتوسطة لكوشى . مثال ذلك » نفرض آن ع ير متصلتان 
فى [4,.5] وطما مشتقتان فى (8,8) ء حيث 0 ح (م4)ع ح (ه)ثر » لكن م ,م 
لا تنعدمان عند © بد * . حينئذ توجد نقطة م حيث 8 > م > 6 بحيث أن 


0[ _ (طاز 

()'8 (م)8 
ينتج أنه إذا كانت (ع)'ج/(*)'/ ...و1 موجودة » فإن 
اي ان 


ا 
الحالة اثى تصبح فيها الدوال لا نهائية عند © ح + » أو عندما تكون النقطة الى تؤخذ 
عندها الأباية لا نبائية » أو حيث يكون لديئا « غير محددة » لصورة أخرى ما » يمكن 
معاملتها غالباً بأخذ اللوغارتيات » الأسس أو بعض معالحات مشابهة . 
مثال ذلك ء إذا كانت 0 ح- »© ونريد حساب الهاية للدالة * ع108* ع (*<)/ عندما 
0< + فلا يمكننا استخدام المناقشة السابقة . نكتب (*)/ فى الصورة (*)ع/(*)ر حيث 
0 < عد,ءدم1 ع (بد)ع ٠»‏ * هما ح (<)ث/ر من الواضح أن 


0 جع 5 ,0 ج باع 


نفرض 0 < ع وباختيار عدد ثابت 1 > ول > 0 محيث أنه إذا كانت ,* > > 20 
نحصل على 8 > | (*)'8/(<)' / | . باستخدام نظرية القيمة المتوسطة لكوثى » نجد أن 
> ]|- 0غ - 100 

0" («)ع -(م«)ع 

حيث وعد نحقق ,<> ج<* > * > 0. ما أن 0يمد (*«)كثر ع 0د(*)م عند 
و“ > د > 0 فيمكننا كتابة الككية الظاهرة فى الطرف الأيسر على الصورة الأكثر ملامة 


(عطط_ر 

[9 16 ا 
عاعق_ر| («اع 
(«)8 


(#) جويلوم فرانسوا لوبيتال ( 157١‏ ل 197.6 ) كان تلميذا ليوهان برنولى ( 13337 
4 ) نشر مركيز دى الاهوبتال محاضرات مدرسة على التفاضمل فى سنة 1155 4 مقدما 
بذلك أول كتاب مدرسى فى التفاضل والتكامل الى العالم . 
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بجمل ,عد ثابتة » نفر ض أن 0ج د . بما أن الكية داخل القوسين تقترب من الواحد 
الصحيح » تريد # عند * صغيرة بكفاية . نستنتج مما سبق أن 


1 | - اماما 


عند * قريبة بكفاية من الصفر . أى أن الباية عند 0 ح #ر للدالة # هى صفر . 


>26 


تبادل نهاية ومثستقة : 

إذا فرضنا (,/) متتابعة لدوالى معرفة فى فترة /ى من الفراغ 2 ويقي فى الفراغ 8 . 
من السبل إعطاء مثالا لمتتابعة دوال ا مشتقات عند كل نقطة من فى والى تتقارب فى ل 
لدالة م الى ليس ها مشتقة عند بعض نقط من نقط الفترة / . ( إجر هذا! ) . وبالإضافة 
إلى ذلك يمكن استخدام مثال قير شتراس المشاو إليه من قبل لإعطاء مثال لمتتابعة دوال لها 
مشتقات عند كل نقطة فى الفراغ 8 وتتقارب بانتظام فى الفراغ 2 إلى دالة متصلة ليس 
ها مشعقة عند أى نقطة . أى أنه من غير المسموح » فى الخالة العامة » بتفاضل الهاية 
لمتتابعة تقار بية لدوال لها مشتقات حتى ولو كان التقارب منتظماً . 

سنو ضح الآن أنه إذا كانت المتتابعة للمشتقات تقاربية بانتظام فإن اللجميع يكون 
صحيحاً . إذا أضاف أحد للفرض أن المشتقات متصلة » فإنه من الممكن إعطاء برهان قصير 
مؤسس على تكامل ررمان . لكن » إذا لم نفرض أن المشتقات متصلة » فنحتاج إلى مناقشة 
أكثر دقة نوعاً ما 7 

- ه نظرية . نفرض أن (يكر) متتابعة لدوال معرفة فى فترة محدودة / للفراغ +1 
ويقم فى 8 . نفرض أنه توجد نقطة ىن فى 4 بحيث تتقارب المتتابعة [(3:0),/] 
عندها ونفرض أن تلك المشتقات ,'ث/ر موجودة فى فى ء وأن المتتابعة (ر'/ر) تتقارب 
بانتظام فى / إلى دالة يم . حينئذ المتتابعة (يكر) تتقارب بانتظام فى ى إلى دالة /ر التى لما 
مشتقة عند كل ئقطة فى الفتّرة ل وأن م ع “ير . 

البرهان . نفرض أن النقطتين الطرفيتين للفترة ”ى هما 8 > © ونفرض أن 
أى نقطة فى الفترة ‏ . إذا كانت و 78 عددين طبيعيين » فتستخدم نظرية القيمة المتوسطة 
للفرق بكر مر فى الفترة بنقطتين طرفيعين * ,م لنستنتج أنه توجد نقطة بر 
( تعتمد على :771,7)) بحيث أن 

1000 - 0ح ]0ع - عد) + (مد)ء] - (م) ل ح (ام - مل 
إذن نستنتج أن 
نالك حم[ (ه - ط) + |(مدا مر - (م) كرا ك ناا - || 
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لذلك تتقارب المتتابعة (ركر) بانتظام فى ل لدالة سترمز لها بالرمز كر . يما أن الدوال بكر 
متصلة و التقارب لتتابعة الدوال (يكر) إلى كر منتظم ء فينتج أن كر متصلة فى 7 

لإثبات وجود المشتقة للدألة كر عند نقطة 6 ى ل » نستخدم نظرية ألقيمة المتوسطة 
الفرق ير بررر فى فترة بنقطتيها الطرفيتين * وم لأستنتاج أنه توجد نقطة 2 ( نعتمد على 
,1 بحيث أن 

((2)] - 2 )0 - ع - )م8 - )م - ((م - ملا 

نستنتج أنه عندما + نح 6 » حينئذ 
(8)- حلتاع 1 تك 


1-6 


ناكل- كما ع 


وبسبب التقارب المنتظم للمتتابعة (/م) يتسلط المقدار م على الطرف الأيمن عندما 
(24)8 < »,م بأهذ الهاية بالنسبة إلى 7# » نستنتج من مفترض 16م أن 


عاط حلعلم اتاد لع 


عند (ع)84 < م ما أن ((0)0/) صبنا- (0)ع ٠»‏ فإنه يوجد ( 27)8 محيث أنه إذا كانت 
(ع)ة < مء فإذع > | ©)ع - )”2 | . الآن نفرض أن ((8 )27( )24) طناق عير 
نظرا لوجود ()4م » نجد أنه إذا كانت (ع)8 >إء - | >0 فإن 


> | رمي - فاط لعا 


1-6 


لذلك » ينتج أنه إذا كانت (ع)ىة >|ء-| > 0 فإن 


36 >| )ع قفرم 
هذا :يوضح أن (0)'ثر موجودة وتساوى (8)00 . وهو المطلوب إثباته 


نظرية تايلور :. 


إذا كانت المشتقة (*)“"للدالة م موجودة عند كل نقطة * لفئة 8 ء فيمكننا اعتبار 
وجود المشتقة للدالة “كر عند نقطة (1 ع © . فى حالة كون “ثر ها مشتقة عند النقطة ©6 » 
فنشير للعدد الناتج بأنه المشتقة الثانية الدالة م عند نقطة م وسوف نرمز عادة هذا العدد 
بالرمز (6)”ثر أو بالرمز (0)/ . نعرف بأسلوب مشابه المشعقة الثالثة (0)"ثر - (00)6م 2... » 
والمشتقة النونية (0)6م/ » .. عند وجود هذه المشتقات . 


يدف 


الآن سنحصل على النظرية المشهورة المنسوبة إلى بروك تايلور() الى تلعب دور 
هاما فى أحاث كثيرة و يمكن اعتبارها امتداداً لنظرية القيمة المتوسطة . 

5-7 نظرية تايلؤر . نفرض أن #2 عدد طبيعى » وأن الدالة كر ومشتقاتها 
".ل" ,ا معرفة ومتصلة فى [4,8] ح فى وأن #ثر موجودة فى (4,5) إذا 
كانت 6 و © تنتميان إلى / » فإنه يوجد عدد لإ بين 8 و © بحيث أن 

قن 
١‏ 5 3 0 0 
ردق لمتاب دتو -ق) - - لعككال... 
البرهان . نفرض أن م هو العدد الحقيق المعرف بالعلاقة 
000 28.10 


_- (0)” " 1 8 
| انيعم العا در 
وتعتير الدالة م المعرفة فى ل بأنها 


1-م5) , 
[«م-ق بدو دي لتككاء. ...+ رم لقكلا+ ومر]-رم)] - ضام 
واضح أن © متصلة فى لق وطا مشتتقة فى (5,©) . ومن الواضح أيضاً أن 0ع (ق)ب 
وينتج من التعريف للمدد م أن0 > (ه) ب . حسب نظرية رول ء» توجد نقطة 1 بين 
6 و » بحرث أن 0 > (2)09© . عند حساب المشتقة '© ( باستخدام القانون العادى لمشتقة 
خاصل جمع و حاصل ضرب دالتين) » » نحصل على حاصل الجمع التلسكوى 


“رد - م) لس رح ...جو - م لتإتا+ ور ورد وام 
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6 - م + 


اننا 
كر ق) 0 للا 


يما أن 0 ع روماب إذن (0)0/ - طم ء ما يعبت الفرض وهو المطلوب إثباته . 
ملاحظة : الخد الباق 


(“) بروك تايلور ( ه138 (198 ) كان رياضيا انجليزيا فى مقتبل العمر . أعطى فى عام 
6 ينكوك المتملسلات اللانهائية. » لكنه ‏ حقيقة لروح العصر ‏ لم يناقش التقسارب . 
وقام لاجرانج بائبات الباقى ٠‏ 


511 


0 
“زج -ق8) 600 أديع (28.2) 
المعطى سابقاً يسمى غالبا بصيغة لاجراج للباق . توجد تعبيرات كثيرة أخرى للباق » 
لكن نشير حالياً فقط إلى صيغة كوثن الى تثيت أنه نعدد ما © حيث 1 >-0>8 » نجدأن 


ع دم (08 +ه(0 جل) ‏ صمو د 
(ه-8) 01 (82,2)1-6 (228.3) 


يمكن إثبات هذه الصيغة كما سبق » باستثناءه وضع (0/)6-1(ج -- 8) ف الطرف الآيسر 
للمعادلة ( م؟ - ١‏ ) ونعرف 0 كا سبق ماعدا الحد الأخير فإنه يكون !(0/)0-1(*-8) 


نترك التفاصيل كتمرين . ( فى باب #١‏ سنحصل على صيغة أخرى تتضمن استخدام التكامل 
لحساب الحد الباق) . 


تمرينات : 


م؟-(أ) باستخدام القانون فى م« - ١‏ ء اثبت أنه إذا كانت 
د ,2 ,1 ,0 عد م 
فإن الجذور لدوال بسل رك » »و ببيك/ فى ( مه + ,0 ) تتشابك بعضها بعضما . 
م -(ب) اثبت أنه إذا كانت 0 < * ء فإن 
2 
+21 +1/ك ب - ذا 

م؟-(ج) احسب 2/. ٠‏ 71.2 . ماه أحسن دقة يمكن أن تكون متأكدا مها ؟ 

م- (د) احصل على تقييات مائلة للتلك الموجودة فى تمرين م9 - ب المقدار 
“"(<+1) فالفترة [7 ,0] . استعمل هذه لحساب 32 © 15 

م -(ه) بفرض أن 1 > م > 0ع« > 1-. اثيث أن بم+1 < (++1) وأن 
التساوى يكون صحيحاً إذا وإذا فقط كانت 0 > *« . 

م -(و) يقال لحذر م لكثيرة الحدود م يقال إنه بسيط ( أو ها جذر مكرر) 
إذا كانت 0 حج (ى*) م ولا تكرار # إذا كانت 20 (رج)”-“م د ٠١.‏ - (و)ام > (,ىم 
لكى 20 (,)"م 

إذا كانت 8 > 3ق جذرين متتاليين لكثيرة الحدود ٠»‏ فإنه يوجد عدد فردى من الحذور 
( مع حساب التكرار ) لمشتقتا فى (5 ,4©) . 

8 -(ز) وضح أنه إذا كانت الحذور لكثيرة الحدود م جميعها حقيقية » فإن 


33ظي> 


الحذور الكثيرة الحدرد “م تكون جميعها حقيقية . وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت جميع 
جذور م بسيطة فإن جذور “م تكون كلها بسيطة . 

-(ح) إذا كانت “(2-1») -(+)م وإذاكانت م هى التفاضل النوفى للدالة كر » 
فإن م تكون كثيرة حدود من درجة 8# وجذورها بسيطة وواتعة فى الفكرة المفتوحة 
1 1ا-) , 

م؟ - (ظ) اثبت صيغة كوثى الباق 8 فى نظرية تايلور المعطاة بصيغة (5-84) . 

١8‏ - (ى) يمكن إعطاء برهان نظرية تايلور م7 - 5 باستخدام نظرية القيمة المتوسطة 
لكوثى بوضع 


036 


| رمسم كلح ...+ رمم كج + رمز ]| - مر - وه 


اثبت أن (0)”*/ - (820)0 ء 0دري)0 »م -. .. - (ه)'8 - (ه)ه . لاحظ أنه توجد 
بين 8 و » بحيث أن 


لانة__ )ع دمع  _‏ (م. 
“زيم )م “0-"“(ه-8) '(.-ق8) 


استمر فى هذا لتجد أن إررز,ب)*»]"(- 8) - (2)8 عند قيمة ما برا واقعةبين 8 و © . 
م-2) إذا كانت 4#  /)2(-‏ ا عوضح أن الحد الباق' ى نظرية تايلور يقترب 
هن صفر عندما مهجم لكن الثابتين 8 و © . 
١4‏ - (ل) إذا كانت + ته ح (»«)ر » وضح أن الحد الباق فى نظرية تايلور 
يقترب من صفر عند مح م لكل الثابتين 8 و © . ْ 
م١1-(م)‏ إذا كانت “(«+1)-(+)م حيث 1>|ء| ,© 6 . فإن القوانين 
العادية للتفاضل من حساب التفاضل والتكامل ونظرية تايلور تؤدى إلى التعبير 


سل )...+( مس(ج) مد تردق 


حيث .2 .مكن إعطاؤه فى صيخة لاجراح بأنه إيررزمر,8) "م" - ,8 حيث ‏ 0>8,>1 . 
اثبت أنه إذا كانت 1 > *« ك 0 ء فإِن 0 (,2) دملا .اثبت أنه إذا كانت 0 > 2 > 1- 
فإنه لا يمكننا استخدام نفس المناقشة لنوضم أن 0 - (,1) دمئل 


8 - (ن), فى التمرين السابق » استخدم” صيغة "كوثى للباق للمصول على 


*”0ي1-0) (1 جه يم 1 مر 


لور ل كر حكن 


كن 


خيث 1>-.0>8 . عندما 1 > |*] اثبت أن 1-6(/1+8.(|>1)! وبرهن عل 
أن 20-(2) فنا 
م؟-(س) إذا كانت 28ح 2 :/ ء وإذا كانت (*)”ثم موجودة علد 261 » 
وإذا كانت (6)”“ر موجودة » فوضح أن 
(ط هال نمال ططخ هلا يز - م" 


أعط مثالا 00 موجودة ء لكن ليس للدالة مشتقة ثانية عند © . 

م -(ع) بفرض أن *"*ء|- 00م عند ب فى [1,1-] اثبت أنه كل بور 
تكون قابلة للتفاضل فى [1,1-] وأن (ير) تتقارب بانتظام فى [1,1-] إلى 
|*|ع 00 ر 


م- (0) نعتبر ف هذا المشروع الدالة الآسية من وجهة نظر عل التفاضل والتكامل . 
(أ) بفرض أن دالة ‏ فى (5,ه) ح /ى إلى # لها مشتقة عند كل نقطة فى الفترة ل 
وأن © ه ع © م لكل ترعءع . لاحظ أن مر لما مشتقات من كل الرتب 
فى قف وكل مشتقة تساوى 8 . 
(ب) إذا كانت 0 ع (8)0 عند بعض) 3 عه ء استخدم نظرية تايلور م01- 5 
وتمرين 4١-للتوضيح‏ أن 0 - (8)2 لكل رمعم 
(ج) وضح أنه توجدعل الأكثر دالة واحدة 8 فى * إلى 8 تحتق 
«)8 - )م5 عيد 80-1 عع 
(د) أثبت أنه إذا كانت 8 نحقق الشروط فى جزء ( ج ) ء فإلها 5 تحقق 
المعادلة الدالية 
() )ع د رو عاط ا ااعييد ردك 
(إرشاد : إذا كانت («)5/(+ 80 -0)] فإن (0)] -(م)/ و600-120/ ). 
(«ه) بفرض أن (,5) هى المتتابعة لدوال معرفة فى © بالتعريف 
"ع + (ع«)_رظ > (عر) رط رد + 1 > (عا)رط 
بفرضص أن 4 أى عدد موجب ء وإذا كانت 4 ك | *د! وإذا كانت 2.4 <2 < :م 
فإن 


قم > |" (2) +.. 3 ا ب > الاظ- .كا 
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ومن ثم تتقارب المتتابعة (ير) بانتظام عند 4 ك | | 
(و) إذا كانت (,,2) متتابعة لدوال معرفة فى جزء( د) » فإن 
)رط - )يسم ١‏ عند ع 
أثبت أن المتتابعة (,,9) تتقارب فى © ندالة 8 بالخواص الظاهرة فى جزء (ج ) . 
وأن 5 » هى الدالة الوحيدة بهذه المواص ‏ 
(0) برضن أن 5 الدالة حيث ح-'5 ء 1-(5)0 . إذا عرفنا © بأنه المسود 
(1)مدء 
حينئذ © نقع بين 27 و 21 . ( إرشاد : يل +ي+!+1+1>م>)+! +1 +1 وأكثر 
دقة » يمكثنا أن نوضح أن (2+14>2.723 > م > +2 >2.708 
8 - 8 يمكن فى هذا المشروع استخدام النتائج فى المثال السابق . بفرض أن 2 تشير 
إلى الدالة الوحيدة ى 82 محيث أن 
1-(28)0 30 مداع 
وبفرض (8)1 -<ء 
(1) اثبت أن هم تزايدية بدقة وها مدى (0< :2 ع بن - م 
(ب) بفرض لك هى الدالة المكسية لدالة 8 ء بحيث أن نطاق .2 هو / ومداه يكون 
هو كل الفراغ 2 . أثبت أن 2 تزايدية مضبوطة فى ل » وإذن 0ع (52)1 » 
وأن 1[ > )يآ . 


( ج) وضح أن (1)9 +1000 -(9«اة لكل #درير فى 2 
(د) إذا كانت بر > *« > 0 ء فإن 


(- جاع > ماما - زو > وص 
(إرشاد : استخدم نظرية القيمة المتوسطة إلى 8 ) . 
(ه) الدالة بق طا مشتقة عند 0 < * » وأن *«/1 ع (*) 2 . 
(و) الدد © يحقق 
5 8 
((شجم)) سنح 


(إرشاد : احسب (2/)1 باستخدام المعابعة ((1/2 + 1)) والاتصال للدالة كر ) . 
0 ف هذا المشروع سنقدم الحيب وجيب القام 
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(أ) بفرض 4 معرفة فى الفثرة (6 ,6) فى إلى © وتحقق 
0ط + رم" 

لكل * فى /* . وضح أن 8 لا مشتقات من كل الرتب وأنه إذا كانت توجد نقطة »© 
فى ل بحيث أذ ورم ,0 رمم ء فإن 40-0 ليع ريم . 
( إرشاد : استخدم نظرية تايلور م5 -5) . 

١ب‏ وضح أنه توجد على الأكثر دالة وأحدة © فى 8 تحقق الشروط 

00-0 .00-1 .لمحمعجبم 
وتوجد أيضاً على الأكثر دالة واحدة 5 فى # تحتق 
1 >-(500 ,0 ع (5)0 ,0 -5+”5 
( ج) نعرف متتابعة (,,©) بأنها 
حم “17 + رست - رمات 1-2 > )© 
بفرض 4 أى عدد موجب » إذا كانت 4 ك || وإذا كانت 4 << #اء 
فيكون 
لبد لبيك 71 2م 
ادر 0 (ك) + تش - امج - ميا 
4١‏ 
ع5 > 

ومن ثم اثبت أن المتتابعة (م©) تتقارب بانتظام عند 4 > |*| . وضح أيضا أن 
0-0 و0)0-1 و 5ج--0© . أثبت أن الهاية © للمتتابعة (ير6) هى الدالة 
الوحيدة الى ها الحواص الموجودة فى جزء (ب) . 

(د) إذاعرفت (م5) بأنها 


تك 7ك 


اثبت أن (,5) تتقارب بانتظام عند 4 ك || إلى الدالة الوحيدة 5 ذات الحواص 
الموجودة فى جزء (ب) . 

(«) اثبت أن ودج و ندمو 

(و) كون متطابقة فيثاغورس 2 2 02 + 82 , 
(إرشاد : احسب مشتقة 2© + 82) . 

88 - 8 يستمر المشروع ف مناقشة دوال الحيب ودوال جيب الام . ويمكن 
إجراء استعمال حر ممواص المثبتة فى المشروع السابق . 


اكن 


(1) نفرض أن # هى دالة فى 8# و تحقق المعادلة 
0ح جميز 


وضح أنه يوجد ثابثان 8 و » بحيث أن 0+85ه-/ز 


(إدقاد : (م)مع» و )»دم ) 
(ب) الدالة © زوجية » كك فردية ممعنى أن 
(«)© د وحن 53 («)5- - («-)ى لكل * فى 8 . 
( ج) اثبت « قوانين الإضافة » 
,() 50005 - (و) © 0 - زرح عون 
(0)0502 +(5)(0)0 - زر 5 
نظل صحيحة ا #8 . (إرشاد : نفرض أن بر ثابتة ا ونعرف 
(« + ع0 - زور وأثبت أن .(2) ق - ع (0)”/ ,(2) 0ع (0)»! ,سيد تيز 
( د) اثبت 0008 
1 +:[(2]5)2 -1-:[(2]0)0 -(0)2 
()©()25 -(:5)2 
تظل صميحة لكل ا فى 29 . 
(ه) أثبت أن © محقق التباينة 


-- بك -1 > من > 1-5 - »)رن 
(إذن ٠‏ يقع أصغر جذر موجب 7*7 للدالة © بين الحذر الموجب الدالة 0 - 2 - 2ير 
وأصفر جذر موجب للدالة 0 ح 24 لإ 1262 - 4ير . استخدم هذه النتيجة » أثيت أن 
3> بد كول 
() نعرف 5 بأنها أصغر جذر موجب دقيق للدالة 8 . أثبت أن 27 - م 
ومن ثم استنتج أن 2/3 > م >2/2 
(ز ) أثبت أن كلا من © 5. دالتين دوريتين بدورة 2# بمعنى أن 
(:)5 > (2+ع)5 و ()© د روج جم 
لكل #*« فى © . أيضا وضح أن 


(تدعاه- - عه - واد 
3 +ع)ى- («-ة)د - ز©6 


0 


لكل عدا ق :82 . 
م اع متتابعة تموذج المشروعين السابقين نقدم جيب مام الزائدى والحيب 
الزائدى كدوال نحقق 
,0 - (0)ء' 1 -(0)ء» 7 
1 -(3:)0 ,20-(21500 0ل.وع”و 


على الثر تيب .. اثبت الوجود والوحدائية الهذه الدوال وأثبت أن 
كي 3 
أثبت نتائج مائلة إلى ( أ ) - ( د) فى المشروع م١‏ - 8 ووضح أنه ء إذا رمزنا للدالة 
الأسية بالرمز ْمل » فإن 
((«ح)ع - م)8)!ء ()ى ١‏ ,((«ل)ط + رم)ط):- رممء 
م؟ - 6 يقال لدالة © فى فترة قفي للفراغ # إلى © إنها ( نقطة منعصف ) 
محدبة فى حالة 


(دم + مم)! > (للجة)م 
لكل « ,ا فى / . (ى نصوص هندسية : تفع نقطة المنتصف لأى ور لمتحنى (<)0 ح بر 
فوق أو على المنحنى ) . سنعرض فى هذا المشروع أن ب دالة محدبة متصلة . 
)2 إذا كانت “2 - 7 وإذا كانت .....:* تنتمى إلى ل »© فإن 


سعد عم 


1 
)م + .رم لي طخت 


(ب) إذا كانت “2>م وإذا كانت .*......* تتتمى إى لا فتفرض أن رع 
عند “1,...,2+-[ز تساوى 


000 +رنر 58 
دك +1 )دع 
2 


اثبت أن نفس التباينة تظل صحيحة كافى جزء (1) . 
(ج) بما أن بي متصلة ء آثبت أنه إذا كانت «ر,* تنتمى إلى / وأن 1عدء 
فإن : 
(وم + )م0 - 1) د روج عو )اب 
(بنصوص هندسية : الوتر الشامل يقع فوق أو عل المنحى) . 
(د) تفرض أن ه لا مشتقة ثانية فى ل . فشرط ضرورى وكاف لكون © محدبة 


ا 


فى / هو 0 < (*)”بي عند لج . ( إرشاد : لإثيات خاصية الضرورة » استخدم 
تمرين ٠٠‏ - و . لإثبات الكفاية » استخدام نظرية تايلور وأنحذ المفكوك عند 
سدع دع ). 

(ه) إذا كانت © دالة محدبة متصلة فى / ونفرض أن 2 > ير > * تنتمى إلى ل 
وضح أن 


زم - )مر ام - ر(جام 


00607 0 
لذلك إذا كانت 2 > لا > + > ٠١‏ تنتمى إلى ف » فيكون 
(١)م-‏ (عام ر (سام- عام 
الح لود * 
(ن) اثبت أن دالة محدية متصلة ب ى 7 طا مشتقة طرف أيمن ومشتقة طرف 
أيسر عند كل نقطة داخل ى . وبالإضافة إلى ذلك ٠»‏ تكون الفئة الحزئية الى فيها "0 غير 
موجودة قابلة للعد . 


الباب التاسع والعشرون ‏ تكامل ريمان ‏ استيلتجز : 


سنعرف فق هذا الباب التكامل لر يمان - اشتيلتجز (*) لدوال محدودة فى فثرة مدمجة 
الفراغ © . وما أننا نفرض أن القارئ يعرف على الأقل بطريقة غير رسمية « عل التكابل » 
من منبج التكامل و التفاضل فإننا سوف لا نضيف دافعاً شاملا لها . 


سير غب القارى' الذى يواصل دراسته للتحليل الريافى فى أن يصبح ملماً بتكامل ليبيج 
الأكثر تعمما فى وقت مبكر . لكن بما أن تكاملات ر مان وتكاملات ررمان - اشتيليجزر 
مناسبة. لأغراض كثيرة وأكثر ألفة للقارئ . فإننا نفضل معالاب هنا ويترك نظرية لبسيج 
الأكثر تقدماً لبج لاحق . 


سنعتبر دوال قيمئها حقيقية محدودة ق فترات مغلقة لنظام العدد الحقيقى » نعرف 
لتكامل لأى من مثل هذه الدوال بالنسبة لأخرى » نشتق الخواص الرئيسية هذا التكامل . 


(#) ( جسورج فريد رشى ) برن هارد ريمان ( ١1851‏ ب 1815 ) كان الابن لراع دينى 
قروى فقير وولد قريبا من هانوفر ٠‏ تعلم فى جيتنجن بالمانيا الغربية وبرلين ودرس فى 
جيتنجن . كان أحد المؤسسين لنظرية الدوال التحليلية لكن قام ايخاء بسبحافة 
أساسية للهندسة © نظرية العدد © الرياضة الفبزبائية . 

توماس جونز اشتيلتجز (0 1١485‏ سس 18515 ) كان فلكيا ورياضيا هولنديا ٠‏ تعلم 
فى باريس مع هرميت وحصل على الاستاذية فى تولوز ٠‏ وآاعماله الآكثر شهرة هى مذكرته 
على الكسور المتصلة » المسألة الخاصة » بالعزوم » تكامل اشتلتجز الذى نشر فى آخر 
شسئة امن احياته القصيرة 


لكا 


افرع التكامل الذى تعتيره هنا أكثر تعمما بعض الثى” عما اعتبر فى المناهج السابقة 
والإضافات التعميمية تجمله أكثر فائدة فى بعض التطبيقات » وخاصة الإحصاء » وق 
نفس الوقت » توجد تعقيدات إضافية قليلة للعدة النظرية الى تحتاجها نقاش صارم 
لتكامل ر .مان العادى الحدير أن ننمى هذا النْط لنظرية التكامل بالقدر الذى تتطلبه تطبيقاته 
الأكثر انتشاراً . 

نفرض أن كر و ج دالتين قيمهما حقيقية ومعرفتين فى قتّرة مغلقة [4,8] ف 
. لط الحقيق . سنفرض أن كلا من كر » هه محدودتين فى ى ء سوف لا يتكرر هذا الفرض 
الدائم . انقسام من الفترة ى هى مجموعة محدودة لفئرات غير متراكبة اتحادها هوي ٠‏ 


نصف عادة جزء مم بتحديد فئة #دودة لأعداد حقيقية(0< , . . . ,21 ,0) حيث أن 
0ع نز > 0١‏ :> رعر ع مع - هوه 


وبحيث أن الفترات الحزئية الحادثة فى جزء 2 حى الفترات ...1,2,0 > ب[ ن-»] 
وأكثر صواباً » نشير النقط الطرفية #,... .0,1 - / ,»د كنقط التقسيم المناظرة 
إلى م . لكن » عملياً من المناسب داما » وبدون تسبب فى الإييام ٠‏ استعال الكلمة 
« انقسام » لنشير إما لجموعة الفترات الحزئية أو مجموعة النقط الطرفية هذه الفترات الحزئية . 
ومن ثم نكتب (منا و رو) حر 


إذا كانت م و © تقسيمين لفترة 4 ء نقول أن © تكرير للتقسيم م أو أن 0 
تكون أدق من © فى حالة كون كل فئة جزئية فى © >توية فى فترة جزئية ما فى 8 . 
هذا يكون مكافتاً للزوم أن كل نقطة تقسم فى اط هى أيضاً نقطة تقسيم فى © . هذا السبب » 
نكتب 0 - عنسا يكون © تكرير التقسم م . 

- تعريف. إذا كانت م هى تقسم لفارة 3ق » فإن حاصل جمع ررمان‎ ١-4 
اشيلتجز للدالة /ر بالنسبة إلى والمناظرة إلى (م«,... ىر« ,م) دام هى عدد حقيق‎ 
فى الصورة‎ 502:7, 8( 

(لسساع - لهافالة)! يق - © ,1 :ماد 29.1١‏ 
قد اختر نا هنا أعداد غ5 تحقق 
»* كك ءيٌ > دير عند ...1,2 2ع 
لاحظ أنه إذا كانت الدالة يم المعرفة بالتعريف ,+ ح (*)يم » فإن التعبير فى معادلة 


(5 +١),يثول‏ إلى 


لسع )1 2 29.2) 


1 


حاصل الممع (7-8) يسمى عادة. محاصل جمع ريمان للدالة كر المناظر للتقسيم 7 و يمكن, 
تفسيره بأنه المساحة لاتحاد مستطيلات قواعدها [*._*] وارتفاعاتها (58)/ 

( انظر شكل - )١‏ . أى أنه إذا كان التقسيم م دقيقاً جدا » فنتوقع أن حاصل جمع 
ريمان ( ١ ٠9‏ ) ينتج تقريباً إلى « المساحة تحت الشكل التخطيطى للدالة “ره . 
وى حالة دالة عامة م » ينبغى للقارئ أن يترجم حاصل جمع ريمان - اشتيلتجز(9؟ - ١‏ ) 
بأنه مشابه لحاصل جمع ريمان ( وم - م) - باستغناء أنه بدلا من اعتبار الطول  -.-١‏ يد 
للفترة الحزئية [4*.:-.*| فإننا نعتبر بعضاً من مقياس آخر لمقدار هذه الفترة الحزئية 
أى الفرق (-سو)ع -(6ه)ع . أى أنه إذا كانت («)م ا و الشحنة » 
الكلية فى الفترة [< ,4©] » فإن 8068-0 -(6)م تدل على م الكتلة» أو ٠‏ الشحنة » 
فى الفترة الحزئية [»* :]| . الفكرة هى أننا نريد أن نكون ماهرين فى اعتبار مقاييس 
أخرى لمقدار فترة خلاف طؤطا » لذلك نسمح بحواصل الحمخ ( ١-79‏ ) الأكثر عموماً نوعا ما . 


فع*مع إوديمع 2 7-1 2 2 | دعم 
( شكل ١ - ١4‏ حاصل جمع ريمان كساحة ) 

سيلاحظ أن كلا من حاصل الجمع ( 8-١9 ( 0) ١-88‏ ) يعتمد على الاختيار « للنقط 
الوسطى »ءأى » على الأغداد « > > 1 ,, . أى أنه بمكن أن يكون من المناسب إدخال مدلول 
يلعب دوراً فى إظهار هذه الأعداد . لكن » بتقديم تقسيم أدق يكون من الممكن دائماً افتراض أن النقط 
الوسطى هى نقط تقسيم . فى الحقيقة » إذا أدخلنا التقسم (مديك ,. .. روك ببكد,ءك ,0) - © 
وحاصل الممع زع ب .)5 حيث أخذنا النقط الوسطى بحيث تكون هى النقط الطرفية المنى 
واليسرى عل التعاقب للفئرة الحزئية.» حينئذ يعطى حاصل الجمع (ع ,/:5)0 نفس القيمة 
مثل حاصل الحمع ( ١ - ١9‏ ) . بمكدنا دائماً افتراض أن التقسيم يقسم الفترة إلى عدد زوجى 
من الفترات الحزئية و تكون النقط الوسطى هى للنقط الطرفية المنى واليسرى عل التعاقب لهذه 
الفترات الحزئية . لكن » سوف لايكون ضروريا أن نحتاج إلى العملية التقسيمية « المثالية » » 
وسوف لانجد صرورة.لإظهار هذه النقط الوسطى . 


ليان 


#84 تعريف . نقول إن كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم فى / إذا كان يوجد 
عدد حقيق 7 محيث أنه لكل عدد 0 < 8 يوجد تقسيم .2 للفترة 4 بحيث أنه إذا كانت 
م أى تكرير أو أى تنقية لتقسيم ,2 ء (ج ,كر:)5 هو أى حاصل جمع لريمان - 
اشتيلتجز » المناظر إلى ض/ » حينئذ 

ع >1 -(ج م بم)و| (29.3) 
فى هذه الخالة المدد يكون / محدداً وحيداً ويرمز له بالرمز 
فيه 10 | - م14 | -1 
يسمى تكامل ر يمان - اشتيلتجز للدالة ير بالنسبة إلىمم فى الفترة [8 ,ه] عت ف . نسمى الدالة /ر 
بالدالة المطلوبة تكاملها ( تكاملية ) » وتسمى م بالمكاملة . أحياناً نقول أن كر هى بي 
القابلة للتكامل إذا كانت ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى م . ف الالة الخاصة عندما + ()م 
نجد أنه إذا كانت كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم » فنقول إن ثر قابلة لتكامل ريمان . 
قبل إظهار أى من خواص تكامل ريمان ‏ اشتيلتجز ٠‏ سنعتبر بعض أمثلة . لكى نجمل 
الحسابات بسيطة » اختيبرت بعض من هذه الأمثلة محيث تكون حالات شديدة توجد 
أمثلة أكثر باتحاد الأمثلة المعطاة أسفل . 

"- #أمثلة. (أ) قد لاحظنا من قبل أنه إذا كانت * ح (#)يم فإن التكامل 
يؤول إلى تكامل ررمان العادى لحساب التفاضل والتكامل الأسابى . 

(ب) إذا كانت م مقداراً ثابتاً فى الفترة [5 ,ه] » فإن أى دالة كر تكون قابلة 
التكامل بالنسبة إلى مم ومقدار التكامل يكون صفراً . 

( ج) بفرض أن م معرفة فى الفترة [8 ,©] ح فى بأنها 

به ><« ,0>(ج)عم 
ع ع>ه 1ع 
فنترك كتمرين لنوضح أن دالة كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى م إذا وإذا فقط /ر 
كانت متصلة عند © و أنه فى هذه الحالة تكون قيمة التكامل هى (0)ثم . 
(د) بفرضص أن © نقطة داخلية للفترة  ]4,8[‏ ل وبفرص أن م معرفة بأنها 
© > اع ه ,0 - (م)ع 
طعد ديع 1ع 
فكتمرين نوضح أن دالة كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم إذا وإذا فقط كانت متصلة 
عند م من المين ( معنى أنه لكل 0< توجد 0 < (8)8 بحيث أنه إذا كانت 


"6 


(ع)ق +ع >ك دع و رعيرء فنجد (ع#>|(6)/-(2)/]| . إذا كانت الدالة / تحقق 
هذا الشرط » فإن قيمة التكامل هو (6) عر . ( لاحظ أن الدالة المكاملة مم متصلة عند © 
من اليسار ) . 
(ه) بتعديل المثال السابق ء نفرضص أن / معرفة بأنها 
ن > ع ع ه ,0< (ع)ط 
> عع 21 
إن # متصلة عند © من العين وتكون دالة كر قابلة التكامل بالنسبة إلى # إذا وإذا فقط كر 
كانت متصملة عند © من اليسار . وق هذه الحالة تكون القيمة للتكامل هى (0) /. 
(١و)‏ بفرض أن يم > ,»6 نقطتين داخليتين لفترة [6,5] ح / وبفرض أن بم 
معرفة بأنها 
ب > 2« > ه بده > (جد)ع 
بو > كاه ووم ع 
ذعع>ي روه - 


إذا كانت ر متصلة عند النقط يع ,و6 ع فينتج أن ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى مم وأن 


2 : 
(ه) ألم -مه) + ل6 )لله مها - هة 1 | 
بأخذ نقط أكثر يمكننا الحصول على حاصل جمع يتضمن القيم للدالة كر عند نقط فى الفترة 7.» 
موزونة بقيم القفزات للدالة يم عند هذه النقط . 
(ز) نفرض أن الدالة كر هى دالة درشلت غير المتصلة ( مثال هم« - ه (ز)) 

المعرفة بأنها 

إذا كانت د قياسية ‏ 1 ح (*«)/ر 

إذا كانت * غير قياسية 0 حت 
وبفرض أن * ح (*)ج اعتبر هذه الاوال على [0,1]-8 . إذا كان تقسيم 2 
يتكون من 7 فترات جزئية متساوية » حينئذ باختيار / من النقط الوسطى ى حاصل جمع 
(ع يم :5)5 عمحيث تكون قياسية وتكون النقط الباقية غير قياسية ,/ > (ع ,/ :)5 
فينتج أن كر ليست قابلة لتكامل ر .مان . 


(ح) نفرض أن كر دالة معرفة فى م بأنها 0-(*)/,1-(0)/ عند * غير 
قياسية »ء #/1-(70/2)/ حيث # و 71 عددان طبيعيان ليس بيمما عامل مشترك 
خلاف الواحد الصحيح . بينا ى مثال .م - ه (ح) أن كر معصلة عند كل عدد غير 
قياسى وغير متصلة عند كل عدد قيامى . إذا كانت * ع (*#)ج » فإله كتمرين يممكن 
أن نوضح أن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى م و أن قيمة التكامل تساوى صفراً . 


وى 


4 - 4 معيار كوئى للقابلية للتكامل . تكون الدالة كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى م 
ف [4,8] - ل إذا وإذا فقط كان لكل عدد 0 < ع تقسم .0 الفترة 2 محيث 
أنه إذا كانت © و © تكريرين للتقسيم .0 وإذا كانت (ع ,7 :©)5 و (م :)5 
هما أى تحاصل جمع لربمان - اشتلتجز المناظرين » فيكون 

>إ(ع ,ز:5)0-(رع زر :)وز (29.4) 

البر هان . إذا كانت ثر قابلة للتكامل ٠‏ فإنه يوجد تقسيم عض محيث أنه إذا كانت 
٠. ©‏ ظ تنقيتين للتقسيم ,ص اء فإن أى حاضل جمع لريمان -اشتيلتجز أى حواصل 
جمع مناظرة لر مان المناظرين يحققان 8/2 >|1 - (ج , ©)5]| . 8/2 >1( ,/ :5)5| 
باستخدام متباينة المثلث » نحصل على ( 89 - 8) . 

وبالمكس » نفرضص أن المعيار يتحقق . لتوضح أنه إذا كانت كر قابلة للتكامل بالنسبة , 
إلى بم » فنحتاج لإيحاد القيمة لتكامله واستخدام تعريف 4م - 8 . نفرشن أن ,0 
تقسيم الفترة ل بحيث أنه إذا كانت © و © تكريرين للتقسيم ,0 »© فإن 

1 >|(ع م :©)5-(هع ثم زم)ىا| 
إستنتاجياً » تختار ,0 لتكون تكريراً للتقسيم .0 محيث أنه إذا كانت © و م 
تكريرين للتقسيم .© » فإن . 
17 > إ(ع مر :©)5 - (ع رم[ :م)وا (29.5) 

اعتبر متابمة ((ع ,, :.5)0) لأعداد خقيقية حصلنا علها بهذه الطريقة . ما أن ,© 
تكرير للتقسيم ,,0© حيث 1 < #. ء فإن هذه المتتابعة لحواصل جمع هى متتابعة كو ثى 
لأعداد حقيقية » بغض النظر عن كيفية. اختيار النقط الوسطى حسب نظرية ٠١-1١١‏ » 
تعقارب المتتابعة إلى عدد حقيق ما ب . 


ومن ثم ء إذا كانت 0< ع ٠‏ فيوجد عدد صميح 2 بحيث أن ع > /2/1 وأن 
2 > ارط - (ع ,, :.5)0ا 
إذا كانت م تكريراً التقسيم «0 ء فإنه ينتج من تكوين التقسيم بر© أن 
2 > 1/47 > إ(ع م :.©)5 -(ع زر :©)وا 
ومن ثم لأى تنقية 2 للتقسيم ,0 وأى حاصل جمع لريمان واشتلتجز المناظر نحصل عل 


ع > |1 -(ع مر زط)و| (29.6) 
هذا يغبت أن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج ف الفترة / وأن القيمة هذا التكامل 
عو نه . وهو المطلوب إثباته 


لاه 


بعض خواص التكامل : 
تنسب الخاصية الآنية أحياناً إلى الخطية الثنائية لتكامل ريمان _اشتلتجز . 
9 - ه نظرية . )١(‏ إذا كانت ور و ور قابلين للتكامل بالنسبة إلى م فى ل » وكان 
8 و0 عددين حقيقيين » فإن وكر8 + وه تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى يم فى ل وأن 


10 آم +148 إأء - ع4 (ورق +مه) 1 229.7 
(ب) إذا كانت كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى ديم عدم فى / » وكان 8 ,» عددين 
حقيقيين » فإن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى ووم +رع» دع فى ف/ وأن 


6 8 0 
1 أ6 +ه2 ] 3 -ع24] / (229.8) 
البرهان . )١(‏ نفرض أن 0 <ع وتفرض أن (مد,... يك ,م حيط ا 
(لا ...ددا رولا) حرط تقسيمين للفترة [8  ]4,‏ فى بحيث آنه إذا كانت © 


تكريراً لكلتا و و » فإنه لأى حواصل جمع ررمان واشتلتجز المناظرة » يكون 
> الع ,ب :©)ئ حط| ,ع>ا(عم مر :5)0-,1| 
بفرض أن يم أى تقسيم الفرة ف/ى الى هى تكرير لكلتنا يط و ويل ( مثال ذلك » 
غم كل نقط التقسيم ى و و وش لتكوين ,م ) . إذا كانت 0 تقسما للفترة 3 بحيث 
أن © .5 » فإن كلتا العلاقتين فى أعلى لا تزال صميحة عند استخدام نفس النقط 
الوسطى نمحصل بو ضوح 
(8 :1 )85 + (ع ب :©)كهه > (ع ,و]ق جره :5)0 
ينتج من هذا ومن المتباينات السابقة ان 
)اق د[ : ©)5 -811 + ((8 مر :©)5 -)ه| > إ(ع ,درق خريه :©)5 -آق رهز 


ع(8(0|+|») ع 
هذا يبرهن أن ج87 + كمه هو تكامل و8 + يكره بالنسبة إلى بم . مما يعبت جزء 
(أ) ء برهان الحزء (ب) يكون مائلا وسيترك للقارىء . وهو المطلوب إثباته 


توجد خاصية جمعية مفيدة أخرى ممتلكة بواسطة تكامل ريمان -اشتلتجز . أى » 
بالنسبة للفترة الى فبايكون التكامل ممتدا . ولكى نحصل عل النتيجة الآتية نستخدم 
الصورة للباية الى قدمت فى تعريف 4؟ - 8 . نوعاً من الباية أكثر تقييداً يتطلب المتباينة 


(ورم) لأى حاصل جمع لريمان - اشتلتجز المناظر لتقسيم (,ر ولو رو) عط 
بحيث أن 


()8 > سما 2ك ,0 . وركام روكدح رد وده > إر|| 


مه > 


هذه الصورة للهاية تستخدم غالباً لتعريف تكامل ريمان وأحياناً تستخدم لتعريف تكامل 
ريممان-اشتلتجز . لكن » يستخدم مؤلفون كثيرون التعريف الذى قدمناه » والذى يرجم 
إلى س . بولارد » لآنه يوسم بدرجة بسيطة فصل الدوال القابلة للتكامل . كنتيجة هذا 
التوسيع » تكون النتيجة الآتية ميحة بدون أى قيود إضافية . انظر "مرينات 88 ب اص. 
١4‏ - 5 نظرية . (أ) نفرص أن 8 > » > © وأن كر تكون قابلة للتكامل بالنسية 
إلى م فى كلتا الفترتين المزئيعين [8 ,6] و [4,6] . إذن كر تكون قابلة للتكامل بالنسية 
إلى م ف الفترة [8 ,4] ويكون 
146 إجهة | -هة1 ]| )09.9 
(ب) نفرض أن ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى م فى الفتّرة [5 ,4] ونفرض .أن © 
تحقق 8 كد » 5 © . فينتج أن ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى بم فى الفتّرتين الحزئيتين 
[6 0 ] و [© ,2] وأن قانون (و؟- و) يظل صميحا . 
البرهان . (أ) إذا كانت 8<0 » نفرضص 24 تقسيم الفترة [© ,4] بحيث أنه إذا كانت 
“م تكريرا للتقسيم / » فإن المتباينة ( #4 #) تظل سميحة لأى حاصل جمع 
ربمان - اشتلتجز . نفرض أن يط هى التقسيم المناظر للفترة [6,8] . إذا كانت ,2 
هى التقسيم الفترة [4,8] المكون باستخدام نقط التقسيمي ى#ط و يط ء وإذا كانت 
م هى تكرير للتقسيم يم » فنجد أن 
( ,1 :"5)5+(ع :)5 - رع م رط)و 
حيث ”او “م تدلان إلى تقسيمى [8 ,6] و [4,6] المستنتج بواسطة م وحيث 
تستخدم النقط الوسطى المناظرة . لذلك » نحصل على 
| هكم ع-ههى] جعهر ]| 


28> إ(ع ركم ع-ههر] |+| معكمك-هة || 
ينتج أن ثر قابلة للعكامل بالنسبة إلى مم ى [8 ,] وأن القيمة لشكاملها هى 
14 ]+1[ 


(ب) سنستخدم معيار كوشى 8؟ - 4 لنبرهن أن كر تكون قابلة للعكامل فى [4,6] . 
ما أن كر قابلة التكامل فى [4,6] » فبأخذ 0 < م يوجد تقسيم ,0 لفترة [6,©] 
حيث أنه إذا كانت © و © تنقيتين للقبم ,© » فإن علاقة (4؟ - 4) تظلقائمة لأى 


امون 


حاصل جمع ررمان - أشتلتجز المناظر من الواضح أنه بمكننا افتراض أن النقطة © تنتمى 
إلى تقسيم .0 ء ونفرص أن :0 تقس الفترة [© ,4] ويتكون من هذه النقط للتقسيم ,© 
الى تنتمى إلى [©4,6] . نفرض آن '0 ,2 تقسمان للفترة [6 ,ه] اللذان هما تكريران 
للتقسيم م 0و نحصل على امتداديهما للتقسيمين © و © للفترة [8 ,6] باستخدام النقط فى 
.© الى تنتمى إلى الفترة [5 ,ع] . بما أن © و م تكريران للتقسيم .0 » فينتج أن علاقة 
(4-14) تظل قائمة » لكن » مزالو اضح من حقيقة كون © و © متطابقتين فى [6,8] 
ذلك » إذا استخدمنا نفس النقط الوسطى ء نجد أن 
ع >|(ع ‏ : ©5)0 - (ع كر زط)و| - إرع ,] :'5)0 -(ع مر :“0)وا 

إذن » معيار كوشى يثبت قابلية التكامل للدالة كر بالنسبة إلى م فى الفئرة المزئية [© ,4] و نفس 
المناقشة تستخدم أيضا للفترة [8 ,6] . و بإثبات هذه القابلية للتكامل فإن جزء (أ) يثبت 
صحة القانون ( و5 - و) . 

حيث أننا م نستبدل الدورين التكاملية كر والمكاملة يم » فربما لا يخطر على بال القارىه 
أنه ر مما يكون من الممكن عمل ذلك . و بالرغم من أن النتيجة الآتية ليست بالضبط مثل « قانون 
السكامل بالتجزىء » لحساب التفاضل والتكامل » فإن النتيجة متقاربة ونشير إليها عادة بذلك 
الإسم . 

9 - م تكامل بالتجزىء . تكون دالة كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى بم فى [8 ,4] 
إذا وإذا فقط يم كانت قابلة للتكامل بالنسبة إلى /ر فى [5 ,4©]. فى هذه الحالة يكون 

م 0 
' (6)و(م)1- ()وده] - يفع بإ جهة 1 ]| (29.10) 


البرهان . سنفرض أن ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم . نفرض أن 0 < © وتفرض 
أن ,8 تقسع الفترة [6,8] بحيث أنه إذا كانت © تكريرا التقسم ,8 » (8 ,/ 5)0 
هى أى حاصل جمع ر يمان - اشتلتجز المناظر » فينتج 


نك 


عه 0-1 07) | (29.11) 


الآن نفرض أن تكرير التقسيم . ونعتبر حاصل جمع ر.مان - اشتلتجز (/ ,ج :5)2 
المعطى بأنه 


(لسه)1- (سالال(قاة يل < 7ع نهد 


حيث يدك يق > ريد . نفرض أن (مولا,. . . ,رلا ,ون) - 0 تقس الفرة [8 ,4] 
الى حصل علهيسا باستخدام كلعا ,تم ع 36 كنقط تقسيم 2 ومن ثم علا ح بولا » 


1 


تيور . اأجمع واطرح الحدود (يدلز)92:(8)/ عند 8 ,...,1 ,8-0 إلى 
(كررع )ىم واعد الثر تيب لتمصول عل 


(لمتا)ع - )ع 101 0 (©)ع(ه)] - (5)ع(0)] - زر رع :6)وى 
حيث تختار النقط الوسطى 58 محيث تكون النقط :3 إذن نحصل على 
(ه 5 ©)5-(م)ع(م)] -(0)ع(0)] - (] رع :)5 
حيث التقصم (,ونز , . . . ,دلا رولز) - © 
تكرير للتقسيم .م حسب قانون (9 - »)١١‏ يكون 
»> |إهة | -جموتم)1-«ودهر|- ررح نمه | 
بشرط أن م تكرير للتقسيم, . هذا يبرهن أن بم تكون قابلة للتكامل بالنسبة إل /ر 
فى الفترة [5 ,6] مما يثبت قانون ( و؟ - )١٠١‏ وهو المطلوب إثباته . 
تعديل التكامل : 
عندما يكون الدالة المكاملة يم مشتقة متصلة » فن الممكن ومن المناسب غالباً أن نستبدل 
تكامل ر مان - اشتلتجز بتكامل ربمان . نقرر الآن صصة هذا الاختز ال . 


وم م نظرية . إذا كانت المشتقة “يم موجودة ومتصلة فى ل وإذا كانت /ر 
قابلة التكامل بالنسبة إلى م » قان حاصل الضرب “ه ث/ر قابل لتكامل ريمان 


0 0 
16 | عه | (29.12) 

البر هان . الفرض يدل أن “ع متصلة بانتظام فى ى . إذا كانت 0 < ع » فتفرض 
أن (<,...د رو دم تقس فى محيث أنه إذا كانت يتم و هي تنتمى إلى 
[»* ,-»] فيكون ع > إ(ءي)'ع -(,8')5] . تعتبر الفرق بين حاصل جمع ر يمان - 
اشتلتجز (ع ور :)85 وحاصل جمع ر يمان ('/ :)5 » باستخدام نفس النقط الوسطى .5 
لإجراء هذا نمحصل على حاصل جمع دود فق الصورة 

لد -سالة) '580(8)] - [(د)ع - (د)ع)(ة) 1 
إذا طبقنا نظرية القيمة المتوسطة 5١9‏ على يم »© فيمكننا كتابة هذا الفرق فى الصورة 
(م -»)((5)ع -(5) 15018 

يت نقطة ما فى الفترة[يد ,._.] . با أن هذا الحد يكون مسودا (ومسيطرا) 
بالكية (-مد - .*) |[/|| © فنستنتج أن 


5 


(ه - 6) |أراا ء > ارهز :©)5 - رع زر زم)و| 
حيث التقسبع م يكون دقيقا بدرجة كافية . بما أن التكامل فى الطرف الأيسر من (18-0) 
موجود وهو الهاية لحاصل جمع ريمان - اشتلتجز (ع ,كر :)5 » فنستنتج أن التكامل فى 
الطرف الأيمن ( و؟ - ؟١)‏ موجود أيض] وأن التساوى يظل حيحاً . 
وهو المطلوب إثباته 

لامتداد هذه النتيجة » أنظر نظرية .٠م‏ مو, 

- 4 أمثلة . (1) ينتج من النتائج التى ستبر هن فى باب .م أن الدالة +« (*) كر 
قابلة للتكامل بالنسبة إلى ** ح (*)ع فى [1 ,0] ح ”ل . وبفرض هذا » فإن نظرية ومسم 
توضح أن 


2 1 1 
-ِ ماد مه 2 ]| - افع | 
3 0 0 


( قد استخدمنا هنا نتائج من حساب التفاضل والتكامل الى سير هن فى باب )87٠‏ . 
(ب) إذا استخدمنا نظرية و* - +7 للتكامل بالتجزىء للدالة الموجودة فى (أ) » 
نحصل على 


03 
(ج) ينتج من نتائج ستبرهن فى باب .م أن +« هله ح (<)ثر قابلة للسكامل بالنسبة 
إلى كر ف الفترة [0,/2] ح ى . بفرض هذا » نحصل على 


/2 


1 1 1 
|ا-1 عه ثم ]|- | - )4ه ا 
0 0 0 


2/” 2/2 
|0 هاة) - حل عد وك عر مأو | -0ه صذة) 4 2 ملو || 
5 0 0 


( د) إذا استخدمنا نظرية 5 - *؟ للتكامل بالتجزىء إلى جزه ( ج ) نحصل على 


2/” 2/* 
(دمنة) ل ع« دزو |- 
0 0 


2/* 
2(« صلة) > (ع« مزأة) 0 ع« صنو || 
0 


ومن ثم ينتج أن 
1 2/* 
05-0 
(ه) نورد أكبر دالة صميحة فى © إل 8 ؛ الى نرمز إليها بالرمز الخاس [.] 
والمعرفة بأنه إذا كانت 8 جع » فإن [*] هى أكير عدد صحيح أقل أو يساوى * . ومن 


ثم 3--[2,1-2.5-[3,]6-[جس] . يحب على القارىء عمل رمم تخطيطى هذه الدالة 
وملاحظة أنها متصلة من المين » بقفزات مساوية للواحد الصحيح عند الأعداد الصحيحة . 


2 
*(ع صنة)؛ > (عر مزة) ل عد مزو / 
0 


كس 


ينتج أنه إذا كانت ثر دالة متصلة فى [5 ,0] + فإن حر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى 
[0,5]ء» م [*] > (#)ع ءوأن 
10 - عه صر | 
(ف) ينتج من باب .م أن 2 ح(*)كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى كلتا 
[]- (م)وع و*-(*)بق8 على [0,5] . لذلك فهى قابلة للتكامل بالنسسية إلى 
[<1++ -(*)ع ويكون 
لله | جع خد] ل للحا جم | 


- 153+ 12+ 22+ 32+ 424+ 2 


تمويد دنات : 
وم- (أ) إذا كانت ثر ثابتة فى الفيرة [8 ,4] ٠»‏ فإنها قابلة للتكامل بالنسبة إلى 
أى دالة وأن 


لماع -( هاده )1 - هه 1 ]| 
9 (ب) إذا كانت يم كافى مال و؟ - م (ج) » أثبت أن ثر قابلة للتكامل 
بالنسبة إلى م إذا وإذا فقط كانت ث/ر متصلة عند © . 
9 (ج) بفرض أن م معرفة فى [0,1]-8 بأنها 0 - (#)ع عند 4 > * ك 0: 
1 - (<*)م عند 1 ك * > ف . أثبت أن ثم تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم فى 7 إذا 
وإذا فقط كر كانت متصلة عند ل من المين . فى هذه الحالة تكون قيمة التكامل هى ( 4)/ر . 
؟ > (د) وضح أن الدالة ير » المعطاة فى مثال 4؟ - 8 (ح) قابلة لتكامل 
ررمان فى 1 وأن القيمة لتكاملها هى صفر . 
و - (ه) إذا كانت ثر قابلة لعكامل فى [5 ,©] بالنسبة إلى كر » فإن 
0م - *((ط) 0 - يه 1 
(1أ) أثيت هذا باختبار حاصل جمع ر مان اشتلتجز لتقسيم ‏ (,...,,* ,م*) م2 
الثى نحصل عليه بأعذ «د ديع و ,يددع 
(ب) أثبت هذا باستخدام نظرية التكامل بالعجزىء و5 - 7 . 
و - (و) أثبت مباشرة أنه إذا كانت ثر أكبر دالة أعداد صحيحة [2] -(*)/ 
المعرفة فى مثال 9؟ - 4 ( ج) » فإن كر ليست قابلة الشكامل بالنسبة إلى ثر فى الفترة [2 ,0] 


يذه 


9 - (ز ) إذا كانت كر هى دالة قابلة لتكامل ريمان فى [1 ,0] » فإن 


لكل ع سني[ 
9" - (ح) وضح أنه إذا كانت م ليست قابلة للتكامل فى [0,1] » فإن المتتابعة 
المتوسطات 


ر بما تكون أولا تكون تقاربية . 

19 - (ط) وضح أن الدالة # » المعرفة فى 8 يأنها * ح ()م عند ا قياسية 
0 > (*)/م عند + غير قياسية » ليست قابلة لتكامل ريممان فى [ 

9 - (ى) بفرضص أن ثر قابلة لتقابل ر يمان فى [8 ,6] . إذا كانت يكر دالة فى 
[6:©] إك 8 بحيث أن («)ثر ح (<)كر ماعدا عددا محدردا من نقط فى [4,5] + 
أثبت أن ور قابلة لتكامل ريمان وأن 

1-1 


أى أنه بمكننا تغيير القيمة لدالة قابلة لتكامل ريمان - أو نتركها غير معرفة - عند عدد 
محدود من نقط . 


. 


9 - (ك) اعط مثالا لتوضيح أن الاستنتاج التمرين السابق ربما يفشل إذا كان العدد 
النقسط المستثناة لا نهائها . 


9 - (ل) بفرض أن ((,م)عء وبفرضص م معرفةعل 6,81] بأنها 
0-0 م [1دعزننمن عند ع##ع ,[طره]ء ." إذا كانت 8ج رم به]: زر 
متصلة عند © أثبت مباشرة أن كر تكون قابلة لتكامل بالنسبة إلى © » وأن # تكون 
قابلة لتكامل بالنسبة إلى كر وأن 

مللهع | دعه 1 | 


4 - (م) نفرض أن ثر قابلة لتكامل بالنسبة إلى م فى [6,8] . إذا كانت 
8 <- [58 ب,ه]:دم نحيث أن («مع > زجاع باستثناء عدد محدود من نقط فى (8 ,4) الى 
عندها كر تكون متصلة » فإذن كر تكو قابلةالتكامل بالنسبة إلى ,جم وأن 
م14 ]| دهة 1 


55 


وم - إ(ن) تفرض أن ع متصلة فى [4,8] وأن («)ع جاعد موجودة ومتصلة 
فى (١[5,ه]‏ ء» وأن الهايات بطرف واحد 
(«اع دنا ددء)م ‏ ,عع سناء دمع 
موجودة . إذا كانت كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم 2,5[3] » فإن “#ر مكن تعريفها 
عند © بأنها قابلة نتكامل ر يمان فى الفترة [8 ,©] ومحيث أن 


1-16 


( ارشاد : اعتبر حمرين اط - ن ) . 
وم - (س) إذا كانت ثر قابلة لتكامل ريمان فى [5,5-] ء أثبت أن ر 
قابلة للتكامل بالنسبة إلى | *| - (#)م وأن 


[1> [1-1 


وم - (ع إذا كانت (ود,... ,در دم تقسم لفرة [4,5] - ل ء 
وبفرض أن || || معرفة بالتعريف 
...و2 م1 خل: برد - بع صن > إ|ضا| 
فإننا نسمى || 2 || العسود للتقسم ل . نعرف ثر بأنها قابلة لتكامل - (0) بالنسبة إلى 
8 فى ف فى حالة وجود عدد 4 بالخاصية الى تقول أنه إذا كانت 0 < م فإنه يوجد 
8(<0)ة بحيث أنه إذا كانت (8)6>ضل| وإذا كانت ( :)5 أى حاصل 
جمع ر يمان - اشتلتجز المناظر » فإن ع>(4.-(ع ,/:)5| . إذا كان هذا يتحقق فإن 
العسدد4 .يسمى تكامل -(م) للدالة كر بالنسبة إلى مم فى / . وضح أنه إذا كانت كر 
قابلة للتكامل - (4) بالنسبة إلى بم فى / ء فإن كر تكون قابلة للعكامل بالنسبة إلى يم 
( معنى تعريف وم ب ؟) وأن القيم هذه التكاملات تكون متساوية . 
وم - (ف) بفرض أن عم معرفة فى #4 كما فى أمرين 89 اج وضح أن دالة 
محدودة عر تكون قابلة للعكامل - (ه) بالنسبة إلى ع بمعنى الدّرين السابق إذا وإذا فقط كانت 
كر متصلة عند حيث القيمة لعكامل - (ه) هى ( 4)ثر . إذا كانت 2/ معرفة بأنها 
> + ع0 ,20(ع)ط 
1>>عة ,1ع 
فإن # تكون قابلة لتكامل- (ه) بالنسبة إلى مم فى [0,4]) وق [1]51 لكن 
ليست قابلة لتكامل - (ه) بالنسبة إلى مم فى [0,1] . ومن ثم ريما تفشل نظرية 
وم - 5 (]) لتكامل -(ه) . 
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٠‏ - (ص) نفرض أن * > (*)ع عند رع . وضح أنه يوجد هذه المكاملة 
دالة كر تكون قابلة للتكامل بمعنى تعريف 84 - 8 إذا وإذا فقط كانت قابلة لتكاءل 
-(8*) معى منهوم تمرين 89 ا بل 

9 - (3) يفرض أن ثر قابلة لتكامل ريمان فى / ويفرض أن 0 < (<)ثر 
عند عع« إذا كانت كر متصلة عند نقطة رع وإذا كانت 0< )ير + 
فيكون 

]<0 


4؟ - (ر) بفرض أن ثر قابلة لتكامل ريمان فى ل ويفرض أن 0 > («)ر عند 
2101 وضح أن 
در ]| 


(أرشاد : لكل 7610 ء نفرض 14 هى الأقفال لفثة النقط 37© 2 محيث أن 
7 < («)ثر واستخدم تمرين ( 1١‏ - ن) . 


مشروعات : 


. يستخدم التوضيح الآتى أحيانا كتقريب لتكامل ريمان - اشتلتجر‎ © - ٠ 

تكون الدالة المكاملة بم تزايدية باطراد فى الفترة 4 . ( هذا التطوير له الميزة الى 7 ا 
يسمح لتعريف التكاملات العليا والسفل التى تكون دائما موجودة لدالة محدودة م . لكن » 
له عيب وهو أنه يضع قيداً إضافيا على م و ,ميل لخدش الدائل بدرجة ما لتكامل ريمان ‏ 
شتلتجز المعطى بالتكامل بالتجزىء نظرية ( 8 - 7) . إذا كانت (مد,. .. برديو) م 
تقسيا للفترة [5 ,©] ح ل وأن ثر دالة محدودة فى ل فتنفرض أن ركة و ره معرفتين 
بأنهما الأدنى والأعل للدالة ند > + ع ,بر :(*)/) على التر تيب بالنسبة للتقسيم مر هعرف 
حاصل الجمع الأصغر وحاصل المع الأعلى للدالة كر بالنسبة إلى مم كايل : 


«((وم)ع - (ود) ع )بام 52 80 مآ 


ماع -60 )10 2 دع :مان 


(أ) إذا كانت (م ر,:م)5 أى حاصل جمع ريمان -اشتلعجز المناظر إلى .م » فإن 
(8 :انآ ك (ع :)5 > رع ,]:م)ء1 


ف 


(ب) إذا كانت 0 <ع فإنه يوجد حاصل جمع رممان - اشتلعجز (ع ,/:ط),ى 
لناظر إلى م حيث أن 
ع +( ,5 زط)ط > رع م زطيرق 
.أنه يوجد حاصل جمع ريمان - اشتلتجز ( :)5 المناظر إلى © بحيث أن 
١‏ (© ,م زط)ءة ع ع - رع ,7 :)تنآ 
(ج) إذا كانت © و © تقسيمين للفترة فى وكانت © تكريرا للتقسيم ه رأى 
أن» وحص ) » فإن 
(ه 5 :)نآ > (ع ,]أ :©)11 >( ,1)0:1 ع (ع ,[:ط)آ 
( د) إذا كانت وم و وط أى تقسيمين للفترة ه » فإن ' ( ,] زرط)نا > (ع ب[ زرط)آ 
[ارشاد : افرضش أن © هو التقسيم الذى يكون تكريرا لكلتا و وا يم 
واستخدام (ج ) 1 . 
(ه) عرف التكامل الأدنى والتكامل الأعل للدالة عر بالنسبة إلى بم ليكونا على 
البر تيب 
((8 ,1 :6)آ) صده - (ع ,)سآ 
((2 ,7 :6)ن]) كمذ- رع ,)نا 
هنا يؤخذ الأعلى والأدفى على جميع كل تقسيمات 8 لفترة في . أثبت أن (8 ,)نا > (ج ,)1 
(و ) وضح أن كر تكون قابلة للعكامل بالنسبة إلى الدالة التزايدية مم إذا وإذا فقسط 
كان التكامل الأدنى والتكامل الأعلى المذكور فى (ه) متساويين فى هذه الحالة تكون القيمة 
المشتركة لهذين التكاملين مساوية إلى 


م 
وضع أن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى م إذا وإذا فقط تحقق شرط ريمان الآ وهو : 
لكل 0 < ع يوجد تقسع ط/ بحيث أنء > (م ب[ :ط)ءآ -( ,] :)نآ 
(ز) إذا كانت كر و وكر محدودتين ى ى ء فإن التكامل الأدنى والتكامل الأعلى 
للدالة كر -4 ير يحققان 
و(ع ,و[)سط + (ع ,,[)ط < (ع و[ + ]هآ 
(ع .])نا + رع ىك)انآ ع (ع و[ +ى )نا 
أثبت أن تلك المتبايئة الدقيقة مكن أن تظل صحيحة فى هذه العلاقات . 
- 8 هذا المشروع والمشروعان الآتيان تقدم وتدرس عائلة هامة من الدوال الى ها 


يذنا 


« تغير محدود» فى فترة مدمجة . نفرض أن © ح [ة ,ه]:/ معطاة ١‏ إذ!ا كانت 
>٠٠ ١>, >5(‏ لكوع عدو)ادم 


تقسما للفترة [5 ,4] » نفرضص أن (6)بنا معرفة بأنها 
السك)1- لمر بلا - زم)به 


إذا كانت الفئة ل[ :(0)بن1 تقسما للفترة [8 ,2] محدودة » فنقول أنثر لا تغير محدود 
فى [4,5] . المجموعة لكل الدوال الى لا تغير محدود فى الفترة [5 ,©] يرمز لها بالرمز 
([0 .ه])87 أو بالرمز رم ,م]8197 2 . إذا كانت [م ,م]810 عم . فنجد أن 

مبرص)رد صن - [ؤ به]/1 تقسم (م ,م] * 
نسمى العدد [م ,]1 التغير الكل للدالة كر فى [8 ,6] . أثبت أن 0[ ,ه]نا 
إذا وإذا فقط كانت كر دالة ثابتة فى [8 ,4] . 

(أ) إذا كانت 8 +[(ط,ه]:م/ وإذا كانت © و © تقسيمين للفترة [4,5] » 
وإذا كانت © دم » أثبت أن (0),: - (ط)بن . إذا كانت [طيه]/ا81 عم © وضح 
أنه توجد متتابعة (,) لتقسيات الفترة [8 ,6] بحيث أن ((.8),ن) مساك [ط به]/ا 

(ب) إذا كانت كر دالة تزايدية مطردة فى [8 ,4] » أثبت أن [817]4,5/) وأن 
(0)ير-- (ة)ثر ح [5 ,ه]م 7 . ماذا إذا كانت كر دالة تناقصية باطراد فى [5 ,4] ؟ . 

(ج) إذا كانت 8 <-[4,5]:ة تحقق شرط لبشكز إبر-»| 34 > |(رم-()ع| 
لكل بر, فى [4,5] ء أثبت أنه [ط,ه]لاهعع وأن (م- م80 > [ط ,مارلا 
إذا كانت 84 ك («)'م لكل [ط,ه]عع ء فإن [طيم]7اهع,م > 

(ه -ط)كة > إط به],/ا 
لكن » اعتير :#/. -()خ فى [0,1] 

(د) إذا كانت #8 ح[0,1]:م/ معرفة على 0 > (<)ثر عند 0 صديراء 
(/1) هذه - (2)/ عند 1 ك « > 0 . أثبت أن ثر ليس لا تغير محدود فى [0,1] . 
إذا كانت م معرفة بأنها (*<) ركد > (*)ع عند [1 ,0]ج ء» أثبت أن بم متصلة وليس 
لها تغير محدود فى [0,1] . لكن ء إذا كانت #4 معرفة يأنها (#)لر 2 ح (غ«)/ عند 
3 * أثيت أن #ليس لطا تغير محدود فى الفترة [1 ,0] . 

(ه) إذا كانت إن ,م]/اهعم وضح أن [(ط يه]/ا+(م)م| > إ()/| لكل 

[طبه]ء * » بحيث أن ثر ليست عحدودة فى [6 يه]/ا + إلهار|> بارا [5يم]-1 

(د) إذا كانت عرغ» و [56,ه]810ععم وضح أن م+/ ورك تنتميان إلى 
[6,ه]8 وأن 
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بلط بهارلا |»| -[طبهامما 
[طيه ]ل +[ط ,مها ,لا > (ط به ]يمرلا 


وإذن يكون [8177]4,5 قيمة فراغ الدوال . 
(ز) إذا كانت [5بهالاهء8 / أثيت أن حاصل ضرب ج كر ينتمى إلى 
[6 ,]87 وأن 
[5 به باع || + [ط ,عا" باأر| ك [ط بعالا 
وضح أن خارج قسمة دالتين فى [ط ,©]/817 رما لا ينتمى إل [5 ,9] 81 . 
(ح ) أثبت أن الرامم [5 ,ه]نا جام ليس ععوديا على متجه الفراغ [9 ,877]4 » 
لكن الراسم 
[5 يم]ثا+ إله)م| > عماار از 
عمودى على هذا الفراغ . 
وم - ب نستمر فى در استنا لدوال ها تغير محدود فى فأرة ‏ 28 4,5[2] 
)0( إذا كانت [ث ,]نهعم وإذا كانت (6يه)عت » أثبت أن القيود على 
بر إلى [2,2] » [5 ,ع] ها تغير محدود فى هذه الفترات وأن 
[طن ]لا +[ء بعالا -[ط بهالا 
وبالمكن » إذا كانت اح زط ,ه]:ع بحيث أنه لبعض (5 ,)عم تجد أن[ بم]لاه عم 6 
[طهالا'قء ع فإث رد بم]لا8هء ع 
١ب‏ إذا كانت 1 ]7 ء ]1 » فتمرف [<*«يه]/ -(<«)بم عند 
[قع)ع د اء 0-(هم)بم أثبت أن بم دالة تزايدية فى [6,5]. 
١ج)2‏ لاحظ أنه إذا كانت 8>- عع ع هم »ع فإن 
١1‏ نمدالا ع ()] - 100 
أثبت أنه إذا عرفنا («)م-(*)رم - (:«)به عند [طيه]ءع عد ء فإن عرم تكون دالة تزايدية . 
(د) أثبت أن دالة © +-[ط ,ه]:/ تنتمى إلى [م ,م]/81 إذا وإذا فقط كانت عبارة 
عن الفرق بين دالتين مثز ايدتين . 
(ه) إذا كانت [ظ ,ه]8317 عم متصلة من المين عند النقطة (طيه]عه © وإذا 
كانت 0 < ع » أثبت أنه يوجد لا < 8 وتقسيم بحيث أنه إذا كانت 
(عت ند >>> غ) - © 


تقسيا دقيقا كايا فى الفترة [8 ,6] حيث 8 > ميد ء فإن 
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1ه معان +ءؤ > ال )1 - (نمار| 2 +ء1 ع 46-[ط ب,ه]/ 


ومن ثم ينتج أن 
>[ط معان -[5 هالا >[ ,]لآ 
وضح أن ر متصلة عند [6يه]ءء » إذا وإذا فقط كانت ,م متصلة عند م . 

(«) استنتج أن دالة متصلة © ح [طي,ه]:/ تنتمى إلى [87]2,8 إذا وإذا فقط 
كانت الفرق بين مز ايدتين متصلتين . 

7 2 5 برهن ليبيج على أن دالة لها تغير محدود يكون لا مشتقة عند كل نقطة ربما 
ماعدا نقط الفئة « مقياس صفر » البرهان لذه النتيجة صعب نوعا ما وسوف لا يلخص هنا * 
لكن سوف نحصل على بعض خواص أكثر لمثل هذه الدوال . 

(أ) إذا كانت [6 .]810 ء] وإذا كانت (ط,ه)اعء ء فإن نهاية الطرف الأعن 
وناية الطرف الأيسر للدالة كر عند 6 موجودتان . هاتان البايتان متساويتان ربما ما عدا 
النقط لموعة عددية من نقط فى الفترة [4,8] . 

(ب) إذا كانت (ي/) متتابعة لدوال متصلة فى [8 ,] 87هوكانت تتقارب فى [8 ,4] 
إلى دالة كر » وضح أنه لا ينتج أن كر تنتمى إل [5 ,4] 817 . 

(ج) نفرض أن (بر/ر) متتابعة فى [8 ,8177]4 ومتقاربة عند كل نقطة للفترة [8 ,4] 
إلى الدالة كر » ونفرض أنه عند يعض 0 < 384 يكون 34 > ١[‏ ,ه]17 لكل للع أثبت 
دن كر تنتمى إلى [6,ه]/81 وأن ير ع [ط ,ه]نا 

( د) نفرضن أن (وكر) متتابعة فى [6 ,81/]6 بحيث أن 

محدبمااء- ,| عند صمح ,وم 
أثبت "أنه توجد دالة [ط يه]/ا8 عم بحيث أن 
0ج م/م - 7 عند بس جيم 

(ه) نفرض أن (يكر) متتابعة لدوال متزايدة باطراد » معرفة فى [4,8] - 7 
بحيث أن 6 > :|| لكل ع . استخدم العملية القطرية للحصول عل متتابعة جزئية 
(ع) لدالة (ركر) بحيث تتقارب لكل عدد قيامى / فى [4,5] . عرف 

(0اج) سنا )ع عند [5 به]0 0©ء, 
أثبت أن م متزايدة فى [5,م]م 0 . نعرف مم عند (6,م]ع 0 كهاية الطرف 
الآمن ()ع ...ذا - (ج)ع ‏ أثبت أنه إذا كانت (6 به]ع © هى نقطة اتصال الدالة يم فإن 
(©)ع مسسنا- (ع)ع ويما أنج للا عل الأكثر مجموعة معدودة من نقط عدم الاتصال فإنه 


ين 


بمكن استخدام تطبيق للعملية القطرية أيضاً تمصول عل «تتابعة جزئية (مم8) للمتتابمة (مر8) 
الى تتقارب فى كل مكان من [84,5] . 

(و ) باستخدام جزء ( ه) » أثبت النتيجة الآتية » المساة بنظرية اختيار هيللى . نفرض 
أن زور ) معابمة لدوال فى [8 ,»]817 محيث أن 32 > .و|]|| لكل لزع« فإذن توجد 
متتابعة جز ئية للمتتابعة (برث/ر) وتتقارب عند كل نقطة فى الفترة [ ,©] لدالة [5 ,ه]8:50» زر 
حيث عندها يكون كل >> بوااراا 


الباب الثلاثون ‏ وجود التكامل : 
كونا فى لباب السابق بعض خواص مفيدة لتكامل ر .مان - اشتلتجز . لكن » لم نوضح 
للآن إثبات وجود التكامل لدوال كثيرة جداً . 
سر كز فى هذا الباب اهتامنا على دوال متكاملة متزايدة باطراد » مع أن معظم ما تعمله 
يمكن امتداده إلي دوال م الى لها تغير محدود فى فترة [8 ,6] - ل ممعنى أله يوجد ثابت 
0 < 34 بحيث أنه إذا كانت 
ده بم دور 
أى تقس لفترة فق » فإن 
4 ك لمع -(ت)ع| 2 (30.1) 


من الواضح أنه » إذا كانت ج متزايدة باطراد » فان حاصل الحم فى ( :7 - )١‏ يعتير 
تلسكوبيا ويمكن أخذ (4)ج - (5)ع ح كر . ومن ثم دالة مز ايدة باطراد يكون لا تغير 
محدود وبالمكس ء يمكن توضيح أن كل دالة لا تغير محدود هى عبارة عن الفرق بين دالتين 
مث ايدتين . (أنظر مشروع وم ل 87) . 

ستثبت أولا نقيجة قوية جدا . 

.م - ١‏ معيار ريمان لقابلية التكامل . نفرض. أن [ 6,8 ] ح- فى وأن م متزايدة 
باطراد فى # . دالة © ج :م تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى بم فى الفثرة ل إذا وإذا فقط 
فإِنْ كان يوجد لكل 0 < ع تقسيم ع2 للفترة بحيث أنه إذا كانت (يرن ,... ,301 ون6) دمر 
تكريرا للتقسيم عم فإن 

م > (لج ومع - (و) ها لد - ,04 ب (0.2) 


1-8 
حيث ‏ ([ندى_بداء «: (ع«)ير) مصذح ب 014ه ل[ دود © + : ()/) مد ع ,84 عند 
...و1 حت ارء. 


لفف 


البرهان . إذا كانت ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى مم وأن 0 < ع معطاة » فتفرض 
أن ع تقسيم للفترة فى بحيث أنه إذا كانت (يىر ,... ,1* ون») حص تكريرا لتقسيم 1 ء فإن 
0 
ع>|عة1 ]| -و نمه | 
لأى حاصل جمع ريمات - اشتلتجز المناظر إلى م . نختار الآن رت و رط ف [رع در 
محيث أن 


+ رم >> (ة)1 . ,(ر)] > ع ك1 


هذا يدل على أن 28 ++ (رع) كرح (رر) ر > رهم سر 4ل ومن ثم 
الجاع - (بمها 100 ب د ((سبمع -(واها(:: - 04 ب 


ل 


((ه)» - (ط) ها 2 + ((وماع - (بع)(يه)1 ل - 


الآن يحتوى الطرف الأيمن هذه المتباينة على إثنين من حواصل جمع ريمان - اشتلتجز المناظرة 
إلى م » واللذين لا مكن أن يكون الفرق بينبما أكثر من 28 . ومن ثم يتحقق الشرط 
(.م - )١‏ عندبا ع تستبدل بالمقدار ((م)ع - (6)ج +28]1 

وبالمكس نفرض أن 0 < ع ممطاة وأن م تقسيم بحيث أن ( .م - ١‏ ) تظل قائمة 
لأى تقسيم (يد, . . . ورد روبد) - هين التقسيم ع . تفرض أن( ,. . . رزلا ,6() - 0 
تنقية أو تكرير التقسيم اء سوف نحسب الفرق (8 ور :5)0 - (خ ,كروم)8 لحاصل 
الممع المناظرين . بما أن كل نقطة فى 2 تنتمى إلى © يمكننا كتابة كلا من حاصل الفمع فى الصورة 


«السمرع - (و عا لسر ير - 2 ,1 :)د 


(لسنوع - لاله يي دو ]رود ' 


لكن ٠‏ لكى نكتب (ع ,كر :)5 بدلالة النقط فى © © يجب السماح بعكرار النقط يل 

ولانحتاج إل إنتاء ييلة لك [بو,._يبرع] . لكن ء كلامن يزلة » ينا تنتمى تأكيدا إلى 

فترة ها [بد,ر_بد] وفى هذه الحالة بح 184 > |(مت)] - (ه)م]21 . بالضرب ى 

0< (ي)ع -(20)ع ثم الجمع ء نحصل عل ش 
ع > ((-بد)ع - (ود)ع)(,” - ,3) /3 > |(ع ,] :5)0-(ع ,[ :5) وا 

أخيراً » نفرض أن “و 2 تكريران اختياريان التقسيم ع ونفرض أن © تكرير 

مشترك لكل من “ و 2 . بما أن النقاش السابق يطبق على كل من ' و 5 ء فنستنتج أن 


يفف 


الفرق بين حاصل الممع (ع بكر :)5 > (ع بكر :")5 يكون مساويا على الأكثرع2 . ومن ثم 
يستخدم معيار كوثى و7 - 4 لإثبات قابلية التكامل للدالة بر . وهو المطلوب إثباته 


.م - 0 نظرية القابلية للتكامل . إذا كانت ر متصلةء مم متزايدة باطراد فى ل » 
فإن كر تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى م فى ل . 

البرهان . حيث أن / متصلة بانتظام فى 4 » فبأخذ 0 < ع نجد أنه يوجد 0 < (8)8 
بحيث أنه إذا كانت عبر بد > (8)8 > | ضرح ]| فإن ع > | ()مر- (7)2| . 
تفرض أن (م2 ,... ,:2 ,20) حيط تقسيم بحيث أن (ع)8 >[ه ع2 مناد 
إذا كانت ( يي ,2.2 بن ,و ) ام تكريرا لتقسيم ,اء فيكون أيضاً 
(ع)8 > لبد - بد مده وكذلك ,ع > ,2 ,84 ء ومنها ينتج أن 

((م)ع - (ط)ع)اء > ومع - (و) وا( -314) !لا 
1ل 

بما أن 0 < ع اختيارية » فإن معيار ريمان يستخدم وهو المطلوب إثباته 

ه«-م نتيجة . إذا كانت ث/ر مطردة وكانت بم متصلة فى ل ء فإن ث/ تكون 
قابلة للتكامل بالنسبة إلى م فى ل . 

البرهان . استخدم النظرية السابقة ونظرية و5 - +7 للدالة “رلك . 

وهو المطلوب إثباته 

بمكننا معيار رريمان من توضيح أن القيمة المطلقة وحاصل ضسرب دوال قابلة للتكامل تكون 
قابلة التكامل . 

٠م‏ - 4 نظرية . تفرص أن ع متزايدة باطراد فى الفثرة [5 ,4] - 7 . 

(1) إذا كانت © ج 3:/ قابلة التكامل » حينئذ [ر | تكون قابلة العكامل بالنسبة 
إلى ع فى 7 . 

(ب) إذا كانت وكر و ير قابلتين التكامل » فإن حاصل الضرب وكر ير يكون قابلا 
للسكامل بالنسبة إلى ه فى ل . 

البرهان . نفرض أن ,24 و ,: لما نفس المعتى المذكور فى معيار ريمان ولاحظ أن 

([0د د-ود] ع ١‏ ,3 : (9)] - (د)/) وده ع ب - أمظ 

لبرهنة (1) ء لاحظ أن | («) عر (نت)ير| ك | [(«)س || () مر | |لذلك يدل معياد 

ريمان على أن || قابلة للتكامل إذا كانت الدالة كر قابلة للتكامل . 


زفف 


تلاحظ أيفاً أنه إذا كانت كك [(*)يم| عند زعي » فإن : 
| «ام- )ير ] كد ك | 2«( ر) - مر ) | 
أى أن معيار ربمان يدل على أن كر قابلة للتكامل إذا كانت كر قابلة للعكامل . 
للبرهنة أن ورور قابلة الشكامل إذا كانت كل من ير و و قابلة التكامل » لاحظ أن 
شيم - شرم - *(و] + م) - و2 
وهو المطلوب إثبائه 
-٠‏ و مفترض . نفرض أن م متزايدة باطراد ى الفترة [4,5] ح 7 ونفرضن 
أن كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى م فى ل . حيلئة . 
(«م)ع- «ى انا كمه زاب[ > | 146 ] | (30.3) 
إذا كانت 24 ك (*) كرك # لحميع و بر ء حينئذ 


((0)ع -(م)م)لة > وفز | > (زم)ع - (م)عام (30.4) 
البرهان . ينتج من نظرية .م - + أن |لر| قابلة للتكامل بالنسبة إل 8ه 
إذا كانت (ين,... .»د رو ) ح م تقسيما للفترة # وأن (ر2) هى فئة نقط وسطى » 
فلجد علد 5 ,... ,2 ,1 ح تر أن 
مراع الع)م| > (ت)ر > إ(رع)م|- > اماد 
بالضر ب فى 0 < (:-,<)8 -(:)8 ثم الجمع لنحصل على التقدير 
(8 .| :5)2 > روم :)5 > رع ,زمر| :ط)ى- > ((م)ع - (م)ع) ناراك 
(«(م)ع - رم)ع) مااع 
وإذن ينتج أن ((م)ع -(0)ع) بار > ( ,ار| :5)د > رع زر :ط)و| ما يثبت صصة 
٠(‏ - م) . البرهان للمتبايئة ( #٠‏ - 4 ) ماثل وسيحذف 
وهو المطلوب إثباته 
حساب التكامل : 
النتيجتان الآثيتان مقيدتان بطبيعتهما » لكن تقودنا أيضاً إلى النظرية الأساسية الى هى الوسيلة 
الأولية لحساب تكاملات ريمان . 
"٠‏ - 4 النظرية الأولى للقيمة المتوسطة . إذا كانت بم تزايدية فى الفترة [6 ,6] ح في 
و كانت ث متصلة فى / إلى 46 » حينئذ يوجد عدد م فى الفترة في بحيث أن 


امف 


((م)ع - (طاهاه)1 - هه | )1 - هة | (60.59 * 


البرهان . إذا كانت (3 6 : (*)م) مصذ- ب و(3>*: ()/) مده - 34 فقد كان 
واضحاً فى المفترض السابق أن 
((م)ع - (طامالة > هذل | > (زم)ع -(م)هاءم 
إذا كانت (»)ع ع- (5)ع » فإن العلاقة ( "٠‏ - ه ) تافهة » إذا كانت (©)ع < (8)8 » 
فإنه ينتج من نظرية القيمة المتوسطة لبولتزانو 8؟ - 4 أنه يوجد عدد » فى الفترة فى بحيث أن 
)ع - اها / زمه .]| ! - هار 


وهو المطلوب إثباته 


"٠‏ 7 نظرية تفاضل . نفرض أن كر متصلة ل وإن م متزايدة فى ”ل ولا مشتقة عند 
نقطة © فى ى . حينئذ الدالة ‏ » المعرفة للعنصر * فى الفترة /ى بأنها 
| - زم 
لا مشتقة عند م وأن (0)'ع (0) رع )7 . 
البر هان . إذا كانت 0 < # بحيث أن # + » تنتمى إلى الفترة ل » فينتج مننظرية 4؟-ه 
وهن النتيجة السابقة أن 
7 | م14 ]| -هه] “| دمم- سدم 
((0)ع -(ط+ ع )و](ه)] - 
عند ن© ماحيث و[ +ع ب رم اع . تظل علاقة مشابهة صحميحة إذا كان 0 > 4 . ما أن 
كر متصلة و الدالة بع ا مشتقة عند © » إذن (6)"/ تكون موجودة ومساوية إلى (8)6 (6)/ر . 
وهو المطلوب إنبساته 


بتخصيص هذه النظرية لحالة ر بمان ء نحصل عل النقيجة الى مدنا بالأساسيات للطريقة المألوفة 
لحساب التكاملات فى حساب التفاضل و التكامل . 


٠م‏ نظرية أساسية لساب التفاضل والتكامل . نفرض أن ثر متصلة فى الفترة 
[5 ,ه] ح / . دالة # فى الفترة ق تحقق 


يفا 


ع 
6 


لع« م[ 1 | - مم دومع (30.6) 
إذا وإذا فقط كانت ثم ح */ فى ل . 


البرهان . إذا ظلت العلاقة ( ٠م‏ 8 ) صحيحة وكانت 37 © © » فإنه يتضح من النظرية 
السابقة أن () كرح (0)"م . 


وبالعكس » نفرض أن م معرفة عند * فى الفترة ل بأنها 


| 0ه 


النظرية السابقة تؤكد أن -مم فى / . إذا كانت #/ بحيث أن كرح “ » حينئذ 
ينتج من نظرية /ا؟ - 4 (ك1) أنه يوجد مقدار ثابت © بحيث أن © + (1,)2 - ()2 عند 
لع ما أن 0- (م)رر » فإن (5)0 - 0 ومها ينتج أنه إذا كانت كرح م فى آراء 
فإن 


| - مدوم 
وهو المطلوب إثياته 


ملاحظة ٠‏ إذا كانت م دالة «عرفة فى 4ه يحيث أن “رح فى الفترة ل » فنقول أحياناً أن 7 
تكامل غير محدود » مشتقة عكسية » أو أولية الدالة كر . فى هذا الاصطلاح اللغرى » تكد 
نظرية التفاضل .+ - 7 أن كل دالة متصلة لها أء لسة . أحياناً تصاغ النظرية الأساسية التفاضل 
والتكامل فى طرق تختلف عن تلك المعطاة فى ٠م‏ - م ولكن تضمن دائماً التأكيد على أنه تحت 
فروض مناسبة فإن تكامل ر .مان للدالة كر يمكن حسابه بإيحاد قيمة أى أو لية للدالة كر عند النقطتين 
الطرفيتين لفترة التكامل . قد أعطينا الصيغة السابقة » الى تنتج الشرط اللازم و الكافى لدالة لتصيح 
أولية لدالة متصلة . نتيجة أكثر عموءاً بعض الثىء لاتتطلب اتصال الدالة المراد تكاملها » ستعطى 
فى تمرين ٠مادى‏ , 

لاحب أن يفتر ص أن النظرية الأساسية تكد أنه إذا كانت المشعقة كر لدالة 4 موجودة 
عند كل نقطة من الفترة ‏ ء فإن كر تكون قابلة للتكامل وأن ( .م - 5 ) تظل صميحة . 
فى الحقيقة » يمكن أن يحدث أن ثر ليست قابلة لتكامل ريمان ( أنظر تمرين .م - ك ) . بالمثل 
ربما تكون دالة /رقابلة لتكامل ر .مان لكن ليس لها أولية ( أنظر تمرين ٠م‏ - ل) . 

٠م‏ - 4 النظرية الأولى للقيمة المتوسطة . إذا كانت م و ث متصلتين فى الفترة [8 ,4]- 3 
0 < (*)م لكل رع ع » فتوجد رع بحيث أن 


لشف 


1 060:7 
البرهان . نفرض أن 82 ج :ع معرفة عند 3 * بأنها 
4 0م | جاع 


بما أن 0 < (*)م ٠‏ فن الواضح أن م متزايدة وينتج من نظرية التفاضل 5٠‏ - م 
أن وح "م . حسب نظرية 8؟ - م نستنتج أن 


دهةهل] 
ومن النظرية الأولى للقيمة المتوسطة "٠‏ - 8 » نستئتج أنه لبعض » فى الفترة ل » يكون 
مأ]هادعة 1[ 
وهو المطلوب إثباته 


كتطبيق ثان لنظرية وم - م سوف تفيد صياغة نظرية 98 ”7 » الى تختص بالتكامل 
بالتجزىء » فى صورة أكثر تقليدياً . سيتر ك البرهان للقارىء . 


٠م ١٠١‏ تكامل بالتجزىء . إذا كانت هع و ث/ر يا مشتقات متصلة فى [5 ,4] » فإن 
0 9 
]| موك )1 دود - 18 يإ 
التتيجة الآتية مفيدة غالباً 


٠م‏ - ١١‏ النظرية الثانية القيمة المتوسطة . (أ) إذا كانت ثر متزايدة و كانت م متصلة 
فى [5 ,ه] ح ل ء فتوجد نقطة © فى فى بحيث أن 
عه ]اتج هة | م1 - هه 1 | (30.5) 


(ب) إذا كانت ثر متزايدة وكانت #4 متصلة ى /ى » حينئذ توجد نقطة © فى الفترة ل 
بحيث أن 


]00+ ]مال (0609) 


(ج) إذا كانت ب ليست مالبة ومتزايدة وكانت / متصلة فق فل » حينئذ توجد نقطة © 
فى ل بحيث أن 


يفف 


]| 
ألبرهان . يدل الفرض » ونظرية القابلية التكامل ٠‏ - ؟ معاً على أن ج قابلة للتكامل 
بالاسبة إلى كر فى /# . فضلا عن ذلك سب النظرية الأولى للقيمة المترسطة ٠م‏ - * نجد أن 
(()1-(مانامء - ةع | 
بعد استخدام نظرية ؟ - 7١‏ الختصة بتكامل بالعجزىء » نستنتج أنثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى بم 
وأن 
((0)[- (01)50)ع -((م)ع (م)] - (()ع(0)]) - ول 1 
((©)8 -(ط)ع)(0)] + ((م)ع -0)ع)(0)] - 
مه [(الجهة | (1)6- 
ما يثبت جزء (أ) . لبرهنة (ب) نفرص أن ع معرفة فى 7 بآنها 
]2م 
أى أن # ح “مه . تنتج النقيجة إذن من جزء (1) باستخدام نظرية 8م لبرهئة (ج ) تعرف 
بأن تكون .ساوية ب عند * فى [8 ,4) ونعرف 0-(2)4 . ونطبق الآن جزء (ب) على 1. 
1 وهو المطلوب إثباته 


يسمى جزء (إج ) للنظرية السابقة غالب بصورة بونيت(ه) النظارية الثانية للقيمة المتوسطة من 
الواضح أنه توجد ننيجة مناظرة لدالة متناقصة ( تمرين :0م - ن ) . 


تغيير متفير : 
سنثبت الآن نظرية تبرر القاعدة المألوفة المرنبطة بالتغيير « تغيير متغير » فى تكامل ريمان . 
٠م‏ - 18 نظرية تغيير متغير . نفرضص أن بي ممرفة فى فترة [8 ,8] إل 2 بمشتقة 
متصلة ونفرضص أن (©)ج > » وأن (8)ي > 8 . إذا كانت / متصلة فى مدى ب ء فإن 


8 8 
4 )"+ (1)6)00 1 دنه ()م ٌ (30.10) 


(8) أسيان بونيت (181950- 18458 ) يعرف أولا وقبل كل ثىء بعمله فى المندسة 
التفاضلية . 


إيف 


لبرهان . نفرض أن ([8 ,»]) ي ح 4 ونفرص أن 2 معرفة بأنها 


ف 
عه | لهم حك زعم 


و نعتير الدالة 8 المعر فة بأنها ((0)4) ”1 (17)2عند 8 25> ب . لاحظ أن0-(1)4-(20)0 
إذا فاضلنا بالنسبة إلى » واستخدمنا الحقيقة أن مرحت" م ( لماذا ؟ ) » نحصل على 


08م )1 - 0069م" - راق 
الآن نستخدم النظرية الأساسية لنستنتج أن 
4 0700م | - جماظ - مط دعة 10 | 


وهو المطلوب إثباته 


تعديل التكامل : 

النتيجة الآثية غالباً مفيدة لاخمّز ال تكامل ريمان - اشتلتجز إلى تكامل ريمان . 

٠م‏ - م١‏ نظرية . إذا. كانت “م موجودة وكانت “م و ث/ قابلتين لتكامل ر مان فى [8 ,4] 
فإن كر هى ريمان - اشتلتجز القابلة للتكامل بالنسبة إلى به وأن 

0 3 
1 | -هه] / 00.11 

البرهان . نفرض أن 0 < 84 بحيث أن 84 ك | () | عند [6 ,]ع *« ونفرض أن 

0 < ع . ينتج من نظرية مغ أن “ير قابلة لتكامل ريمن . لذلك يوجد تقسيم ,2 للفترة[8 ,4] 


بحيث أنه إذا كانت ( يك ,... .:* ,ون ) م أى تكرير للتقسيم ,م وإذا كانت 
[ومدساء ق عند «,... ,1 حدثر » فإن 


8 3 | -(-ود- ادق و(قار | (30.12) 


بما أن “ع قابلة لتكامل ريمان فيمكئنا أيضاً فرض ( حسب معيار ريمان .م - ١‏ ) أن مم قد 


اختيرت محيث أن 


م > لود - بعالرد - ,34 يل (30.13) 


حيث ([بد ,ر_ند]ء +: (#)'ع) مده > ,34 و([ب مدود] ع :: («)'ع) ممح ب إذا استخدمنا 
نظرية القيمة المتوسطة ٠‏ - 5 » نحصل على لقط ( ,:-,<) © ,4 يحيث أن 


لحف 


ل "| - 0ع - بهادة) 606 ير | - 


0 '] -مع- مهاده يق | / 7 2 ش 
ل ظ 


السد- و ((ة) ع -(6ها(4) ل | - : 
|18 1 - لود - ود)(ع)'5(8) 1 إل | +3 


الآن بما أن بتص- ر34 ك |(ق)'8 -(8')6| » فينتج أنه من ( .م - ١١‏ ) و(.م- )١8‏ 
أن التعبير السابق يكون مسيطرا بالمقدار 
1+ 4ة) ع م+ (_-رند - ر2)(رم - لم1 ) ِ 1 


ما أن 0 < ع واغتيار [: ,]6 اختيارى » فينتج أن ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى بم 
وأن ( .م - ١١‏ ) تظل صصحيحة وهو المطلوب إثباته 

ملاحظة . بمكن تعديل البر هان لاستخدامه للحالة التى فيبا كر محدودة وأن بم متصلة فى [8 ,4] 
وحيث م ها مشتقة ماعداً عند عدد محدود من نقط الى عندها “م يمكن تعريفها بحيث أن “م و 'هثر 
قابلان لتكامل ريمان فى [8 ,4] . 

.م - (أ) أثبت أن دالة محدودة ولا عل الأكثر عدد محدود من نقط عدم الاتصال تكون 
قابلة لتكامل ر يمان . 

"٠‏ - (ب) إذا كانت © ج [ط ,ه]:/ غير متصلة عند نقطة ما للفترة » فإنه توجد دالة 
متز ايدة بإطراد مثل بم بحيث أن”ر ليست قابلة للتكامل بالنسبة إلى م . 

٠٠‏ - (ج) وضح أن القابلية للتكامل 7-٠.‏ نظل صحيحة عندما بم تكون دالة تغير محدود فى ل. 

٠م‏ - (د) اعط؛ مثالا لدالة كر ليست قابلة لتكامل ريمان ى / لكن بحيث أن كر و |/ر| 
قابلان لتكامل ر مان فى ل . 

٠م‏ -(ه) نفرض أن ثر موجبة ومتصلة فى [8 ,4©] عت / ونفرض أن 
+3» : : (0)]) جد - از أثيت أن 

“(عه “0 ]) دين - 34 


٠‏ - (و) وضح أن النظرية الأولى للقيمة المتوسطة .م * ربما تفشل هذا كانت /ر 
ليست متصلة . 
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-(ن) أثبت أن نظرية التفاضل .م - 7 تظل قائمة إذا افترض أن ثر قابلة للتكامل 
فى ل بالنسبة إلى دالة مز ايدة بم » وأن ثم متصلة عند © » وأن م قابلة التفاضل عند © . 
د(ح) نفرض أن قابلة التكامل بالنسبة لدالة متّز ايدة ع فى [5 ,©] ح- 7 ونفرض أن 
ل معرفة عند دعم بأنها 
هه ]| - مم 
أثبت أن (أ) إذا كانت م متصلة عند م » فإن / تكون متصلة عند © » (ب) إذا كانت كر 
موجبة » فإن 8 تكون متزايدة . 
.م - (ط) أعط مثالا لدالة رريمان كر القابلة التكامل فى / محيث أن الدالة م » الممرفة 
عند دع* بأنها 
]| -ممم 
ئيس للا مشتقة عند بعض اقط الفترة ل . هل بمكنك إيحاد دالةر قابلة للتكامل بحيث أن تكون 
غير متصلة فى 2 ؟ 


٠م‏ - (ى) إذا كانت ثر قابلة لتكامل ريمان فى [8 ,4] ح ف وإذا كانت “رح م 
فى ى © فيكون 
''] - (م5- رمام 


إرشاد : إذا كانت (,ر* ١...‏ ,ا رو*) ح 2 تقسما للفئرة ل » فتكتب 
((سع - )يل - ره - رطا 
٠م‏ - (ك2) بفرض #7 معرفة بأنها 
1> يعر >0 ,(2؟«/1) صنو ”+ ع ()م 
0ع لم2 
فإن ‏ لها مشتقة عند كل نقطة من 5 . لكن "/ ليست قابلة للتكامل فى 1 وأيضاً م ليست التكامل 
٠م‏ - (ل) نفرض أن ثر معرفة بأنها [<] ح («)ثر عند [0,2]* . إذن كر 
قابلة لتكامل ر يمان فى [2 ,0] لكن هى ليست المشتقة لأى دالة . 
٠م‏ - (م) فى النظرية الأولى للقيمة المتوسطة .م - 4 نفرض أن ور قابلة لتكامل 
ريمان ( بدلا من كونها متصلة ) . أثبت أن الاستنتاج لايزال صحيحاً . 
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٠‏ - (ن ) إذا كانت © ليست سابقة ومتناقصة و كانت # متصلة فى [8 ,©] » حينئذ 
توجد نقطة [6,8] 66 بحيث أن 


]مم حهما] 
-٠‏ (س) تفرض أن / متصلة فى [0,1]-1 ء ونفرض أن كرح وكراء وأن 
معرفة بأنها 
له ها | ضاي عند #67 يلاعم 


بالاستنتاج . وضح أن ل«للة ع "ع(لم/ك8) ع الحام| حيث للع ::|()]|) منود يعر 20 
ينتج أن المتتابعة (ركر ) تتقارب بانتظام فى 7 إلى دالة الصفر . 

(ع) إذا كانت ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى # فى [5 ,4] ح ”/ » و كانت ب متصلة 
ومثز ايدة مضبوطة فى الفترة [41 ك] ء وإذا كانت 5 > (4)م ,ه ح (ع)ن » حيتتذ بوكر 
تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى #"م . وأن 


(جم ال (0060) | مدر 
- (ف) إذا كانت ثر متصلة فى [6 ,4©] وإذا كانت 
م 


مجميع الدوال المتصلة / » فإن 0 ح (:<) /ر لجميع + . 
"٠‏ - (ص) إذا كانت ثر قابلة للتكامل فى [8 ,4] وإذا كانت 


ا 
لجميع الدوال المتصلة :/ » حينئذ 0 () تر لجميع نقط اتصال الدالة كر . 
٠‏ - (3) نفرض أن م متصلة وموجبة فى [5 ,4] ونفرض أن 0 < ع . إذا كانت 
:4 هام إء د وام 


لكل [5يم]ء » أثبت أن 0:- (*)2 لجميع + . 


-٠‏ ( د) بفرض ‏ متصلة وبحيث أن 0 < (*) تر لكل [8 ,ه]ء ‏ . إذا كانت م ميّز ايدة 
مضبوطة فى [5 .4] وضم أن 
مدهه ا 


بذكن 


إذا وإذا فقط كانت 0 ع (*) ثر لكل [5 ,م]ء ءا 

.» - (ش) أثبت أنه إذا كانت ع مترايدة مضبوطة فى [8 ,4] » فإنه فى النظرية الأولى 
للقيمة المتوسطة .م - 5 يمكن أخذ (6,5)ع© . أجر تعديلا مشابهاً لليزءين (أ) » (ب) 
للنظرية الثانية للقيمة المتوسطة ١١-58٠‏ . 

٠م‏ - (ت) أحسب تكاملات ريمان - اشتلتجز الآتية (تشير [«] ج * هنا إلى أكير دالة 


صصيحة ) 
)غ2 )4 | بم (!>) - 1 
ا 6 هر 
(*) (دمزن)4ل دوم | » (ف) (ا« هنو|)4 « ومه !1 
مشروعات : 


- (©) الغرض من هذا المشروع هو تطوير اللوغاريم باستخدام تعريفة كتكامل , 
إذا فرضنا أن (0<ع: 2 )اعم 


(أ) إذا كانت مع . » نعرف (*) بأن يكون 
4 | - اط 


ومن ثم 0 > (2)1 أثبت أن:.ك . قابلة التفاضل و أن */1 - () 2 . 

(ب) وضح أن 0 > (*)ة عند 1 > +« > 0 وأن 0 < (*).ة عند 1 > * . فى الحقيقة 
1-<>(+)1>+/1 -1 عند 0< 

(ج ) أثبت أن )1 + (م)آ - (رد)ة عند بز ,* فى ط . ومن ثم («)لة-- («|1)مة 
عند *افى م . ( ارشاد : إذا كانت عبر » نفرض ,رآ معرفة فى 2 بأنها (طرء«)ماح (<*«) .مط 
وأثبت أن لل ع ,ئ8) . 

(د) أثبت أنه إذا كانت 0ع و 3 < 8 ء فإن 


سلب... + 11> وعطب...عد 
(«) أثنت أن بك دالة رامم تناظر أحادى يرمم © إلى كل الفراغ © . بفرضآن © 
تدل على العدد الوحيد الذى يكون بحيث أن 1 > ( 2)6 » وباستخدام الحقيقة الى تقول أن 
1 > (1)ظ أثبت أن 1/057 +1) سناد , 
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60 نفرض أن أى عدد قياسى موجب » إذن 0خ '*/(*)ط مبسءتهنا 
(ز) لاحظ أن 


بك > إلى عد 
ع ”| - 9 اه 


أكتب 1+1(7) كتسلسلة هندسية محدو دة لتحصل على 


0)يه بغ لم 2 


وضح أن (0+1/+<> (+).| عند1ك* 5ك 0وأن 


لتليي > مها عنه ‏ 0>#ع>])- 


٠‏ -(8) هذا المشروع يطور الدوال المثلثية مبتدئة بتكامل 
(أ) نفرض أن 4 معرفة عند * فى 2 بأنها 
كك | -00ه 

حينئذ 4 دالة فردية ( أى أن ء ( *# ) م ع (بد) م) ء ومتزايدة مضبوطة » 
وهى محدودة بالعدد 2 . عرف 72 بواسطة (2 ء ‏ : («)ى) مده ع 7/2 

(ب) نفرض أن 73 هى الدالة المكسية للدالة 4, » أى أن *3 دالة متزايدة مضبوطة بنطاق 
( 5/2 ,2/» - ) . أثيث أن 3 ها مشتقة وأن 7 +1-"7 

(ج ) عرف © ٠»‏ 5 فى (5/2 ,5/2 -) بالقانونين 


ا د ل كم 
نرت 23 انض ع4 


3 
ومن ثم © تكون زوجية وتكون '3 فردية فى (5/2,75/2 -) . وضح أن 1 ع (00)0 » 
0 > (5)0 ,» 0< (0)2© ء. 1ح («)ى عند 7/2 ح ع . 

(د) أثبت أن (*«)ى - ح (*<«)© », (*«)© ح ()"5 عند :* فى (2,*/2/-) 
وإذن يحقق كلا من © ء كك المعادلة التفاضلية 

معد مدر 

ف الفترة (2/ ,72 س ) . 

(ه) عرف 0 > (0)5/2 » 0 -ح (5)5/2, وعرف 7 و كو © خارج الفترة 
(7/2 ,5/2 - ) بالمعادلة 
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,()هة- << +ع) 5‏ ,0)0-ع ر(وجع)م 
() > زج + )1 

إذا أجرينا هذا بالتعاقب ء فإن 5 و © تكونان معرفتين لكل 8# ولما دورة 2# . بالمثل » 
تكون '7 معرفة ماعداً عند مضاعفات فردية للمقدار 7/2 وها دورة * . 

(و) أثبت أن الدالتين 'ى و © ء المعرفتين ى# ف الزء السايق » قابلتان التفاضل عند كل 
نقطة للفراغ 8 وأنهما يستمران فى تحقيق العلاقات 

لى كي الت كشيرى 

فى كل مكان فى الفراغ © . 

)7(-٠‏ هذا مشروع يطور قانون حاصل ضرب والاس7*) المثهور . من خلاله 
ستفر ض أن 


2 
حك "“(2 صزة) / 5-2 
0 


(أ) إذا كانت 2<ه ء فإن ييوزم/(1 -م)] -.ى . ( ارشاد : كامل بالتجزىء) . 


(ب) أثبت القوانين 
1:30:5٠ )28-1( > 2-42-2020‏ 


روي يي 


(ج ) أثبت أن المتتابعة (ي,5) متناقصة بإطراد ( ارشاد : (1 ك * هله 05 )) . 
رج( نفرص أن ير 18 معرفة بأنها 
٠204040606٠٠ )220)20(‏ 
(2-1()20+1)--3:0505:7 
أثبت أن 7/2-(18) :ذا (هذاهو حاصل ضرب والاس ) 
)0 أثبت أن #/د- نك إلد01(:2*/)2)) سخا 


٠.‏ -(8) هذا هو المشروع يطور صيغة اسثر لنب (**) الطامة » الى تعطى قيمة !م 
)1غ( بمقارنة المساحة تحت القطع الزائد #/1 ح بر ومساحة شبه المنحرف المرسوم 
داشلها » أثبت أن 


(#) جون والاس (0 13515 ١9.‏ ) كان استاذا للبهندسة فى جامعة اكسفورد لمدة ستين 
هاما ©» كان بشسيرا لنيوتن . سامد فى وضع العمل الاساسى لتطور التفاضل والتكايل ٠‏ 

اي جيمس استرلنج ( 17517 ل ./99 ) كان رياضيا انجليزيا فى مدرسة نيوتن ٠‏ الصيغة 
النسوبة لاسترلنج أثبتت فى الحقيقة قبل ذلك بواسطة ابراهام دى موافر (/1558 ل 1086)» 
وكان فرنسيا هيجنوتى أى بروتستانتى استقر ق لندن وكان صديقا لنيوتن ٠‏ 


نكن 


1 2 
(1+2) 46> جييو 
ومن هذا » استنتج أن **"(1+1/0)>» 
(ب) أثبت أن 


1+ "(ع/) هما - 1 + م - م عه1 : ع يحل عد و10 | 
1 


اعتبر الشكل م المحكون من مستطيلات قواعدها [1:5[,18-13,7] وارتفاعاتها « 108 ,2 
على الثر تيب » وباشباه منحرفات قواعدها ,2,3,...,2-1 - 6 ,[4+ 6 ,4- 1] وبارتفاعات 
مائلة مارة بالنقط ( 6 6,108 ) . أثبت أن المساحة م هى 
عه1 - (!») عه1+ 1 - + ع1 4+ (1 - ) و10 + 2+٠ ٠١‏ عه1 +1 
(ج ) بمقارنة المساحتين فى جزء (ب) » أثبت أن 
لذاتن! > تلتلعات _ 
8 اليا 

( د ) أثبت أن المتعابعة () مت ايدة بإطراد ( ارشاد : أعتبر ‏ /لا/رءلة ) 


( ه) باعتبار ,.؛/”له والاستفادة من نتيجة جزء (ه) من المشروع السابق » أثبت أن 
*<(مم2) - (يه) تمئا 


(و) احصل على صيفة اسثر لنج 
1- ممصدم دنا 


الباب الحادى والثلاثون ‏ خواص ابعد للتكامل : 


سوف نقدم فى هذا الباب بيض خواص أعق لتكامل ريمان - اشتلتجز ل( وويمان ) الى تكون 
غالبا مفيدة . 


أولا سنعتبر إمكانية ٠‏ أخذ النباية تحت علامة التكامل » ء أى ء قابلية التكامل لهاية متتابمة 
دوال قابلة التكامل . 


تفرص أن م متناقصة بإطراد فى فترة [5 ,4 ع ع- ى وأن (,/) متتابعة لدوال الى قابلة 
للتكامل بالنسبة إلى بم والى تتقارب عند كل نقطة للفترة م إلى دالة/ر . من الواضح طبيعياً أن 
نتوقم أن الدالة البائية تكو ن كر قابلة للتكامل وأن 


48 إسنا- 1 (31.1) 


فى 


ا : 
لكن » هذه الحالة ليست بالضرورة قائمة حتى لدوال دقيقة جداً . 24 
(بم/1) ل 


1 «/2 #/1 0 
( شكل ١ - "١‏ ) شكل تخطيطى لدالة برل . 
مثال : نفرض أن [1 ,0] ع ا د حت (+*«)ج الدالة ,/ معرفة عند 2 < # بأنها 
1/0 ع ع > 0 تم > (ن)مم] 
,2/8 > 2 ك 1/1 ,(2/0- )ا 
1 > >> 2/14 ,0ع 
من الواضح أنه لكل # تكون الدالة ./ متصلة فى » ومن ثم فهى قابلة للتكامل بالفسبة إلى م8 . 
( أنظر شكل ١م‏ - ١‏ ) . أما بطريقة الحساب المباشر أو الرجوع لممى التكامل كساحة » وإذن 
نحصل عل 
1-2 مده 1[ 
وبالإضافة إلى ذلك » تتقارب المتتابعة (10) عند كل نقطة من الفترة ف إلى صفر » ومن ثم 
الدالة النهائية كر تنعدم تطابقياً » وتكون قايلة للتكامل » وأن 
عه را[ 
وإذن معادلة ( ١م‏ - ١‏ ) لاتظل صيحة فى هذه الحالة حى ولو كان لكل من الطرفين معى . 
بما أن معادلة ( 9م - ١‏ ) ملائمة جداً » فنستفسر عما إذا كانت توجد أية شروط إضافية 
بسيطة الى سوف تتضملها . نوضح الآن أنه ء إذا كان التقارب منتظماً » فإن هذه العلاقة تظل 
قامة . 
8-١‏ نظرية . انفرص أن ع دالة متزايدة بإطراد فى /4 ونفرضص أن (,/) متتابعة دوال 


مدن 


قابلة للتكامل بالنسبة إلى م فوق / . نفرض أن المتعابعة (10) تتقارب بانتظام فى 4 لباية 
دالية كر . 


حينئذ كر تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى بم وأن 
و إسنا د مه 1 | (31.1) 


البرهان . نفرض أن 0 <8 ونفرض أن /2 تكون بحيث أن م>ن|/- ثرا 
الآن نفرض أن ب« تقس الفترة 3 بحيث أنه إذا كانت © و 2 تكريرين التقسم 007 
فإن م >إزع ,ثر :5)0 رع ,بم بط)و|لأى اختيار للنقط الوسطى . إذا استعملنا نفس 
النقط الوسطى عند اعتبار »ر/ و كرء فينتج أن 
(لسشضع - لسع ال هاا ب ع الع 5 :©)5 - (ه دز نط)وا 


((م)ع - (م)ع)ء > (زم)ع - (م)ع) ,||/ - بزاح 
ما أن تقديراً مماثلا يظل قائماً التقسيم © » فنجد أن التكريرين © و 2 التقسيم بر ولحاصل جمع 
ريمان - اشتلتجز المناظرين أن 
إ(ع ميجر :5) 5 - رع رررط)ذ| > إل(ع م :©)5-(ع م :)ذا 
إ(ع مر : ©)5 - رع بر زص)وا+ 
إ(ع 5 :5)0-(ع مر ©)5|+ 
«(م)ع -(0)ع2 +1)ث ع 

طبقاً لمميار كوشى ( و؟ - ؛ ) » تكون الدالة النهائية كر قابلة التكامل بالنسبة إلى م . لإثبات 
١ - 00(‏ ) نستخدم مفارض .2# 89): 


(جمع - ركه را,- نا > | هه دز - نا | - إمه ا[ - 106 ب[ | 


مما أن 0 - بام - || ذا » فينتج النتيجة المطلوبة وهو المطلوب إثباته 

الفرض المعطى فى نظرية ( ١م‏ - 8 ) الذى يقول أن التقارب للمتتابعة (0/) يكون منتظما 
هو لهد ما صارم وتعيد فائدة هذه النتيجة . الآن سوف نقرر نتيجة حيث لاتقيد التقارب بشدة 
كبيرة » لكنها تتطلب قابلية التكامل لدالة النهائية . سوف لا نبرهن هذه النتيجة هنا » حيث 
البر هان الطبيعى الصحيح يتطلب جولة فى « نظرية القياس » لكن » يمكن للقارىء الاستر شاد 
بمقال لوكسميرج المدون فى المراجع ) . 

وم - ” نظرية تقارب محدودة . نفرض أن (:/) متتابعة لدوال ونفرضص أنهاقابلة لتكامل 
بالنسبة لدالة مز ايدة بإطراد ج فى الفترة [8 ,4] - / للفراغ 8 . نفرضص أنه يوجد 0 < 28 
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بحيث أن8 > إ(ع«اجز| لكل 3ع < ,لاع " . إذا كانت الدالة 7ع + ,((),) سنا > ()] 
موجودة وقابلة لاتكامل بالنسبة إلى # فى فى » حينئة 

4 إسنا- 1 (31:1) 

الثتيجة الآنية لنظرية التقارب المحدود مفيدة فى أكثر الأحيان » وسوف ننص عليها رسيا . 

١‏ - 4 نظرية تقارب إطرادية . نفرض أن (./) متتابعة إطرادية لدوال قابلة للتكامل 


بالنسبة لدالة متزايدة بإطراد بم فى [8 ,4»] ح ف/ي إلى .#2 . إذا كانت الدالة 
7 »> * ,((*)ير) ددفا > (2«)مر20 > > قابلة للتكامل بالنسبة إلى بم فى 7 » فيكون 


3 ]سناد 1 (31.1) 


البرهان . نفرض أن (:<) كرك .. .ك (#ور 5( )ور لكل 1ع ف . إذن 8 > |()»/| 
حيث 2 .||/||+ رالء])|- 8 » لذلك بكننا استخدام ( "١‏ - "م ) . 
وهو المطلوب إثهاته 
منبع القوة الرئيسى لنظرية ليبج ( و ليبيج - اشتلتجز ) للتكامل هى أنها تعطى تكبير الفصل 
للدوال القابلة التكامل بحيث أن معادلة ( ١ - ١‏ ) نظل صحيحة تمدت فروض أضعف من تلك 
المعطاة فى النظريات السابقة . أنظر مرجع المولف ٠‏ أساسيات التكامل » المدون فى المراجع . 


صيغة تكامل للباقى : 


يتذكر القارىء نظرية تايلور ( م؟ - 8 ) » الى تمكن الشخص من حساب القيمة (8) /ر 
بدلالة القم ‏ (70)0للم ,...,(هم ,(ه)م »© وحد باق سيتضمن المشتقة النونية '"امم 
محسوبة عند نقطة بين © و 8 . لتطبيقات كثيرة يكون من المناسب أكثر أن تكون قادرين 
للتعبير عن الحد الباق كتكامل يتضمن 00م 

١م‏ - ه نظرية تايلور . نفرض أن رومشتقاتها */ ,.. . ,"] ,"م قكون متصلة فى الفئرة 
[5.ه] إل 8# . إذن 


يه بحرو ل لككتتاب. ...+ رم لح لفككا+ زمار - زمار 


حيث يعلى الباق بالتكامل 
م" ق) [جلى 1 (31.2) 
البرهان . كامل ير بالتجزىء لتمصول على 
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زه وتم تر م | سمج "| زاسكرد م إسلي - به 


8 0-1 
4 “را 0" سلس بترن نل 140 - 


بالاستمرار فى التكامل بالتجزىء بهذه الطريقة » نحصل على الصيفة المنصوص عليها 
وهو المطلوب إثباته 


بدلا من الصيغة (1١#-؟)‏ يكون من المناسب غالباً إجراء تغير للمتغير 8ى+» (و-1)حم 
عند ى فى [1 ,0] ء والحصول على الصيغة . 
ان اس ) 21 


[وزه > ط) جه ] :“زو 1) رأ ا د بير (31:3) 


هذه الصورة للباق يمكن امتدادها لتشمل الالة الى عندها يكون للدالة حر نطاق فى 229 
ومدى ق 86 . 
تكاملات تتوقف على بارامتر ( كمية متغيرة القيمة ) : 


من السهم غالباً اعتبار التكاملات الى تعتمد فيها الدوال المراد تكاملها على بارامتر . يرغب 
الشخص فى هذه الحالات أن يحصل على الشروط الم كدة للاتصال وللقابلية للتفاضل و القابلية 
للتكامل للدالة النائجة . النتيجتان الآتيتان هامتان فى هذا الشأن . 

نفرض أن 2 مستطيل فى 2 ا © وعرف بأنه 

(2 > : ع ع رط ع < ك ه: 1 ,2)) - 2آ 

ونفرض أنثر متصلة فى 2 إلى +1 . إذن من السبل ملاحظة ( مرين 7١‏ -د) أنه » لكل مقدار 
ثابت + فق [ 4 و © ] » تكون الدالة الى ترسل + إلى (4 ,6) ر متصلة على [8 ,4] و لذلك تكون 
قابلة لتكامل رممان نعرف أن / عند م فى [4 ,©] بالقانون 


0 ع1 ]| دوم (31.4) 
نيرهن أولا أن / تكون ماصلة . 


- 5 نظرية . إذا كانت كر متصلة فى 2 إلى 2 وإذا كانت / معرفة بِأمْها (9م - 4) 
فإن ‏ تكون متصلة فى [4 ,ع] إلى 1# . 


البرهان . تتضمن نظرية الاتصال المنتظم ( م - ”© ) على أنه إذا كانت 0 < عء فإنه 
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توجد 0 < ( 8)8 بحيث أنه إذا كانت مك و / تنتميان إلى [4 ,6] وأن (8)8 > أو -م| 
ع > لم ,)2-2 ,3)/| 
لجميع * فى [5 ,4] . ينتج من مفترض ( 0م -ه ) أن 
إن 
عه (0 جنا[ - ف مانا | | - لاط وكا 
(ه -()ع > عل |( ,)2 - ع عا 3 
الى تثبت اتصال / 1 وهو المطلوب إثباته 
سنستفيد فى النتيجتين السابقعين من مفهوم المشتقة الجزئية لدالة لمتغيرين حقيقيين . هذه 
الفكرة » المألوفة للقارىء من التفاضل و التكامل » منوف تناقش يعمق فى الفصل السابع . 
"١‏ -7 نظرية . إذا كانت ومشتقها الجزئية بكر متصلتين فى 2 إلى 12 فإن للدالة #ر 
المعرفة يأنها ( ١م‏ - ؛ ) مشتقة فى [4 ,6] وأن 
عه 0 نا | - )"م (315) 
البر هان . من الاتصال المنتظم للمشتقة رر فى 2 نستنتج أنه إذا كانت 0< ع » فإنه توجد 
0 < (غع)ة بحيث أنه إذا كانت (ع 8 ) > | م - , [ء فإن 
ع > |( )م - (4 ,)| 
لجميع * فى [8 ,©] . إذا فرضنا أن + وم تحققان هذا الشرط و نستخدم نظرية القيامة المتوسطة 
( 8-97 ) لنحصل على 4غ ( الى ربما تتوقف على * وتقع بين # » وغ ) بحيث أن 
(ط ؤ)ء](ما -غ) > ما ,)] > 1 ,3)][ 
بضم هاتين العلاقتين » نستنتج أنه إذا كانت ( )8 > | وغ - غ | > 0 » فإن 


06 10 3خ - 0 3 1 


ماع 


لجميع * فى [8 ,4] . باستخدام ( ٠م‏ - ه ) » نحصل على التقدير 


حك 


1 1010 0-1 06 أ 5 | 0 م" انظ وام 
(4 -طا)ع ع 
الذى يعبت معادلة ( 1 - وى ) وهو المطلوب إثباته 


كن 


يدعل أحياناً البارامتر + فى نبايات التكامل كا فى الدالة المراد تكاملها . تعتير النتيجة 
الآثية هذه الإمكانية . سوف نستفيد فى برهاها من حالة خاصة جداً لقاعدة السلسلة ( الى سوف 
تدرس ف الفصل السابع ) والى سوف تكون مألوفة للقارىء . 

9 -م صيغة ليبئز . نفرض أن ,كرو ث متصلتان فى 7 إلى 32 وأن قو دالتان قابلتان 
للتفاضل عند الفترة [© ,6] وطما قم فى [5 ,4] . إذا كانت © معرفة فى [4 ,6] بأنها 


يمنا 
4 2 ,)1 1 )ب (31.6) 


فإ © لها مشعقة لكل » فى الفترة [4 ,6] التى تعلى بالقانون 
ده 3 مهب "| +هاندة ,)»1 -8')0ف ,89 )1 - 0" 31.77) 


0 


البرهان . نفرض أن 27 معرفة عند (4 ,8 ,/3) بأنها 
عه 0 .)لإ - ( به ,)1ك 


إذا كانت ٠‏ و تنتميان إلى [5 ,4] » و كانت 4 تنتمى إلى [4 ,6] الدالة ب المعرفة 
فى ( 5-01 ) هى المحصلة المغطاة فى الصورة (/ .(4)» ,(7)8)4 >> (4)© . بتطبيق قاعدة 
السلسلة نجد أن 
( ,)» ,(15,)8)0 + 2 )'ه2 ,0ه ,©)8)مط + 0 )'08 ,ناه ,(8,)8)0 - )اي 
وحسب نظرية التفاضل ( #٠‏ - 7 ) يكون 
© ,)2 - > (غ رن ج0) 1" ,(4 ,نا )] - ( ,0 رنا)يط 
ومن النظرية السابقة » نجد أن 
دك 2 6 | -ه ونا ولا ) ,11 
إذا استخدمنا التعويض (8)4 ح- * و (0)4 ح لا فنحصل على القانون ( 9" - /ا) 
وهو المطلوب إثبساته 

إذا كانت ثر متصلة فى 2 إلى 17# وكانت م معرفة بالقانون ( 9 - 4) » فقد 
برهنا فى نظرية 1م« - . أن ير متصلة ومن ثم تكون قابلة لتكامل ر يمان فى الفثرة [4 ,6] . 
نوضح الآن أن هذا الغرض للاتصال يكون كافيا لتأكيد أنه يمكننا إبدال تركيب التكامل . 
هذا يمكن التعبير بلفة القوانين كما يلى 


5" [:4 مم1 | 1_2 كك 0 1 (31.8) 


و١"‏ - 4 نظرية تبادل . إذ! كانت ث/ر متصلة ىق 2 وغاقي فى 8 » القانون ( 1-م ) 


البرهان . نظرية  - +١‏ ونظرية القابلية التكامل .م - ؟ تدللان على أن كلا من 
التكاملين المكررين الظاهرين ( +١1‏ - م ) موجود » يبى فقط إثبات تساوهما . حيث أن 
متصلة بانتظام فى 2 ء وإذا كانت 0 < ع فإنه يوجد 0 < (8)8 » بحيث أنه إذا كانت 
(8)8 >|*-« |ء (ع)ة > | سم ][ فإنع > |( , *#)ثر - (,*) /|. نفرض 
أننا اخترنا # كبيرة جدا حيث أن (ع)8 > «/(» - () » (8)8 > «إ(0 - 4) و نقسم 
إلى 22 مستطيلات متساوية بتقسيم كل من [5 ,4] » [4 ,6] إلى 8# من الأجزاء المتساوية . 
عند . . . ,1 ,0 ح تر نفر ضر. 

«إزنه -4) جن -د زا /ز(ه - (5) + عه د رد 


يمكننا كتابة العكامل الموجود على يسار #١(‏ - م) على صورة حاصل جمع 


١ 1) 0 3 4‏ 8 00 ُ 
بتطبيسق النظرية الأولى للقيمة المتوسطة .م - 5 مرتين © نستنتج أنه يوجد عدد /)د ى 
مددوا] وعدد )4 فى [غ -#] نحيث أن 
١لس‏ يليد يعاق ملم سه إعة كار )| 
ومن ثم يكون لدينا ش 
50 ومعه 
(د - ي)( رد - 00 )1 02 02 4 نه 0 ,)1 0 ا 


و باستخدام نفس طريقة الاستدلال التكامل الموجود فى الطرف الأمن من ( ١م‏ -م)ء 

ينتج الوجود للأعداد 7< فى [ند ,درد] 46 فى [#ند4] بحيث أن 
ندا الا 4 8 
(س سود بعال ملع إل ير سمه زيل م1 ]| 

يما أن كلا من إيد و # تنتمى إلى [,دند] وأث 4 ير؛ تنتنى إلى [# بدة] 
فنستلتتج أنه من الاتصال المنتظم للدالة كر أن حاص الجمع المزدوجين ومن ثم مختلف التكاملان 
المكرران على الأكثر بالمقدار (-4)(م- 6) ع . بما أن 0 <اع وه اختيارية » 
فإن تساوى هذين السكاملين يكون مؤكدا إثباته . 

وهو المطلوب إثباته 
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نظرية التمثيل اريزز*» : 

سنختتم هذا الباب بنظرية عميقة الى » مع أنبا سوف لا تستخدم فبا يل » تلعب دورا هاما 
فى تخليل دالى . 

سيكون من المناسب أولا جمع بعض نتائج أتبعناها من قبل أو تكون نتائج مباشرة لما قد 
أثبتناء . 

نفرض أن [6,5] -- 7 خلية مغلقة فى 2 » ونفرض أن (0)7 تدل على فراغ متجه 
لكل دوال متصلة فى / إلى 8 » ونفرض أن ,||| هو العمود على (7)© المعرف أنه 

(لء ع : )م صدة > باام|ا 
دالية خطية فى (7)© هى دالة خطية ©[ ج (3)© : © معرفة فى فراغ متجه (7/)© ؛ و إذن 
(0]) 86 + ن])0» - مإ + ؤه) 0 

لمي 3[ ,© فى 2# و أن ور روك فى (7)© . يقال لدالية خطية © فى (7)© أنها موجبة إذا كان 


لكل (3)© ©/ حيث 7ع« ,0 < (*«)/ » يكون 
للحاداك 


يقال لدالية خطية © فى (7)© أنها محدودة إذا كانت توجد 0 < 24 محيث أنه 
ارا كة ك || 
جيم (6)3ء] 


وم - ٠١‏ . مفترض إذا كانت م دالة متزايدة باطراد ى / وإذا كانت © معرفة 
عند © فى (7)© بأنها 


1 | -مه (31.9) 
فإن © دالية خطية موجبة محدودة فى (7)© . 


البرهان . ينتج من نظرية 8 - ه (أ) ونظرية .م م أن © دالة خطية فى 
(7)© ومن مفترض .م - ه أن © محدودة بالمقدار (©)ع -(8)ج -ح 34 . إذا كانت 
كر تنتمى إلى (7)© وكانت 0 < (*)ثر عند ع عا فإنه بأخذ 0 >- + فى قانون ( 4-8٠‏ ) 
نستتج أن 0 < (/ر) © . وهوالمطلوب إثياته 


() يمكن حذف بقية هذا الباب عند القراءة الاولى ٠‏ 
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سنوضح الآن العكس أى أن ٠‏ كل دالية خطية موجبة محدودة فى (7)© تكون مولدة 
بتكامل ر.مان - اشتلتجز بالنسبة إلى دالة ما متزايدة ياطراد يم هذه هى صورة من « نظرية 
مثيل ريزز » المشهورة . الى هى إحدى أحجار الزاوية لموضوع ( تحليل دالى ) وها حالات عامة 
وتطبقات كثيرة بعيدة الآثر . وقد برهنت النظرية بواسطة الرياضى انجرى العظم فريدرك 
ريرز© , 
١١ - ”١‏ نظرية ثيل ريزز . إذا كانت © دالية خطية موجبة محدودة فى (20)0 
فإنه توجد دالة متزايدة باطراد يم ى / فى بحيث أن 


458 ]| <ومه (31.9) 
لكل وى (7)© . 


البرهان . سوف نعرف أولا دالة تزايدية اطرادية بم وبعد ذلك توضح أن ( #1 - .) 
تظل صصيحة . 


يوجد مقدار ثابت 24 بحيث أنه إذا كانت (##)ور ك ()ركرك 0 لكل # فى ل فإن 
تالع|| ا > (:)© > (5)© > 0 . إذاكانت + أى عدد حقيق بحيث أن 8 > / > هم , 
وإذا كانت # عدداً طبيعيا كبير أكيراً كافياً » فنفرض أن »,ب هى الدالة ( أنظر شكل 1+ ) 
فى (07© المعرفة بأنها 7 


> 1 ده 1 > (ع«اميب 
1/7 +) ع ع >> ع ,و( -#)م -1ع (31.10) 
> > :1+ و0 ع- 


من الواضح سابقاً أنه إذا كانت وم ك « » فإنه لكل م حيث 5 > + > © يكون 
1 > (<«)يب > (<اميب > 0 
أى أن المتتابعة (للء 8 : (مريب) ©) متتابعة أعداد حقيقية ومتناقصة محدودة بحيث تتقارب 


لعدد حقيى . نعرف (4)ج بأن تكون مساوية هذه اللهاية . إذا كانت 5 > 5 > > هم 2 
كلع فإن 


1 ك (<اءءب > (2«)ميم ع 0 


ومن ثم ينتج أن (5) ك ()م . نعرف 0 - (4)ع وإذا كانت .روب تدل عل الدالة 


(#) فريدرك ريزز )11202-188٠(‏ كان رياضيا مجريا لامعا » كان أحد المؤسسين للتوبولوجى 
والتحليل الدالى . هو أيضا عمل مساهمات حسنة فى الجهد والارجوديك ونظرية التكامل ٠‏ 
1 
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ا 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 


1" ج17 جم هم 8 


(شكل وم-ى) رمم تخطيطى للدالة 9 


7 1 > («)رين © قتضسع (رري)0 - (8)6 . إذا كانت 8 > + > © وكانت 
كبيرة كبرا كافيا فإنه لكل * فى /ى يكون 
1 > («)ررب ع («اموب > 0 
أى أن (ط)ع - (ميم)© > (ررب) © > 0- (م)ع . هذا يوضح أن (ذ)ع ك (0)ع ك5 (6)ع 
ويكل تركيب الدالة المأزايدة باطراد بم . 
إذا كانت ع متصلة فى / وكانت 0 < 8 » فيوجد 0 < ( 8)8 » محيث أنه إذا كانت 
(8)8 >|سر-_فع| وأن عرب » فإن ع >|(ر)يمر- (*)ير | ما أن ثر قابلة 
للتكامل بالنسبة إلى يم » فيوجد تقسيم , للفترة ‏ حيث أنه إذا كانت © تكر يرا للتقسيم ,8 » 
فإنه لأ حاصل جمع ر يمان اشتلعجز » يكون 
0 
.> | وقنه)ك- هه ] | 
الآن نفرض أن (م ,... ,ب ,و؛) - 2 تقس الفترة 7 لنقط مميزة تكون تكريرا للتقسيم رط 
حيث أن (8)8 4> (_يغ - .) مناه ونفرض أن # عددا طبيعياً كبير | لدرنجة أن 
ل -] كصت> /2 
حينئذ تكون الفتر ات المتعاقبة 
[ بده] ٠...‏ ,[1/8 + عه بصية] ٠.‏ ر[1/6 غ8 مش] (31.11) 
< فقطالم أى نقط مشتركة » ( أنظر شكل ١م‏ ) . لكل 86 ,... ,1 ح م تتقارب المتتابعة 
المتناقصة ((,.ر.م)©) إى (م4)ع ومن ثم نفترض أن + كبيرة لدرجة أن 


(لار|| صبزع) + (ذ)ع > (ميم)© > (ناع (31.12) 


افهدن 


57/ 


(فكل ١م-‏ 4) رمما الدالتسان * وار 


+17 


22+ 


1+1 


واحدة » فيجب أ 


إما لفثرة أو لفتر 


تين فى (١م‏ - )١١‏ . إذا كانت « تنتمى 
أن تحصل على (40) رات (ن)*ثر اع وم > * كوم أو نحصسل على 


إلى فترة 


عنصر * فى كل ينيع 


(«اسديب - (ع«)ميب]())) / بق + )ىه 1)60 


1] 


)31.13( 


الآن نعتبر الدالة * كر معرفة فى كل يأنها 


( شكل ١0-م)‏ رمسم تخطيطى للدالة 


عي وى 


لك 


ع ع :> (1/8) + 6-1 لبعض 7+4 ,. . . ,1,2 ع- عل ويكون فى هذه الحالة ‏ (6)] - («)*/ 
(انظر شكل ١م‏ - 4) . وإذن 
ع > |()*]- رع)ر| : 
إذا كان المنصر عد تنتمى إلى فثر تين فى ( 1م ١١‏ ) » فإن 1/2 + 2 > ع > يغ لبعضس 
80-1 ,... ,1 حال ونستلتج أن . 
[(تاميه -1](سمة)] + (ت)مييب 0 )] - ()* ] 
إذا أشرنا لتعريف الدالة ب فى ( وم - ١١)ء‏ فنجد أن 
( - ع:)# (رسية)] + (( - )م -1)()] - (ه) * [ 
بماأن (8)6>إدة-ع| و (8)8>إ|ءن-ع| فنستنتج أن 
( - )م المبش)م - (ع«)م| + ((ه - )م - 1) |(ه)م - (ع)م| > 7*0 - («)ر| 
ع > ((ن -ع)م +( - )م - 1إع > 
نتيجة لذلك » نحصل على التقدير . 
ع > لع ع : |(«)*] - ()ر|) مد د ب|*م دعا 
ما أن © دالية خطية محدودة فى (7)© فينتج أن 
> |(*00 -(6)7| (31.14) 
حسب الملاقة ( وم - ١١‏ ) نجد أن . 
ااا «تشع > الماع - لاع ) - (لمديب) © - لميم)ة )| 
عند 0 ,... 2 ,2 ع # . باستخدام © للدالة *كر المعرفة بالدالة ( وم - م8١)‏ ونتذكر 
أن 0 ع (0)ع ٠»‏ نحصل عل 


> | للسمع - (هاوانم م - ديه | 


لكن الحد الثاى من الطرف الأيسر هو حاصل جمع ريمان - اشتلتجز (م جر :)5 للدالة / 
بالنسبة إلى 8 بالتناظر للتقسيم 2 الذى هو تكرير ااتقسيم .1 وإذن نحصل على 


28 > زات -رع رز :م)داء| 8 1ك م14 .| ظ 1 


ذه -ههر] | 


أخيرا » باستخدام علاقة ( وم - )١4‏ ء نجد أن 
قن > | هاه -هة ل ]| | (31.15) 
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بما نأ 0 < 8 اختيارية والطرف الأيسر من ( ٠١ - #١‏ ) لا يتوقف عليها فنستنتج أن 


0 
8 | -6)0 
ش وهو المطلوب إثباته 
من المهم » لبعض أغراض ٠»‏ معرفة أن هناك تناظرا أحاديا بين داليات خطية موجبة 
محدودة فى (7)© ودوال متزايدة باطراد عمودية معينة . و يمكن التأكد من أن تركيبنا لتوضح 
أنه ينتج دالة متزايدة مم بحيث أن 0 ب (4)ج وأن م متصلة من المين عند كل نقطة داخلية 
للفئرة # ,هذه الحواص الإضافية » يوحد تناظر أ حادى بين داليات موجبة ودوال متزايدة . 


تمرينسات : 
١م‏ -(أ) إذا كانت 0 < 6 » وضح مباشرة أن 
0ه “6 | عونا 
أى النتائح هذا الباب تستخدم ؟ 


"١‏ -(ب) إذا كانت 2 >0 وضحأن تأر 
0 عه "ته | موا )2 
ماذا يحدث إذا كانت 20م ؟ 2 


١م-رج)‏ ناقش 2 "(د- 1)جه ول هذا 
دم -(د) إذا كانت 0 <» ء وضع أن 
0 و قل | مون 
ماذا يحدث إذا كانت 0 - © ؟ . 


١«-(ه)‏ بفرض أن “(عم+1)حهم-(*)يم عند [0,1]ج ©» ويفرض أن 
0 ح (*«)يمر عند 0 > + وأن 1 ح («)ثمر عند [0,1)>* أثبت (7 جح (1.)0 لمي 
011 * وآأن 


عه ا [حعدمم] 


5١‏ - (و) بفرض أن مه -().م عند [0,1] ع وبفرض أن0 ع ()ي/ 
أثيت أن 


لكف 


1ح يه )ما | ستاععة مام ]-0 
-١‏ (ز ) نفرض أن (برع) متتابعة لدوال متّز ايدة فى [8 ,©] والى تتقارب بانتظام إلى 
دالة ع فى [5 ,©] . إذا كانت دالة متز ايدة كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى ,ريم لكل 820 أثبت 
أن ثر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى م وأن 


2 1 ا[ مم1 - ع 
«١‏ - (ح) أعط مثالا لتوضح أن الاستنتاج فى المثال السابق ر بما يفشل إذا كان التقارب 
١م‏ - (ط) إذا كانت 0 < »© وضح أن 1(7+»)/2 دي “0 عه" ١ل‏ 


]4, 5[ 6 ]6, 4[ (ى) بفرضص أنثر و مشتقتها الحزئية ,1 متصلة فإن عند (4 ,]) فى‎ - "١ 
إلى‎ ١ - م١ استخدم نظرية التبديل‎ 


معد فى []] 


وفاضل للحصول على برهان آخر لنظرية ١م‏ - لا . 

١م‏ - (ك) استخدم النظرية الأساسية 8٠‏ - م لتوضيح أنه إذا كانت متتابعة (,/) لدوال 
تتقارب فى / لدالة كر وإذا كانت المشتقات (,م/) متصلة وتتقارب بانتظام فى ”ل لدالة بم 
فإن "كل موجودة وتساوى مم ( هله النتيجة نكون أقل عموما من نظرية م9 ل هم » 
لكن من السبل إثبانها ) . 

"١‏ +([) نفرض أن (...,...,مىم4 هى سرد لأعداد قياسية فى 8. نفرض 
أن ب معرفة بأن تكون مساوية للواحد الصحيح إذا كانت (5,....ن15 0*6 ومساوية 
صفرا خلاف ذلك . حينئذ ,ركز قابلة لتكامل رممان فى # والمتتابعة (2/) تتقارب باطراد لدالة 
ديرشلت غير المتصلة التى تكون مساوية واحدا صتيحاً فى ©50 ومساوية صفرا فى © 11 6. 
ومن ثم الهاية الاطرادية لمتتابعة دوال قابلة لتكامل ررمان لا تحتاج لكونها قابلة لتكامل 
رمان . 

١‏ -(م) بفرض أن ع دالة ثابتة متزايدة باطراد فى [4,5] ح ”ل . إذا كانت /ر 
أى دالة قابلة الشكامل بالنسبة إلى بم فى / » فإننا نعرف .|| /ر || بأنها 


هه ]| - ءانا 
وضم أن « الخواص للعمود » الآثية تكون صميحة . 
00 


(1) 0< ناما 

(ب) إذا كانت 0 ع (<) ثر لحميع عع ء فإن 0- ,مر ؟ 

(ج) إذا كانت عه » فإن مام|ااءا لاك 

(د) لمارا ك ملصضع مك الاهااحطما! * 
لكن » من الممكن أن يكون 0 ح ,||كر|) بدون كون 0 > (*«) ير لحميم 7ج (هل 
هذا يمكن أن يحدث عند عدت («)ع ؟) . 

رم-(ن) إذا كانت ع متزايدة باطراد فى ف ء وإذا كانت لل و كراء 
دالتين قابلتين للتكامل بالنسبة إلى ب » فإننا نقول أن المتتابعة (0/) تتقارب فى المتوسط 
( بالنسبة إلى م ) فى حالة كون 


0 جرم - ءا 
( الدلالة هنا هى كا فى الثّرين السابق ) . أثبث أنه إذا كانت (.) تتقارب ف المتوسط 
إلى م » فإن 
46ح هه[ 


أثبت أنه إذا كانت (,/) متتابعة لدوال قابلة للتكامل وتتقارب بانتظام فى كل إلى “را 

فإنها تتقارب أيضاً فى المتؤسط إلى مر . فى الحقيقة يكون 
ب را ((م)ع - (م)ع! > ام - مرا 

لكن ء إذا كانت يم تدل على الدالة فى مثال ١-9١‏ » وإذا كانت 2 1/0(6)-8.0 
فإن المتتابعة (,8) تتقارب ف المتوسط [ بالنسبة إلى * > (*)م ] إلى الدالة صفر » لكن 
العقارب ليس منتظما فى 1 . 

١‏ -(س) بفرض أن + ح (<)ع فى [2 ,0] ح / وبفرض أن (1) متتابعة لفترات 
مغلقة فى ل بحيث أن (1) طول ,1 هو «/1 » (لذ) 0-:..01لط ٠‏ (كلة) كل 
نقطة *« ى / تنتمى إلى كثير لانهال من .1 . نفرض ير معرفة بأنها 

07 الاوعكا 
+1 26 ,0 ع- 

أثبت أن المتتابعة (75) تتقارب ف المتوسط [ بالنسبة إلى * ح (*)8] إلى دالة الصفر 
فى اء لكن المتتابعة (,) لا تتقارب بانتظام . فق الحقيقة » لا تتقارب المتتابعة (,/) عند 
أى نقطة . 

١م‏ -(ع) بفرضص أن م متزايدة باطراد فى [8 ,4] - / إذا كانت 8 و ثر قابلتين 


كن 


للتكامل بالنسبة إلى يم فى 7 إلى 2 تعر ف حاصل الضرب الداخلى (:/ وك )للدالتين 4 , كر . بالقانون. 
ومع كنامز | در ب 
أثبت أن كل الحواص لتعريف م - + تكون متحققة ماعدا (13) . إذا كانت 8 حر 
هى دالة الصفر فى ل » فإن 0 ح ( كركر ) » لكن » ربما يحدث أن 0 ع (كرركر) لدالة كر 
لاتتلاثى فى أى مكان فى فى . 
١‏ - (ف) عرف || “زا بأنها . 
“إدمعة توما[ ] حاما 


محيث أن 2 "(/ ) - :|17 . أثبت متباينة اشفارتز 
٠‏ اللا ااا ك الط كا 

( نظرية .م ب لاء نظرية م - م) : وضح أن الحواص المسودية م - ه تظل 
قائمة » ماعدا أن 0 > و|إر|] لا تدل على أن 0 -(*)يم لكل *افى فى . أثبت أن 
داام|ا “"((م)م - رم)ع) > رارزا 

١‏ -(ص) بفرض أن 560 وأن يم و ثر قابلتان العكامل فى ل بالنسبة إلى دالة 
متزايدة م فنقول أن المتتابعة (,/) تقتر ب فى متوسط تربيع ( بالنسية إلى بم فى 7 ) إك كر إذا 
كانت 0 حم |م - ,أ 

)١(‏ وضح أنه إذا كانت المتتابعة تقاربية بانتظام فى 4 ء فالها أيضا تقر ب فى متوسط 
قربيع إلى نفس الدالة . 

(ب) وضح أنه إذا كانت المتتابعة تقترب فى متوسط تربيع فإنها تقترب ف المتوسط إلى 
نفس الدالة . 

(ج ) وضح أن تمرين ١م‏ - س يبرهن أن التقارب فى متوسط تربيع لا يدل على تقارب 
عند أى نقطة للفترة 7ق . 7 

(د) إذا أخذنا » فى تمرين وم اس ء .1 طولها 1/2 وإذا وضعنا ,/م-.(ز » 
فإن المتتابعة (80) تتقارب ف المتوسط » لكن لا تتقارب فى متوسط تربيع » إلى دالة الصفر . 

وم -(ق) أثبت أنه » إذا كانت المشتقة النونية "كر متصلة فى [4,6] ء فإن صورة 
التكامل لنظرية تايلور 7١‏ - ه والنظرية الآولى القيمة المتوسطة ٠‏ - 4 يمكن استخداءها 
لمصول على صورة لاجر انج للباق الممطاة فى م5 - 5 . 

و" -(ر) إذا كانت [4 , 6] د جل .[8 ,6] ح ى/ وإذا كانت كر متصلة فى 32ر3 


1 


إلى © وكانت م قابلة لتكامل ر يمان فى يكل » فإن الدالة م » المعرفة فى وى بأنها 
عه 0و0 6ل" | - اط 


متصلة فى رك . 


5١‏ -(ش) بفرض أن م دالة متزايدة فى [4,8] ح وك إلى # ونفرض أنه لكل م 
ثابعة فى [4 ,6] ح ول » يكون التكامل 


جمهة 9 نز | - وام 


موجود . إذا كانت المشتقة الحزئية / متصلة فى ل ا ول » فإن المشتقة “م موجودة 
فى و7 ومعطاة كايل . 


وهة لمم | - وم 


"١‏ -(ت) بفرض أن [4,6] > و/ و [4 ,6] > وك . وبفرض أن القيمة الحقيقية 
لدالة م تكون اطرادية فى وى وأن # اطرادية فى وى » و أن كر متصلة فى ول ا عل . عرف 
© فى وى ؛ #6 على و7 بالتعريفين 


0-00 ع )8 ,)هل 0 .از / -6)0 


ثبت أن © قابلة للتكامل بالنسبة إلى 4 فى وف » وأن 2# قابلة للتكامل بالنسبة إلى م 
فى وى وأن 


(*«)ع0 م - )طق )0 || 
ممكننا لتأكيد هذه المعادلة الأخيرة فى الصورة . 
معة هم فهر | )| - ههه إصعة قهازل |1[ 
١م‏ -(ث) بفرض أن يو و#اد ولثم كاف تمرين وم ات. إذا كانت © فى 
(7)© (أى أن ء ب دالة متصلة فى ع/ إل © ) بفرض أن (73)0 دالة معرفة فى. وى 
بالقانون 
عه )06 بها | - ()(ه)1 


أثبت أن 3 هى تحويل خطى فى (:7)© إل (7)© من أنه إذا كانت ان ,ب » تنتميان 
إل (70)© »ء فإن 


نكن 


(!) (7)0 تسى إلى (00© . 

(ب) (ب) + (م)1 - رل+ ب)1 

(ج) (7)0 ع (وه)7 عند جرع . 

إذا كانت (3 »,3 ء 0 .): |( ,1/)5) مناه - 234 . فإن 7 محدودة مع أنه 

(د) ماما| 34 كدءراا(ه)1]] عند (,0)3ء ب 1 

١م-(غ)‏ بالاستمرار فى دلالة القّرين السابق » وضح أنه إذا كانت 0 < ” » فإن 
"23 ترسل المجموعة 

لمكر[ما|: )© ع م)- ,8 

إلى فئة متساوية الاتصال بانتظام لدوال فى (د7)© ( أنظر تعريف هم« - )١‏ لذلك » 
إذا كانت (,ب) أى متتابعة لدوال فى ر8 » فإنه توجد «تتابعة جزئية (.ب) بحيث أن 
المتتابعة ((.,©10) تتقارب بانتظام فى يل . 

١م‏ -(ذ) بفرض أن ول و د/ معرفان كا سبق وبفرض ان / متصلة فى ,1*1 
إلى # . إذا كانت ب فى (:7)© ٠‏ ونفرض أن (ج)5 هى الدالة المعرفة فى ج/ بالقانرن 

عه 9 ,(00)م)1 ]| -0)(م)5 

وضح أن (3)0 تنتمى إلى (:7)© » لكن ء ف الحالة العامة » 5 ليست تحويلا ميا 
بمعنى مرين ١م‏ ساث. وبالرغم من ذلك أثيت أن '3 ترسل المجموعة ,8 فى تمرين *١‏ - اخ 
إلى فئة متساوية الاتصال بانتظام لدوال فى (72)© . أيضاً ء إذا كانت (.©) أى متتابعة فى 
,8 ». فستوجد متتابعة جزئية بحيث أن ((.,م)5) تتقارب بانتظام فى و (هذه النتيجة هامة فى 
نظرية المعادلة العكاملية غير الخطية ) . : 

١م-‏ (ض) وضح أنه إذا عرفنا © و © و م© عند كر ى (58)© بأنها 

ص صر" |2- هات ,160 - قاءت 
((1)1 +(0)])؛ - )يه 

فإن © و 1© و 60 داليات خطية موجبة محدودة ق (0)13) . اعط دوال متزايدة باطراد 
د و دج و0ىج تمثل هذه الداليات اللطية كتكاملات ريمان اشتلتجز . وضح أن الاختبار 


إلدوال بع ليس محددا وحيداً ما لم يكن 0-0)بي وأن بع متصلة من المين عند كل 
نقطة داخلية من 1 7 


مشروعات : 
١م‏ (2) هذا المشروع يثبت الوجود لخل وحيد للعادلة تفاضلية من الرئبة الأول 
تحث وجود شرط لبشتز . نفرص أن 22 ج422 مفتوجة ونفرضص أن © جب ©:/ متصلة 


وتحقق شرط ليشئد : |'«سبر] عه ك |('ثز ,)مر (يز ,)| الجميع ننقط 20[ ,ئ3) و( ,36) 
فى 52 . نفرص 2 خلية مغلقة 


(6 > إم رز ره > زه -ذ!:()( ,)1 


محتوية فى 9 ونفرض أن 8 ك »84 ء» حيث 24 ك | (نز ,)/ر | عند 1ع (0,7) 


(1) إذا كانت [»+ه,ه- ]1 فإننا نرف 8 - (*)مج عند رع وإذا 
كانت لاع2 ء فتمرف 


4 (انف ا +م د )يم 


عند 3 » . أثبت بالاستنتاج أن المتتابعة (.ي) معرفة جيدا فى ل وأن 


)0 8 > زط - »)رما 

زه "اه ا كل د اهم -مب - )مها 
لكل دء* . 

(ب) أثبت أن كلا من الدوال .ب معصلة فى فى وأن المتتابعة (,ب) تتقارب بانتظام 
ىفل إل دالة ب , 


(ج ) استنتج أن الدالة © متصلة فى ء وتحقق 8 ح (6) © ء وأن 
له ((0)م )"| +ه - رام 
لمميع برج بر . استنتج أن م قابلة التفاضل فى ل و تحقق 
1 لع 101 ((*«)ب ,2)] ع («)'بو 
( د): إذا كانت شل متصلة فى ى و تحقق 
((ع«ال )رع )ال بطع رمال 
عند كل 7©* أثبت أن 
رعد عمط له زان )| جه ان 
(ه) إذا كانت ب كا فى (ج ) وكانت و كا فى ( د ) » أثبت بالاستنتاج أن 


ه.” 


نه اوس -هام || | > > اصن - مام 
"له هنا بلاس - ماح > 
دمن ثم إمر"م*كراب-م| ع رإ-م| » ومن ذلك ينتج أن () ح ()ب 
لكل 3ع 
الباب الثانى والثلاثون ‏ تكاملات غير معينة ولا نهائية : 
كان يوجد ف الأبواب الثلاثة السابقة فرضان دامان : كنا نتطلب كون الدوال محدودة 
وكنا نتطلب كون نطاق التكامل مدمجا . إذا أسقطنا أيا من هذين الفر ضين فإن نظرية التكامل 
القادمة لا تستخدم بدون بعض التغيير » مما أنه عدد من التطبيقات الحامة الى يكون فها من 
المستحسن المباح لأحد أو كلتا هذه الظواهر الحديدة . سنشير هنا إلى التغييرات التى بمكن 
إجرازها . 
دوال غير محدودة : 


نفرض أن [5  ]4,‏ / فترة فى © ونفرص أن كر دالة حقيقية القيمة ومعرفة على الأقل 
عندءا +« تحقق 8 ك * > © . إذا كانت ثر قابلة لتكامل ريمن فى الفترة [8 ,6] لكل © 
تحقق 8 5 © > © » ونفرض أن ش 


]1 (32.1) 
'سنعر ف التكامل غير المعين للدالة كر فى [8 ,4] ح ف/ بأنه نهاية المقدار ى7/ عندما م جام . 
؟” - ١‏ تعريف. نفرض أن تكامل ريمان فى ( 9م - )١‏ موجود لكل © ى 
[4,5) . نفرض أنه يوجد عدد حقيق 7 بحيث أنه عند كل 0 < م يوجد 0 < (8)8 
بحيث أنه إذا كانت ( )8 + © > » >ه فإن ع > |7 من | . فى هذه الحالة نقول أن 7 
هى العكامل غير المعين للدالة كر فى [8 ,4] ح / وأحيانا نرمز للقيمة 4 ذا التكامل غير 
المعين بأنه 
8 3 
ةك ()] لاط به ا (032.2) 
مع أنه من المعتاد بكثرة عدم كتابة إشارة + فى الحد الأسفل . 
+" - ؟ أمثلة . (أ) نفرض أن الدالة عر معرفة فى [8 ,4) ومحدودة فى هذه الفترة . 
إذا كانت كر قابلة لتكاءل ررمان فى كل فترة [6,8] حيث 8 ك © > © ء فإنه من السبل 


لذن 


ملاحظة (تمرين +« -أ) أن التكامل غير المعين (*م  )١‏ موجود . أى أن الدالة 
(*/1) هذه ع (<) كلما تكامل غير معين فى الفثرة [ 1 و 0] . 
(ب) إذا كانت *«/1 ح (#*«)ير عند # فى الفترة [1 ,0) وإذا كانت © ف الفترة 
[1 :0) فينتج من النظرية الأساسية 8-8٠‏ ومن حقيقة كون كر هى المشتقة للوغاريم أن 
معو ده هها-1 وما - ز ]| -ز 
ما أن © 8ه! يصبح غير محدودة عند 0<- © » فإن التكاءل غير المعين للدالة حي فى الفترة 
[0,1] غير موجود . 


١ج‏ نفرض أن “+ >-(*)/] عند +« فى [1 ,0) . إذا كانت 2>0 عفإن الدالة متصلة 
لكا غير محدودة فى [1 و 0) . إذا كانت 1 - كج ٠»‏ » فإن كم هى مشتقة للدالة . 


1+»ه 1 - 
ب 800 
ينتج من النغارية الأساسية .٠م‏ - 8 أن 
2 
_- متك ده 
22 1س - :ل م 


إذا كانت © تحقق 0 > .و > 1 س2 فإن 0 ج1*”ح عندما 0 جم ويكون اللدالة كر تكامل 
غير معين ومن الناحية الأخرى » إذا كانت 1 > » فإن '**© ئيس ا نهاية محدودة عندما 
0 ج م ومن ثم فإن الدالةكر ليس ا تكامل غير معين . 

تتعلق المناقشة السابقة بدالة غير معروفة أو ليست محدودة عند النقطة الطرفية اليسرى للفترة . 
من الواضح كيفية معالجة السلوك الماثل عند النقطة الطرفية الينى . أحياناً مم أكثر بالحالة الى 
يكون فها الدالة ليست معرفة وليست محدودة عند نقطة داخلية للفترة » ونفرض أن م هى نقطة * 
داخلية للفترة [6 ,4] ونفرض أن كر معرفة عند كل نقطة للفثرة [8 ,4] ماعدا ريما عند مر . 
إذا كان كلا التكاملين غير المعينين 


ا 


موجودين فإننا نعرف التكامل غير المعين للدالة كر فى الفترة [5 ,4] بأنه حاصل جمعهما و بمفهوم 
النباية » نعرف التكامل غير المعين للدالة كر فى الفئرة [8 ,4] بأنه 


حك ()/ 1 فل + بدك م[ 0 (32.3) 
من الواضح أنه إذا كانت هاتان اللهايتان موجودتين » فإن الهاية الواحدة 


7 


إعه )1 1 إ جعة 1 ”| تر (62.4) 
موجودة أيضاً ولا نفس القيمة . لكن ء وجود الهاية ( 61 - 4 ) لايتضمن وجود ( 89-"7) . 
فثلا » إذا كانت كر معرفة عند 0 4+ ,[1 ,1-]ع بر بأنها 1/3 ح (*«)ير ء فإنه من السبل 
ملاحظة أن 


»زف مرج ١‏ (-نالجا م ()'] + را ”] 


لكل ع تحقق 1 > ع >0 . لكن ء قد رأينانى مال ( +" - ؟) (ج ) أنه إذا كانت 
3 ح » ء فإن التكاملين غير المعينين 


1 -0 
4 طّ | 03ل 1 | 
+0 


2 1ا 


غير موجودين . 
الشرح السابق يوضح أن اللهاية فى ( م - ؛ ) ربما يكون موجوداً بدون كون اللهاية 
فى ( ؟م - # ) موجودة . عرفنا التكامل غير المعين ( الذى أحياناً يسمى تكامل كوثى ) للدالة كر 
المعطى بالصيغة ( 7م - م ) . اللهاية الموجودة فى ( 8م - + ) مهمة أيضاً وتسمى بالقيمة 
الأساسية لكوثى للتكامل ويرمز له بالرمز 
0 
عه وار | (كم) 
من الواضح أن دالة لما عدد محدود من نقط ليست معرفة أو محدودة عندها يمكن معالجتها بتجزه 
الفترة إلى فتر ات جزئية مبذه النقط كنقط طرفية . 
تكاملات لا نهائية : 
من المهم على امتداد التكامل لدوال معيئة ٠عرفة‏ ى فئات غير محدودة مثال ذلك» إذا كانت /ر 
معرفة فى (© <ح <«: ع« إك 2 وكانت قابلة لتكامل ريمان فى [© ,»] لكل © < © » 
فنفرض أن ع7 هو التكامل الجزئى المعطى بأنه 
1-7 (32.5) 
سنعر ف الآن « التكامل اللانباقٌ » للدالة كر عند © < * بأنه الثباية التكامل م/ عندما © تزداد . 
٠م‏ "م تعريف. إذا كانت ث قابلة لتكامل ر.مان على [© ,©] لكل © < © » فتفرض 
أن م7 أنه التكامل الجزئ المعطى بالصيغة ( «م - ه ) . يقال لعدد حقيق 7 أنه تكامل لانها للدالة 
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عر على (4 < *: +) إذا كان يوجد لكل 0 < ع ء عدد حقيق (46)8 بحيث أنه إذا كانت 
(ع)24 < ء فإن ع > | - # | فى هذه الحالة ترمز إلى 4 بالرمز 


#هر] عه ]| 629 


يجب ملاحظة أن تكاملاتلانبائية تسمى أحياناً « تكاملات غير معينة من النوع الأول » 
نفضل المصطلح اخالى » الذى يرجع إلى هاردى7*؟ » لأنه أسبل ومواز للاصطلاح المستخدم 
فى حالة المتسلسلات اللانهائية . 

مم ع أمثلة . (أ) إذا كانت */1 ع (*)ثر عند 0 < 4 < * فإن التكاملات 
الجرئية هى 

مما ء و10 - عه ل | -ي1 


بما أن 6 108 تصبح غير محدودة عندما »+ جع فإن التكامل اللانهائ للدالة كر غير موجودة . 
(ب) نفرض أن *«-(*)/ عند 0 < 4 < * وأن 1- كد» . إذن 


1 
»+1 


إذا كانت 1 - < » » فإن 0 < 1 + »© والتكامل اللانهان لايوجد . لكن ء إذا كانت 
1-> سنء فإن 


1جعى 1جه» 
الول «( 


دعل عير | -1 


1جه 


3 
21 


0-0 حم 


(ج) نفرض أن *-6-(*)/ عند 0 < * بإذن 
(1-*ه6)- د عل م 
ومن ثم التكامل اللانهائ للدالة م فى 01 < * : *) موجود ويساوى الواحد الصحيح . 


من الممكن أيضاً اعتبار التكامل لدالة معرفة فى كل 2 . فى هذه الحالة نتطلب أن كر 
تكون قابلة لتكامل ر.مان على كل فترة محدودة فى 22 وتعتبر الهايتين 


35 ا يصلل - عه (080] [ (32.72) 
2 م[ بولا - مجك 0 (32.70) 


(#) جيفرى هاردى ( لالإلم 1‏ 1457 ) كان أستاذا بكمبردج وكان عميد الرياضيات الانجليزية 
لوقت طويل ٠‏ قدم مساحمات كثيرة وعميقة الى التحليل الريائى ٠‏ 


حكن 


من السبل أن نرى أنه إذا كانت كلما هاتين الهايتين موجودتتن لقيمة واحدة للمقدار » فإن © 
كلتا المبايتين موجودتان لكل قيم © . فى هذه الخالة نعرف التكامل اللاتهائى للدالة كر على الفراغ 
2 بأنه حاصل جمع هذين التكاملين اللاهائيين 


4 0 تقل + حك 1 سل < عه م (32.8) 
وكا فى حالة التكاملات غير المعينة يكون وجود كلتا الهايتين فى ( «م - م ) متضمتا 

و جود النهاية 
ده 100 1 ملا - إعه 06 إٌ +يك )1 1 ا صرنا (32.9) 


وتساوى ( م -م ) » ( 8م - 4 ) . تسمى الباية فى ( "م - و ) » أن وجدت » غالباً 
بالقيمة الأساسية لكوثى للتكامل اللامان على الفراغ 2 ويرمز له بالرمز 
عه 0ل | (لامن) (32.10) 


لكن » و جود القيمة الأساسية لكوثى لا يتضمن وجود التكامل اللانماقى ( "٠‏ - م ) يلاحظ 
هذا باغتبار :د (<) كرء لذلك 
2-0 -ت2م)1د رلور : 


لجميع © أى أن القيمة الأساسية لكوثى التكامل اللانهان عند #د ع (*«)ر موجودة وتساوى 
الصفر » لكن التكامل اللانهان لهذه الدالة غير .وجودة » حيث لايوجد أى من التكاملات 
اللانهائية فى ( + - 7*0 ) , 
وجود التكامل اللانهائى : 

سنحصل الآن على شروط قليلة لوجود التكا.لى اللانبال فى الفئة (© < * : +د] . هذه النتائج 


يمكن استخدامها أيضا لتعطى شروطاً للتكامل اللانمان فى الفراغ © » حيث أن الأخير يشمل 
اعتبار التكاملات اللانمائية على الفعتين ([2<* : *) و ( ك د : بد ندون أول معيار كوثى . 


+7 - ه معيار كوشى . نفرض آنث قابلة التكامل على [6 ,4] لكل © < » . إذن التكامل 


اللانهاق 
.أ 


موجود إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع ؛( 8 )>1 نحيث أنه إذاكانت( ع )22 < ٠»‏ < 8 فإن 


١ 


ع 


1 


الرهان . ثبت ضرورية الشرط بالطريقة العادية . نفرض أن الشرط متحقق ونفرض أن ير# 


)32.11( 


تكامل جز معرف عند 20 © 7 بأنه 
7 عط 


يلاحظ أن (,1) هى متتابعة كوشى لأعداد حقيقية . إذا كانت (1) حصنا عام 
و كانت 0 < ع » فإنه يوجد ( ع )لل بحيث أنه إذا كانت ( )47 <س » فإن ع > ام - ]| . 
نفرض أن :1 +((287)8 + » ,(ع)1) مده - (834)8 وأن (74)8 < »© . إذن يوجد عدد 
طبيعى ( 8 )27 < : بحيث أن © > « + © ك ( )1 لذلك يعطى التكاءل الجزثى #0 كا يل 


]+ ]ده 
وءنها ينتج أن 28 >1 -1| وهو المطلوب إثيائه 
فى الحالة المامة ححيث 0 < (+<)ر لجميع © < 6 تمدنا النتيجة الآتية باختبار مفيد . 
5-0 نظارية . نفرض أن 0 < (<)/ر لكل © < مد و أن ثر قابلة للعكامل على [© ,2] 


لكل » <» . إذن التكامل اللانمان للدالة كر موجود إذا ع إذا فقط كانت الفئة (© > ©:ء1) 


محدودة . فى هذه الحالة 
[ه ع ه:/ | أمسدر / 


البرهان : الفرض بأن 0 < (*)ير يدل على أن 1 دالة متّز ايدة بإطراد العدد » . لذلك » 
يكون وجود 1 ذا مكافاً محدودية (4 < 112:0 


«م - * اختبار مقارنة . نفرض أن م و كر قابلتان للتكامل على [4,6] لكل © < 6 
وأن (#)م ك |(*«)ي | لكل ه < د . إذا كان التكامل اللانباق للدالة بم موجوداً »فإن التكامل 
اللانهائ للدالة كر موجود وأن 

|] >18 


البرهان . إذا كانت 8 > © ك 4 ء فينتج من مفترض (.م - ه) أن |ثر | قابلة للتكامل 


عل [6,5] وأن 
6 ]>اما] > | ]| 


؟1١‎ 


ينتج من معيار كوثى ( +؟ - ه ) أن التكاملين اللاهائيين للدالة كر ء |/ | موجودان وبالإضافة 
إلى ذلك نجد أن 
]انا ]>|/ ]ا 


وهو المطلوب إثيساته 
"٠‏ - م اختبار مقارنة للهاية . نفرض أن ع و كر موجبان وقابلان للتكامل على [© ,6©] 
لكل © < » وأنه 


)32.12( 0 


حينئذ يكون كل من أولا أحد من التكاملين اللانهائيين م *ي] ر/ “2] موجود . 
البرهان . وحسب الملاقة ( «م - ١+‏ ) نستنتج أنه توجد أعداد موجبة 8 > 4 » 
© < كد بحيث أن : 
؟1اح< :4 (<)عظ > (2)/ ع (ع)وم 
اختبار المقارنة ( «م - ٠١‏ ) وهذه العلاقة يوضحان أن كلا من أولا أحد من التكاملات الهائية 
8 1*1 موجود . بما أن كلا من ع و ثر قابلة التكامل فى [16 ,] » فينتج المطلوب . 
وهو المطلوب إثباته 


٠م‏ - 4 اختبار ديرشلت . نفرض أن متصلة عند © < * ونفرض أن التكاملات الجزئية 
2-64 ]ا 


محدودة.» وأن م تنناقض بإطراد إلى صفر عندما + ج بر . إذن التكامل اللانماق م7 2[ 


موجود . 


البرهان . نفرض أن 4 حداً للفئة ( < © :|7 |] . إذا كانت 0 < 8 » فتفرض 
(8) 5 بحيث أنه إذا كانت (ع) كل < * ء فإن 4 8/2 > (+*)ب ك 0 . إذا كانت 
(5)8 < » < 5 » فينتج من تمرين ( 0م - ن ) أنه يوجد عدد يّ فى الفترة [6 ,0] بحيث أن 


هه -1] 


حسب التقدير 
0 
هد د | -ة| - |1 ]| 


1 ؟ 


ينتج أن 


حك 


| 1 


عند م < 85 وكان كلا مهما يزيد عن المقدار ( 8) . إذن بممكئنا استخدام معيار كوثى 
(0م-ه) 1 وهو المطلوب إثباته 


م١٠‏ أمثلة . (5أ) إذا كانت (2*« + 1/)1 ح (2) عر و 1/82 > (+«)ع عند 
0 < 4< + فإن (ند)ع > (*)ثر > 0 . ما أننا قد رأينا حالا فى مثال ( 5" - 4 ) (ب) 
أن التكامل اللانهاقف يرك (1/:2) “10 موجودة فينتج من اختبار المقارنة ( 8م - 7 ) أن 
التكامل اللانباق دك ((2: + 1/)1) “+1 موجود أيضاً ( يمكن توضيح هذا مباشرة بملاحظة أن 


1 مقعم نه هما مرم - عق مشر 
1 


وأن 5/2 ج 6 2ها. عل عنسا 0+ جاح ) 

(ب) إذا كانت **-م-()م و * م (+*)يم ء فإن () م ك (*) / ك 0 عند 
1 < * . لاحظنا فى مثال ( 8م - 4 ) (ج ) أن التكامل اللانائى يرل *-م "م موجود » 
ومن ثم ينتج من اختبار المقارنة ( 0 ) أن التكامل اللانهاق يرلى **-ع “10 موجود أيضا . 
هذه المرة » يكون حساباً مباشراً للتكاملات الجزئية ليس مكنا ع باستخدام دوال أساسية . 
لكن » سيرى فيا بعد أن هذا التكامل اللاتائق يساوى جرل.4 


(ج ) نفرض أن 0 < م ونعتبر وجود التكامل اللانباق 
او 6 هلق 7 | 


إذا كانت 1 < مر ء فإن الدالة المراد تكاملها يكون المقدار 1/7 مسيطراً عليها » وقد لاحظنا 
فى مثال ( +م - ؛ ) (ب) أنه تقارب . فى هذه الحالة بدل اختبار المقارنة على أن التكامل 
اللانبان يتقارب . إذا كانت 1 > م > 0 ؛ فإن هذا الاسندلال يفشل » لكن » إذا وضعنا 
د فوح () كرء 1/7 - (2)ن فإن اختبار ديرشلت ( +«-ه ) يوضح أن التكامل 


اللانهاق موجود . 


(د) نفرض 2ع تنذه ح (©) كر عند 0 < + ونعتير تكامل فريستل(*» 


() أوجستن فريسنل ( 19/48 ل 185 )4 كان فرئسيا فيزيائيا رياضيا » وساعد فى اعادة 
اثبات النظرية الموجبة للضوء التى قد قدمت قبل ذلك بواسطة هيجينز ٠‏ 


نين 


2 
حل 27 ماو / 
0 


من الواضح أن التكامل على [1 ,0] موجود » لذلك سوف تختبر فقط التكامل على (1 < * : 6 .. 
إذا أجرينا التعويض 2 > + واستخدءنا نظرية تغير المتغير ( ١8 - #٠‏ ) »ع نحصل على 


المثال السابق يوضح أن التكامل الموجود فى الطرف الأبمن يتقارب عند هدج ؛ ومن 
ينتج أن دك © دزو “17 موجود . ( يحب ملاحظة أن الدالة المراد تكاملها لاتقتر ب من صفر 
عندما »+ جه بر ) 


(ه) نفرض أن 1 < » ونفرض أن (1)0 معرفة بالتكامل 
03 معي | - (ه)] (32.13) 


لإثبات وجود هذا التكامل اللانمانى » نعتير الدالة 1/2 > (#«)ع عند 1 < ,د . وحيث أن 


كير 5 يت ب 5 
60ع- جح ينين دي دمناآ 


6 صدمع ع صدمع 


ينتج أنه إذا كانت 0 < عفإنه توجد (2)8/ بحيث أن 


(ع)1 > ع به 2202 


بما أن التكامل اللانمال رك 2+“ موجود » فنستنتج أن التكامل ( «م - ١١‏ ) يتقارب 
أيضاً . الدالة الهامة المعرفة عند 1 < © بالقانون ( ٠م‏ - ١‏ ) تسمى دالة جاما . سنبين حالا أنه 
إذا كانت 1 > » » فإن الدالة المراد تكاملها أى ***© تصبح غير محدودة فى جوار 0 ح بر 
لكن ء إذا كانت » تحقق 1 > » > 0 » فقد رأينا فى مثال «م - م (ج ) أن الدالة 
+ "بز لما تكامل غير معين على الفترة [1 ,0] . بما أن 1 > *-0>6 لجميع 0 < ا فقد 
أثبعنا حالا أن التكامل غير المعين 


رعيرع > 0 


1 
بو ته رسع ا 
7 +0 


موجود عند 1 > 0 > 0 . ومن ثم » يمكننا مد التعريف لدالة جاما الممطاة لكل 0 < © بتكامل 
على الصورة ( ١١ - 8٠‏ ) بشر ط تفسيره كحاصل جمع 


عل تلكرتع ]+ بول تخيرساع / 
0 


لتكامل غير معين و تكامل لانهاق 
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تقارب مطلق : 

إذا كانت ثر قابلة لتكامل ريمان فى [© ,4] لكل © < م ء فينتج من نظرية ( 0 - 4 ) 
(أ) أن || » القيمة المطلقة للدالةر » تكون أيضاً قابلة لتكامل ررمان فى [6 ,4] عند © < 6. 
ينتج من اختبار المقارنة ( + - 7 ) أنه إذا كانت التكامل اللانباق 

عه اميا ب[ (32.14) 
موجود » فإن التكامل اللاتمالق 

00000 إٌ (32.15) 
موجود أيضاً ويكون محدداً بالقيمة المطلقة ( 78 )1١4-‏ . 

م - ١١‏ تعريف . إذا كان التكامل اللانما ( +" - ١4‏ ) موجودء فنقول أن كر 
قابلة للتكامل مطلقاً على (© < + : د » أو أن التكامل اللانباق ( «م - ١١‏ ) متقارب 
تقارباً مطلقاً , 

قد لاحظنا أنه إذا كانت ثر قابلة التكامل مطلقاً على ( © << بز : د 4 ٠‏ فإن التكامل 
اللانها ( ٠١-5‏ ) موجود . المكس ليس » صميحاً » لكن ء كا يلاحظ باعتبار التكامل 


لداع 
32 2 
أثبتنا التقارب لهذا التكامل فى مثال ( + - ٠١‏ ) (ج ) . » لكن » من السهل ملاحظة أنه فى كل 
فثرة 2ع ,[(1+ ) ,1] توجد فترة جزئية طوها 0 < 8 الى فيها 
+ < |< صنو| 


( فى الحقيقة » بمكن أخذ 22/3 ع 5 ) . لذلك » نجد أن 


1... 1 21د ل ا مله 
إل +. ++ و2 + 5 1 04 |2 2 
وإذن ينتج أنظر ( ١١-15‏ (ج ) ) أن الدالة #درعر ذه (م) ير ليست قابلة التكامل مطلقاً 
فوق (< >« 6 
نلاحظ أن اختبار المقارنة ( «م - 7 ) يثبت فى الحقيقة التقارب المطلق للتكامل اللانباق 
للدالة كر على الفترة (60+ ,©] 
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تمارين : 


؟» -(أ) بفرض أن ثر دالة حقيقية القيمة محدودة فى الفترة [8 ,©] س 


وأن ثر قابلة 


للتكامل فى [8 ,6] لكل © < ء . أثبت أن التكامل غير المعين للدالة كر ف موجود . 
,+ - (ب) بفرض أن ثر قابلة للتكامل فى [8 ,6] لكل © < » وأن التكامل غير المعين 


ادا موجود . 


صحيحا . 


؟* -(ج ) نفرض أن كرو ع قابلة للتكامل فى [5 ,6] لجميع (0 ,ه)اء > 


وضح أن التكامل غير المعين 1.7 موجود » لكن العكس ريما لا ايكون 


. إذا كانت 


(2)م ك | (#«)ير] عند [6.ه]- 3ع وإذا إذا كانت م ها تكامل غير معين فى ل ء فإن 


الدالة عر يكن :لما تكامل غير معيق. , 


؟-(د) ناقش التقارب أو التباعد التكاملات غير المعينة الآثية : 
عه ' 
() وريج 1 © مومج 1 
لع ١‏ مها 
دا (د) مخ | 
108 
,1 ١م‏ 1 


-(ه) حددقم ووم 
(1) عه سم 
(ج) عه" ا 


+0 - ( و) ناقش انتقارب أو التباعد التكاملات الآتية 


الي عندها تتقارب التكاملات الآتي 
(ب) عه «0١‏ فم 
(د) عه ال« م 


. أى التكاملات تتقارب مطلقاً : 


1 أ ا 5 لل 
0 (ل+1)* إ 9 1ت / 

(/1) هنو ومن مه 
(ج) عه َ 1 )د( عن قات ”.| 
م ل | )2( بر :2 للع ب لل 


١‏ - (ز ) لأى قيم 4 وام تتقارب التكاملات الآنية ؟ 

(أ) عي 1 

0 ) * لد 1 
خّ : 


مين 


د ماو 
1 


4 


ب 
(د)عة 


للحيد 


؟ . لأى قيم يكون التقارب مطلقاً ؟ 


1 
1! 


١م‏ -(ح) إذا كانتثر قابلة التكامل فى أى فتّرة [6 ,0] عند 0 < 6 » أثبت التكامل 

م *:! اللانهائ موجود إذا وإذاً فقط كان التكامل اللانهاقق م :1 موجوداً . 

+#-(ط) اعط مثالا يكون فيه التكامل اللانهائقى /*12 موجوداً لكن فيه الدالة /ر 
ليست محدودة فى الفئة (0 < « : +«) . 

+ - (ى) إذا كانت كر إطر ادية وكان التكامل اللانمائى / “5 موجوداً » فإن 0 ج (*) هد 


علد 6+ جدير 


الباب الثالث والثلاثون ‏ تقارب منتظم وتكاملات لا نهائية : 
من المهم فى تطبيقات كثيرة اعتبار تكاملات لانبائية فيها الدالة المراد تكاملها تعتمد على 
بارامتر . ولعالجة هذه الحالة بسهولة نذكر أن » المفهوم لتقارب منتظم للتكامل بالنسبة إلى 
البارامتر له أهية أولى . سنبحث أولا الحالة الى فيها البارامتر ينتمى إلى فترة [8 ,»] 2ت ل , 


مم - ١‏ تعريف . نفرض أن كر دالة حقيقية القيمة » ومعرفة عند (# ,*) حيث © < + » 
8 > + > » . نفرض أنه لكل + ف الفترة [8 ,»] ح / يكون التكامل اللائباق 

0000 / )م (33.1) 
موجوداً . نقول أن هذا التقارب منتظم على / إذا كان يوجد لكل 0 < م عدد (2/)8, 
ححيث أنه إذا كانت (2/)8 < مو ءع؛ » فإن 


م 


7 )7 ا -و)م| 


المَييز بين التقارب العادى للتكاملات اللانبائية المعطاة فى ( م" - ١‏ ) والتقارب المنتظم 
هو أن (14)8 يمكن اختياره حيث لايتوقف على القيمة # فى 4 . سنترك للقارىء كتابة التعريف 
لتقارب منتظم للتكاملات اللامبائية عندما ينتمى البارامتر + إلى الفعة © </ : #] أو إلى الفثة 27 . 


من المفيد وجود بعض اختبارات للتقارب المنتظم للتكامل اللائهاق . 


«م - 7 معيار كوشي . نفرض أنه لكل “رج » يكون التكامل اللانمائى ( م )1١-‏ 
موجوداً . حينئذ التقارب يكون منتظماً فى / إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع عدد ( ع )ك2 
بحيث أنه إذا كانت (8) < © < ذو 5ءع: » فإن 


86 


)33.2 |] 00 


نيرك البرهان كتمرين . 


517 


مم م اختبار 34 لقير اشتر اس . نفرص أن ثر قابلة لتكامل ر.مان على الفترة [6 .8] 
لكل © < » وكل 7عجغ . نفرض أنه يوجد دالة موجبة 84 معرفة عند © < © محيث أن 
دعابه < ع «ر (*+)ك4ة > إن ارا 
وبحيث أن التكامل اللانهانٌ «ك (+«)24 “14 موجود . حينئذ ٠»‏ لكل 5غ » يكون التكامل 

فى ( ١-6‏ ) تقاربياً مطلقاً ويكون التقارب منتظياً فى 7 . 

البر هان . التقارب للتكامل 

لع ممم عهان0 عا ب[ 
نتيجة مباشرة لاختبار المقارنة والفروض » لذلك » يكون التكامل المنتج للدالة (4) تقاريباً 
مطلقاً عند رع . إذا استخدمنا معيار كوشى مع التقدير . 
34 7 6 
ك١‏ (:)1/1 / > عه إك :]| ٍ 3 ٍ حه (1 136[ 1 ْ 

يمكننا بسبولة إثبات التقارب المنتظم فى 2 . وهوالمطلوب إثباته 

اختبار 84 لثير اشتراس مفيد عند ما يكون التقارب مطلقاً وأيضاً منتظماً » لكن بحث 


. الحالة الثى فيها التقارب ليس تقارباً مطلقاً منتظماً ليس دقيقاً بدرجة كافية . لهذا » نرجع إلى 
اختيار مناظر لاجتيار ديرشلت ( 89 -89). 


مم - 4 اختبار ديرشلت . نفرض أنث/ متصلة فى (4 ,©<) عند 4 .:< :د وعند + فى الفترة ل 
ونفرض أنه يوجد مقدار ثابت 4 بحيث أن 


عه مار | | 


انعد كل حدفركا مع 


نفرض أنه لكل ع » تكون الدالة ( ,»)ب متناقصة بإطراد عند © < + وتقثر ب إلى 0 
عنذما + ج عر بانتظام حيث 'رجح].. إذن التكامل 
نع 9 :)90 مهال - | - )2 
يتقارب بانتظام فى 7 . 
البرهان . نفرض أن 0 < ع ونختار (8) بحيث أنه إذا كانت (52)8 < * وأن 


لع » فإن 8/24 > 4 ,)ب . إذا كانت (5)8 < ع < 5 » فينتج من تمرين 
(.م -ن) أنه يوجد لكل 7ج » عدد (5)4 فى الفترة [6 ,6] محيث أن 


718 


عه مل ”| 3 )م سنن ( جما و9 ب5)ل | 
لذلك » إذا كان ( )2 < © < ثم وكان 7ع1 ٠‏ فتحصل على 
ع > 724 ن)م > | <ك 2 3)ب(1 0 | 
وإذن ينتج انتظام التقارب من معيار كوثى ( م" - ١‏ ) . وهو المطلوب إثباته 
«م - ه أمثلة . (أ) إذا كانت كر معطاة بالتعيير 


8ع ,20د 292 - ( ,)1 


وإذا عرفنا “7< +1)- (*)24 » فإن (+«) كك |( ,»)ير | » بما أن التكامل اللانهائى 
للدالة 34 فى الفترة (+ ,0] موجود » فينتج من اختبار 44 لير اشتر اس أن التكامل 
اللانباق 


يتقارب بانتظام عند ات 5 5 
(ب) نفرض أن. “بد 6# ح (4 ,#«)ر عند 0 < #داء 0 < + . يلاحظ أن التكامل 
ا 
0 
يتقارب بانتظام عند + ف الفترة [8 ,0] لأى 0 < 8 . لكن ٠»‏ التقارب ليس منتظياً فى 
(0 < :2ع .(انظر تمرين «م-أ). 
(ج) إذا كانت ب صته 2ه ع (م ,)ير عند 0 < عر و 0 < 1< + » فإن 
م تم ع |( ,3)/| 
إذا وضعنا *«-م - (ن)2/4 » فإن اختبار 2/4 لقير اشتراس يثبت أن التكامل 
ع هاه >2 
تتقارب بانتظام عند 0< ب < + وحساب بسيط يثبت أنه يتقارب إلى *-(2 +1) . ( لاحظ أنه 
إذا كانت 0 ح ع ء فإن التكامل لايتقارب أبدا ) . 
( د ) اعتبر التكاءل اللانهافق 


30007 
0 < ) جم عر للق عدي 1 
2 0 


قلع 


حيث نفسر الدالة المراد تكاملها بأنها تساوى واحداً صحيحاً عند 0 ح عر . ما أن الدالة المراد 
تكاملها يسيطر عليهاء فيك إثبات أن التكامل على + ك 8 يتقارب بانتظام عند 0 < + . لايستخدم 
اختبار 24 لقّير اشتراس هذه الدالة المراد تكاملها . لكن إذا أخذنا +« طلأهة ع (ه ,)ير 
و ”م ح (غ ,)ب ء فإن فروض اختبار ديرشلت تكون متحققة . 
تكاملات لا نهائية تنوقف على بارامتر : 

نفرض أن الدالة متصلة عند (4 ,©) ومعرفة عند © < ب وعند 4 فى الفثرة [8 ,9] ح ير . 
وبالإضافة إلى ذلك » نفرض أن التكامل اللاتهاق 

033.10 2)0- [1 00 

موجود لكل جع . سنوضح الآن أنه إذا كان هذا التقارب منتظماً » فإن ل تكون متصلة 
فى / ويمكن حساب تكاملها بتبادل ترتيب التكامل . سنثبت نتيجة مماثلة المشتقة , 


مم - 8 نظرية . نفرض أن “ر متصلة فى (4 ,) حيث © < + وأن + تقع فى الفترة 
[8 ,ه] ح / وأن التقارب فى ( م7 - ١‏ ) يكون منتظماً فى ل . حينئذ ل متصلة فى 7ل . 


البرهان . إذا كانت لالع 8 » نفرض أن بم معرفة فى / بأنها 
0 ا 105 
ينتج من نظرية ( 1 - 8 ) أن بر متصلة فى ل . بما أن المتتابمة (ير”1) تتقارب بانتظام إلى / 
فى ل » ينتج من نظرية ( 74 - ١‏ ) أن # متصلة فى 7 . وهو المطلوب إثباته 
«م - ١‏ نظرية . تحت الفرضص للنظرية السابقة » يكون 
ل [نه 5 انا .1 دا 
الى _بمكن كتابتها فى الصورة 


4 [:4 0 ا الا و4 عه 0 6 اما 033.33 


البرهان . إذا كانت بيرم معرفة كا فى البرهان السابق » فينتج من نظرية ( "١‏ - ه ) أن 


5 [:4 0 انم 0 مم 


حيث (,ر,7) تتقارب بانتظام إلى / فى 4 » حينئذ نظرية ( 9" - 7 ) تيت أن 


كرون 


8 8 
4 )1 إسنا- يه )1 / 
بربط العلاقتين الأخيرتين ؟ نحصل على ( +« - م ) وهو المطلوب إثباته 
مم - م نظرية . نفرضص أنثر ومشتقاتها الجزئية ,كر متصلة فى (4 ,*) عند 4 < جاء م 
فى الفترة [8  ]»,‏ / . نفرض أن ( مم ح ١‏ ) موجودة لكل ج84 وأن 
عه 169 | -0)ت 
بتقارب بانتظام فى ل . إذن ‏ تكون قابلة التفاضل فى 7 وأن © - #/ .. بالرموز : يكون / 
0 1 ديه 0 11 0 
البرهان . إذا كانت ري معرفة عند ترجع بأنها 
عه 0 0 )رك 
فينتج من نظرية ( و" - ؟7 ) أن يرم قابلة للتفاضل وأن 
عه و م6 ”| - زط 


من الفرض نجد أن المتتابعة (ر”) تتقارب فى / إلى 1 وأن المتتابعة (”,ر) تتقارب بانتظام فى ل 
إلى © . ينتج من نظرية ( م؟ -"ه ) أن م قابلة التفاضل فى ل وأن © ح “ل , 
ْ وهو المطلوب إثباته 


مم - 4 أمثلة , (أ) نلاحظ أنه إذا كانت 0 < غم » فإن 
| 1 
0 ع 


وأن التقارب يكون منتظماً عند 0 < مخ < غ . إذا كامكنا كلا الطرفين هذه العلاقة بالنسبة إلى 4 
على فترة [8 ,©] حيث 8 > .ن > 0 واستعملنا نظرية ( #م - 7 ) » نحصل على القانون 


4 نه انا -46 1 ]1 - (ه/8) ا 


ع8-ى ل مدر صد 

6 -©2 

+04 ا ع 
3 0 


( لاحظ أن الدالة المرّاد تكاملها الأخيرة بمكن تعريفها بأن متصلة عند 0 >< , ) . 
(ب) بدلا من التكامل بالنسبة إلى 4 » نفاضل فتحصل رسمياً على . 


لسن 


38 
حل * 26 _- 


بما أن هذا التكامل الأخير يتقارب بانتظام بالنسبة إلى 4 » بشرط 0 < م4 < 4 » فإن القانون 
يظل صيحاً عند 0 < 4 . بالاستنتاج نحصل على 


بالإشارة إلى تعريف الدالة جاما » اللمعطاة فى مثال ( 8م - ٠١‏ ) (ه) ء. تلاحظ أن * 
!م1 + )1 1 

١ج‏ إذا كانت 1 .< » عدداً حقيقياً وكانت 0 < << . فإن «وطل عي ص تجعير 
ومن ثم تكون '- “يرح (ه)/ , دالة متصلة عند (: ,©) . وبالإضافة إلى ذلك» يلاحظ أنه يوجد 
جوار للمقدار ٠»‏ الى يكون فيه التكامل 


عل عير ا - (ع»)1 
0 


. تقاربياً بانتظام . ينتج من نظرية ( مم + ) أن الدالة جاما تكون متصلة عل الأقل 
إذاكانت 1 < » . (إذا كانت 1 ك » > 0 » فإن نفس الاستنتاج يمكن إجراؤه » لكن حقيقة 
كون التكامل غير معين عند 0 ع عد يحب أن يؤخذ فى الاعتبار  )‏ 

( د) نفرض أن 0 < + » 0  <‏ ونفرض أن ”/ معرفة بأنها 

اننا ملو ب عد 5 
“ل 5-6 1 1400 


إذا كانت < 4 » فإن هذا التكامل يتقارب بانتظام عند 0  <‏ وإذن يكون كذلك التكائل 
0 !| مل 0 


حل جد ووه “67 عت (ن)"_ 


و بالإضافة إلى ذلك » يثبت التكامل بالتجزىء أن 
“لع 95 1 - يننا ملو ]دع 1 


م 
ا -- 
1 تع أ 3ل عن وم 2ع | 


0 2-0 


إذا فرضنا + ج حر » نحصل على القانوت 
7 ٍ + 
0 ده رك ح 6ك اتنا 5مه *6 | -ممم 
لذلك ء يوجد مقدار ثابت © بحيث أن 


60 دن مع © +( /ن) مما ععم 2 (ل)]1 


ام 


لحساب الثابت © » نستخدم الحقيقة التى تقول أن 0 - (0)/ وأن 0 ح (0) هها معلل . 
ونستئتج أن 0 - © . ومن ثم » إذا كانت 0 < 4 و 0 </ا » فإن 


0. 


ملعك ٠‏ | - روريم مها عدم 
3 ل 
(ه) الآن نجمل 0 < + ثابتة فى القانون الأخير ونلاحظ ء كا فى مثال ( #«م#-ه ) (د) 
أن التكامل يتقارب بانتظام عند 0 < / أى أن الهاية متصلة عند 0 < / . إذا فرضيا أن -ل 0 ج م 
نحصل على القانون الهام 


7 0 اسك | (33.4) 


تكاملات لا نهائية لمتتابعات : 


نفرض أن (,/) متتابعة لذوال حقيقية القيمة الى تكون معرفة عند © < بد . سنفرض أن 
التكاملات اللانهائية ./ “12 موجودة جميعها وأن ((«)مر) دنا - (*)/ انمرنا موجودة 
لجميع © < 6د . نرغب فى أن نتمكن من استنتاج أن التكامل اللانهائى للدالة كر موجود وأن 


+1 إسلا- 1[ (33.5) 


برهنا فى نظرية ( "١‏ - ؟ ) على أنه إذا كانت (,م) «تتابعة لدوال قابلة لتكامل ريمان تتقارب 
بانتظام فى فترة [© ,©] إلى دالة كر » فإن ير تكون قابلة لتكامل ريمان وأن التكامل للدالة بر هو 
المهاية لتكاملات الدالة ,كر . النتيجة المناظرة ليست بالضرورة صحيحة فى حالة التكاملات لانجائية » 
سنلاحظ فى "مرين ( مم ساى ) أن الدالة النبائية لاتحتاج إلى تكامل لانهائى لها . و بالإضافة إلى ذلك 
ر يما يفشل التساوى ححى إذا كان التكامل اللانائى .وجوداً و كان لكل من الطرفين فى (#«مه) 
معى » ( "مرين #م - ك ) . بالمثل » الامتداد الواضح لنظرية التقارب المحدودة ( «١‏ - م ) 
' ريبما تفشل لتكاملات لانجائية . لكن ٠‏ توجد نتيجتان مفيدتان هامتان و تعطيان شروطاً تظل تحتها 
معادلة ( م« - ه ) ميحة . سنستفيد لبرهتهما من نظرية التقارب المحدودة ( ١م-‏ "م ). 
النتيجة الأولى هى حالة خاصة من النظرية المشبورة الى ترجع إلى ليبيج ( حيث أننا نبحث حالة 
تكاملات ر يمان اللانبائية » فإننا نحتاج لإضافة الفرص بأن الباية قابلة للتكامل فى المالة الأكثر 
عموماً لنظرية ليبيج للتكامل » يكون هذا الفرض الإضاق غير مطلوب ) . 
مم ١١‏ نظرية تقارب مسيطرة. نفرض أن (بكر) متتابعة محدودة لدوال حقيقية 
القيمة » وأن ((*)2,) تا (*)م 2 »ع الكل » < ب وأن ير و كرء لار©8 قابلة 
لتكاءل ررمان فى [© ,4] لكل © < غ ونفرض أنه توجد دالة 74 ها تكامل على © < * وأن 


(«)لة > إ(م)م| عند لقعم ,و حبر 


يحض 


حينئذ /ر لها تكامل عند © < + وأن 
البرهان . ينتج ن اختبار المقارنة ( «م - * ) أن التكاملات اللانهائية 
ا 1 يز 


موجودة . إذا كانت 0 < ع فنفرض >1 تكون مختارة نحيث أن ع > 6ق *ج] الى منها ينتج أن 


| + »ااا 


بما أن ((2)./) صرذا > ()م لكل [1 ,ه] © * فينتج من نظرية التقارب المحدودة 
(رعسم ) أن مز[ مسنا-م ؟] . وإذن نجد أن 


1-1 ]ةك ]ل ]| 

الذى يكون أقل من 38 عندما # تكون كبيرة كبرا كافياً وهو المطلوب إثباته 
م - ١١‏ نظرية نقارب إطرادية .. نفرضن أن (,ر) متتابعة محدودة لدوال موجبة فى الفئة 

(» < » : «) المتزايدة بإطراد معني أن («)سمر > («)ر عندلل © ” وأن 4 < « وبحيث 

أن ير وكل ير لها تكامل على [© و ©] لكل © < » . إِذْنْ الدالة النبائية كر ا تكامل عل الفئة 

1ه < + : + إذا وإذا فقط كانت الفئة (لذ :8 ”12 عدودة . فى هذه الحالة 


[مد- (0]] ددرت ] 


هى أيضاً مت ايدة بإطراد . إذا كان للدالة كر تكامل على الفئة (© < عد : د) » فإن نظرية التقارب 
السيطرة ( حيث رح 214 ) تثبت أن 


و بالعكس » نفرض أن الفئة لتكاملات لانهائية محدودة ونفرض أن 'ى هى الأعلى لهذه الفئة . 
إذا كانت » < 0 » فإن نظرية التقارب الإطرادية ١م  -‏ تعبت أن 


لاميه-ه إجه-ى.] 


بما أن 0 ديم » فينج أن 5> ”1 > طؤل ومن ثم 5غ 


آقرء مر 2 


+28 


جسب نظرية ( 58 - 5 ) يكون التكامل اللانها للدالة كر موجوداً وأن 


تمضنا 


00 
إصيه - إل بإميد] ميه- 
وهو المطلوب إثباثه 
تكاملات لا نهائية مكررة : 
حصلنا فى نظرية ( مم - 7) عل تنيجة بررت تبادل ترتيب التكامل عل المنطقة 


(8 ك : > »,+ ك »:(2 ,<)) . من المرغوب فيه أيضاً إمكانية تبادل ترتيب التكامل 
لتكامل لانمائى مكرر . أى أن » نرغب فى إثبات المتساوية 


5 [نه 0 1 7 - 0 إعه 000 ا 1 ٌ (33.6) 


تحت فروض مناسبة . كان نتيجة ذلك أن شرطاً بسيطاً يمكن إعطاؤه حيث يثبت أيف] التقارب 
' المطلق للتكاملات . لككن ء لكى نبحث التكاملات اللانجائية المككررة الى لاتكون «الضرور ة تقاربية 
مطلقة » نحتاج إلى مجموعة أكبر تعقيداً من الشروط . 


«م - ١8‏ نظرية . نفرض أن كر دالة موجبة معرفة عند (/ ,]) وتحقق © < 7 , 4 < + . 


٠‏ نفرض أن 
44 جه 06 1 1 - برق :4 5 1 (33.7) 


لكل 4 < 6 وأن 


5 [نه 0 ]1 1 5 إعه 0 1[ 11 033:7 


لكل » < 8 . إذن ء إذا كانت أحد التكاملين المكررين فى معادلة ( #م - ١‏ ) موجوداً » 
فإن الآخر يكون موجوداً أيضاً ويكونان متساويين 


البرهان . نفرض أن التكامل الموجود فى الطرف الأيسر من ( #م - 5 ) موجود . 
مما أن كر موجبة » يكون 


2 1 | دعو ,)1 / 
لكل © < 8 و »  <‏ . لذلك ء ينتج من اختبار المقارنة ( 55 -/1) » أن 


4 إعه 0 | 044 إبعه مر 1 


يكوا 


باستخدام علاقة ( م - 7 ) ء نستنتج أن 


41 إعه إفي | > ع4 [:4 062 ان 


لكل © < 5 . وبتطبيق نظرية ( 9" -- ) نجد أنه يمكننا أخذ الأباية عندما »+ ج 8 . وإذن 
التكامل المكرر الآخر موجود أيضاً ويكون 


“4ه [ع4 0 ا ]عع إههم | | 


إذا كررنا هذه المناقشة واستخدمنا معادلة ( «م ‏ 47) » نحصل على المتباينة المكسية لذلك » 
يحب أن تظل المتبايئة صحيحة وهو المطلوب إثباته 

مم - م١‏ نظرية ٠.‏ نفرض أن - متصلة عند 0 < 4 ,4 < 6 وأنه يوجد دالتان موجبتان 
و 24 بحيث أن التكاملين اللانمائيين 27 “12 و 24 “12 موجودان . إذا ظلت المتباينة 

» <) ,4 < ع ,()4)«(37ة > إل ,«)ر| (233.8 

صحيحة » فإن التكاملين المككررين فى ( 7# - 5 ) موجوادن ويكوئان متساويين . 

البر هان: . نقررض أن ع معر فة عند .4<0 ,©<مد بأنها (/) 27 (عد) 34+( ,عد) رح (4,)ع 
بحيث أن 

214)*(17)02 > ( ,)ع ع 0 
بما أن /ل محدودة فى كل فثرة [8 ,0] » ينتج من المتباينة ( #م - 8 ) و اختبار 244 لير اشثر اس 
( عم - م) أن التكامل 
ش 4[ 

موجود بانتظام عند [8 ,بم] عع . باستخدام نظرية ( ««سب ) » نلاحظ أن معادلة (م«-/”) 
تظل صديحة ( حيث ث/ حل يلها بج ) لكل » < 8 . أيضاً اختبار المقارنة ( 7-5 ) يثبت أن 
التكاملين المكررين فى (-5) موجودان ( بعد كتابة م بدلا من كر). نستننتج من نظرية ١1-11‏ 
أن هذين التكاملين المكررين:للدالة م متساويان . لكن هذا يثبت أن التكاملين المكررين للدالة كر 
موجودان ومتساويان . وهو المطلوب إثباته 

النعائج السابقة تبحث الحالة الى يكون فيها التكاملان المكرران تقاربيان تقارباً مطلقاً . 
الآن تقدم نتيجة تبحث حالة تقارب غير مطلق . 

مم - ع (انظرية . تفرض أن الدالة كر حقيفية القيمة ومتصلة فى الفترة (4 ,6) عند © < ع » 
0 < ؛ وأن التكاملين اللانهائيين 


لسن 


وم ]| فوم [ (033.9) 


تتقارب بانتظام عند © < بد » » < + » عل الترتيب . وبالإضافة إلى ذلك » نفرض أن م 
معرفة عند ,© < 8 ,6 < 2 بأنها 


8 
“4 0 جل | - (8 0 
ونفرض أن التكامل اللانهائى 
ده (8 كنا (33.10) 
يتقارب بانتظام عند © < 8 . حينئذ كلا التكاملين اللانهائيين المكررين موجودان ومتساويان . 


البرهان . بما أن التكامل اللانمائى ( مم - ٠١‏ ) يكون تقاربياً بانتظام عند » < 8 » إذا 
كانت 0 < ع فإنه يوجد عدد © < م4 بحيث أنه إذا كانت ي4 < 4 فإن 


2 | ع4 (8 )5 إجعة )8 ا | (33.11) 
لكل » < م نلاحظ أيضاً أن 
3 إنه 5 1 - بيك (8 ا 


4 إبده ‏ 1 - 
حسب نظرية ( م - 7 ) والتقارب المنتظم للتكامل الثانى فى ( «* - 4ه ) » نستنتج أن 
عه إنة مز .| ]| دعة (8 ج56 | بور 
ومن ثم يوجد عدد »0 < 8 بحيث أنه إذا كانت 8 < و8 < و8 » فإن 
ع> عه 8 ٌ 4 (8 ا (33.12) 
بربط (مم- 5م ء (عمسوو)ء نلاحظ أنه إذا كانت 8 < ,8 < و8 ء فإن 
36> | عه 8 م عه (د8 م | 


ومنها ينتج أن ناية ع« (8 ,)1 ”14 موجودة عندما 0+ ج 8 بعد استخدام نظرية («#/) 
للتقارب المنتظم للتكامل الأول فى ( #م - ه ) » نجد أن 


يفف 


0 |4 162 1 صل ع2 (8 ,2) 1 نم 
دهع | عر 


4 عه 9 1 -- 


مما أن كلا الحدين الموجودين فى الطرف الأيسر ( م" - ١١‏ ) لطا نهايتان عندما + ج- 8 
فنستنتج بالوصول إلى الباية » أن 


ع2 | 44 9 9 | ]- 4 [نه 0 1 | 


إذا فرضنا أن مه+ ج 4 » نحصل على تساوى التكاملات غير المعينة المكررة . 
وهو المطلوب إثباته 


النظريات المعطاة أعلى والمسوغة لتبديل ترتيب التكامل مفيدة غالباً » لكن مازالت تترك مجالا 
فسيحاً لبر اعة . وتستعمل مر ار لارتباطها بنظريات التقارب الإطرادية أو المسيطرة ( 88 )1١-‏ 
زعم ر). 


م«م- و١‏ أمثلة . (1) إذا كانت 9م -(/,خ)/ ء فإنه يمكننا أخذ 
١‏ - ()/3 » *-م ح ()2 ونستخدم نظرية ( م" - م١‏ ) لنستنتج أن 


بعل إلة عد نه #حعسع 0 | حي إعة دمن فعس 0 / 
0 0 0 0 


(ب) إذا كانت © ع (غ ,)ع عند 0 < عرا» 0 < غم ء فتوجد متسقة عند اعتبار 
المطين 0 دم و 0 -« . لكن : إذا كانت 0 < ©0,9 < 4 و #4 <م و 2120 
فتلاحظ أن 


2/ه-ى 2/<- 


ا الي انان 


إذا وضعنا 04م ك (مر) مق و 6112م ب (237)4 » فإن نظرية ( مم - 16( ) تثيت أن 


(دس ]| ]له لهس :| 


(ج) اعتبر الدالة ‏ 000 ميرك (بر ,)م عند 0 <نرو 0< 4»<* . إذا 
وضعنا *20*-م ب (بر)/8 و ** مير -()2 فيمكننا تبديل ترتيب التكامل على ك5 © » 
ترك 0 . ما أن 


(2)1+92م- صم مدير 0492و 


3 


5 
ل مق هلوج 
| قرت - عله 5 1 


14 


فينتج أن 
* م مم 5 5-785 دي مه 5006 
بعك رق “37> مب ا م4 ]|-عوقج-د 26 
0 


' إذا غير نا المتغير بريد ما جد أن - 


ا | -رى "مهم إ 
0 0 


1 هدي مو 
يه 2 1 


وإذن ينتج أن 


إذا جملنا 0 ج © فنجد أن التعبير الموجود فى الطرف الأيمن يقترب إلى 272 . تلاحظ فى الطرف 
الأيسر أن الدالة المراد تكاملها تكون مسيطرة بالدالة القابلة للتكامل :-(2ن +1) . باستخدام' 
نظرية التقارب المسيطرة ٠‏ نحصل على 


212 - هي || ونا- 1+7 كر | <مزا 
لذلك نجد أن 4/ س 72 , الى تنتج اشتقاقاً القانون 
لا < ين م 
( د) إذا .كاملنا بالتجزىء مرتين ». نحصل على القانون 
م ونه كه + م ممه ويك - عل دونه م (33.13) 
إذا كانت 0 < » < برو 0 < » < بد فإنه يمكننا المناقشة كا فى مثال (ب) لإثبات أن 
4 2# كع 3 / 4 0 و 1 
7 لك || -عه إده عه 0 ٌ 0 


نريد إيحاد النهاية عندما 0 < © . وهذا يمكن إجراؤه بوضوح ف التكامل السابق و نحصل 
على يرك (بزار رزو >-م) “1 . ومن حقيقة كون 4 008 '(50 6 مسيطرة بالواحد الصحيح 
عند 0 < «راء وكون التكامل توك ((1/1+2)*+1 .وجودا » فيمكدنا استخدام نظرية 
التقارب المسيطرة ( م - ٠١‏ ) لنستنتج أن 


1 هوم 67 ]| 
+1 2 تيا ص 


935 


التكامل الثنى أكثر مشقة قليلا لأن نفس الأط من التقدير يوضح أن 


اخ 6م ”3 عر 
1+2 | 2بو+1 


والدالة المسيطرة ليست قابلة للتكامل » ومن ثم يحب علينا عمل أفضل من هذا . بما أن “6# ك5 به » 
ك | 4 هأة | عند 0 <,لة » فنستنتج أن بز/1 ك | » دزو 6579| » ومها نخصل على تقدير أدق 


1 > هنو 67 
1+7 | 1+2 
7 37 


يمكننا الآن استخدام نظرية التقارب المسيطرة لأخذ الهاية تحت علامة التكامل » لنحصل على 
0- و4 6د 1 نا 


0م 
قد وصانا إلى القانون 
00 ل وه 
0 


حك - به مها عقة دج 
1 بو+1 ٠‏ 


0 


نريد الآن أن تأخذ النهاية عندما 0 ج * . لابمكننا هذه المرة استخدام نظرية التقارب المسيطرة 
لأن «ك < دزو *-* ”1 ليس مطلق التقارب . مع أن التقارب:*"-» إلى الواحد الصحيح عندما 
0ج إطرادى » فإن.حقيقة كون ‏ 2أ5 تأخذ كلا الإشارتين تثبت أن التقارب للدالة المراد 
تكاملها الداخلية ليست إطرادياً . لحسن الحظ ء قد رأينا سابقاً فى مثال ( مم - ه ) (د) أن 
التقارب للتكامل يكون منتظماً عند 0 < » . حسب نظرية ( «م - 8 ) » للمرة الثانية يكون 
التكامل متصلا عند 0 < © ومن ثم نحصل على القانون الآ 


ديه لكلل (33.14) 


تمرينات : 


مم - (أ) أثبت أن التكامل برنى *-'م :1 يتقارب بانتظام عند م فى فترة [8 ,0] لكن 
سوف لاتتقارب بانتظام عند 0 < + . 
مم - (ب) أثبت أن التكامل 


عه للمة ”| 

0 8 

تعقارب بانتظام عند 1 < + » لكن لا يتقارب تقارباً مطلقاً عند أى من هذه القم للمقدار م , 
مم - (ج) لأى قيم للمقدار 4 تتقارب التكاملات اللانهائية الآتية بانتظام , 


رف 


5-5 7 0 7 


+ع ا 
لج) عمدوم تم / (د) ١‏ عجوم “مكبر || 
0 0 
(ه) ‏ ينل تصيصي” | ١‏ )2 قرز / 
0 6 


«م (د) استخدم قانون ( م - ١4‏ ) لإثبات أن كو( 38 )1 
«م - (م) استخدم قانون ( م«-4 ١‏ ) لإثبات أن ؛/ل!- يرل **ه “10 عند 0 < 8 , 
حقق التفاضل و أثبت أن 


سا شه 
7 


ا سيم ]| 
25 4 6 و 


م (و) أثبت الوجود للتكامل بك 2-بر(“-م-1) >1 (لاحظ أن الدالة المراد تكاملها 
يمكن تعريفها بأنها متصلة عند 0 ح + ) . أحسب هذا التكامل 


(1) بإبدال 2< بالمقدار 2ه ثم التفاضل بالنسبة إلى 4 » 
(ب) بتكامل يم *- *:1 بالنسبة إلى 4 . حقق كل اللطوات 
بف -(ز) بفرض أن / معطاة عند 8 46 بأنها 
بعك 1 605 م )م 
فاضل بالنسبة إلى 4 ثم كامل بالتجزىء لتثبت أن (1/2(/1)4-) ح (4)/ . حينئذ أوجد 7 
بعد تغيير متغير ‏ أثبث القانوت 
0فى”_- او ل ع عل 2 05 زو 3 
(ح) بفرض أن © معرفة عند 0 < ؛ بأنها 
ع “تتم - 600 
فاضل ثم غير متغير ات لتوضيح أن (20)4 - ح (4) © . حينئذ أوجد (4)© وأثبت القانون 
لاسي بوك1 بول بلقتم 17 / 
+ (ط) استخدم ( ام-4 ) ء وقوانين حساب الثلثات الأولية » والمارسة لإثيات أن 


تطرون 


)غ0( ,0< و ف |2 
0 


1 3 
,4-0 ,0 
0>» ,2-1 
١ب‏ 1 > || 1ع *6 205 » أو | 
1 ل 
اها اع 
1<ه| ,0< 
( 1تكىى) 1 ري عه سصلوع مو 2 
2ج 1>اها وه1ح د ءيق 9 
21 1 
1<ه| 4 
حت انم 2 
3 ا 


++ - (ى) عند لدع انفرضص أن ؛/ معرفة بأنها 


,2 كعك 1 1/5 >-(2)] 
<عن 0 ع- 


أثبت أن كل ,1 ها تكامل عند 1 < « والمتتابعة (,/) محدودة » متّزايدة باطراد » 
و نتقارب بانتظام إلى دالة متصلة ليست قابلة للتكامل على (1 < + : ع »«) 
مم - (ك) بفرض أن .8 معرفة بأنها 
,0 > ع ع 0 ,1/8 > («ابع 
جع 20 


أثبت كل ,رع لها تكامل عند 0 < ب والمتنابمة (,رع) محدودة وتتقارب إلى دألة ع لها تكامل 
على 0 < ,د » لكن ليس صحيحا أن 


هل التقارب اطرادى ؟ . 
سم < (ل) إذا كانت 07 +»)/2-2)-62)م 2 ء أثيت أن 
نلعم + <يهإعون م 
تعه ا جم ١‏ م>عهإون ا 
ومن ثم » استنتج أن 
إفرننا 


5 إنه 9 اانا غ4 إعه 2 1 / | 0 1 1 


مم - ( م ) استخدم مناقشة مائلة إلى الى فى مثال ( ١١-7‏ ) (ج ) وقوائينا من مرينات 
(ز)ء **(خ)ء لإثبات 


ون > 
٠ 1‏ 
مم - (ن) باعتبار التكاملات المكررة للدالة بر دزو 0627م على الربع 0 < بر ,0 < ب 
أثبت القانون 
مو م رار جو ل 
0ه -- | نه تيج ٠‏ 


مم - (©) هذا المشروع يدرس دالة جاما » الى قدمت فى مثال ( ؟- )١١‏ (ه) . 
تذكر أن '1 معرفة عند فى (م< : ©ء ب - 085 بواسطة التكامل 
4 مر - (1 
قد رأينا توا أن هذا التكامل يتقارب عند دع وأن ج/ - (1 

(1) وضح أن '1 متصلة فى م , 

(ب) أثبت أن رع - (د+ع)1 عند صج+ (إرشاد : كامل بالعجزىء فى الفترة 
([1856]). 

١ج(‏ أثبت أن إم ع (1+هع1 2 عند لرعم 

(د) أثبت أن 1 - ()1 ,ميسلا . ومن ثم ينتج أن "1 ليست محدودة على يمين 0 > بد. 

( ه) أثبت أن '1 قابل للتفاضل فى 2 وأن المشتقة الثانية تكون دائماً موجبة . (ومن ثم تكون 
'1 دالة محدبة فى ه) , 

(و) بتغيير المتغير + أثبت أن 


45 و 3 0-0 عسوي ]2 -()1 
04 +0 


عم - (8) نقدم دالة بيتاً لأويلر . نفرض أن (لر ,)8 معرفة عند «زوكد ىق 
(0< ع : #8ع »م دم بأنها : 


ل ع - ار 1ن )8 


انفنن 


إذا كانت 1 < مرو 1 < بداء فإن هذا التكامل يكون معيئاً » لكن إذا كانت 1 > +« > 0 أو 
1 .> بر > 0 فإن التكامل يكون غير معين 
(1أ) أثيت تقارب التكامل عند تررح فى ل . 
(ب) أثبت أن (م« ,)8 - (بر ,)8ه 
(ج ) أثبت أنه إذا كانت بر ,د تنسيان إلى 2 » فإن 
بك تر ومن تزع م2 و82 
و : 3 
5 عكر -00 86 
( د) بتكامل الدالة الموجبة 
للقي لسعقع فسس تكاج بح (يهز ,)1 
على 0<« ,0 <؛ ,22 - ةين +:::(ه ,)1 م مقارنة هذا التكامل بالتكامل على المربعات 
الداخلية والخارجية » استنبط القاثون الهام 
لم رم )8 
( ه) أثبت قانون التكامل الآتيين : 


*”/2 

ع مسن تين / 

2462 (1جس)طسه 

2100+ 103-05-7. )28+1( 

0 () - هذا المشروع والمشروع الآى يعطى قليلا من خواص تحويل لابلاس0*؟ : 

وهى هامة: لكلتا الرياضيات النظرية والتطبيقية . لتبسيط المناقشة » ستركز اهّامنا للدوال 

المتصلة كر المعرفة فى (0 <ع: © ؛) إلى الفراغ # . تحويل لابلاس لدالة كر هو الدالةثر المعرفة 
عند العدد الحقيق ى بالقانون ١‏ 


2 1 
ح برل “زع ورزوة) / 


ا ٍ/ 0[ 
طالما يتقارب هذا التكامل . أحياناً للدالة [ بالرمز (م/) 
(1) نفترض أنه يوجد عدد حقيق © بحيث أن ©» > | (4) | عندما 4 تكون كبيرة كيرا 
(#) بيير ‏ سيمون لابلاس ( 1745 ل 1877 ) © كان الابن لفلاح نورمائدى »2 ثم أصبح 
أستاذا فى المدرسة العسكرية فى باريس وانتخب لاكاديمية العلوم : 


هو مشهور بعمله فى الميكانيكا السماوية والاحتمالات . 


امرض 


كانيا . حينئذ التكامل الذى يعرف تحويل لابلاس م يتقارب عندما 6 < 5 . وبالإضافة إلى 
ذلك » فإنه يتقارب بانتظام عندما .م +ع < : إذا كانت 0 < 5 . 


(ب) إذا كانتث/ر تحقق شرط كوبا محدودة المذكور فى جزء (أ) » فإن [ تكون متصلة 
وها مشتقة عند ©  <‏ وممطاة بالقانون 


:4 ورم[ -7)0 


[ أى أن المشتقة لتحويل لابلاس للدالة كر هى نحويل لابلاس للدالة (6) كرة ‏ ك ()8 ] . 
رج( بالاستنتاج » أثبت أنه تحت شرط الحدودية فى (أ) يكون للدالة لما مشتقات من كل 
الرتب عند © < ى وأن 
سه | - "1 
(د) .نفرض أن ع و ثر دالتان متصلعان حيث تحويل لابلاس لما هما أى الدالقان وى مر 


تتقاربان عند مى < ى ع وإذا كانت 8 و © عددين حقيقيين فإن للدالة ع6 -د ره نحويل 
لانلاس يتقارب عند وى < ى ويساوى هم +ره 


(ه) إذا كانت 0 < 4 » وكانت (/©) كر -(/)ج » فإن # تتقارب عند م5 < ى وأن 
م/م - 80 
بالمثل » إذا كانت (4/4)ر (1/4) ح ()4 » فإن 8 تتقارب عند ©/وى < 5 وأن 
(كه)/ - رم 
(و) نفرض أن تحويل لابلاس / للدالة /ر موجود عند وى < 5 ونفرض أن معرفة عند 
0 > + بأنها مساوية للصفر . إذا كانت 0 < 8 وكانت (85-غ)ثر >-(/)ع ١‏ فإن م 


تتقارب عند مى < ى وأن 
)7 - رمع 
بالمثل»إذا كانت (4) ثر تم س (4)ث/ لأى مقدار حقيق 8 » فإن # تتقارب عندما م لل وو<دى 
وأن 
(-ى] - )م 
م" (8) - هذا المشروع استمرار للمشروع السابق ويستخدم نتانجه . . 


)١١‏ -أثبت الجدول القصير الآ لتحويلات لابلاس 


إنارها 


فترة التقارب 160 10 


,0< قو 1/5 1 
,0<و ورم 4 
به< و 7( -) م 
ره < و "ل - )لم * حال 
4« . 
للشدم © مله 
رى آله ةو 
ثبي 1ه 05 
الك ص 
00 5 
به < و وس عه طصلة 
5 1 
به < و سم أه طومء 
4 ملة 
.0<ىر (1/5) مهاعته ا 


0 


(ب) نفرض أن “كرو كر متصلتان عند 0 < م وأن / تتقارب عندما وى < ى وأن 
0ح (#)ير »تك عند + ج: الجميع وى < ى . إذن يكون تحويل لابلاس للدالة '/ر موجوداً 
عند م3 يكون 

7150 > 0-100 

( ارشاد : كامل بالتجزىء ) . 

(ج ) نفرض أن '' كرو “روث متصلة عند 0 < م وأنثر تتقارب عند مى< 5. بالإضافة 
إل ذلك نفرضص أن 0)'["-م6 و (0/”-© تقترب من 0 عندما دهع لكل وى < ى 
إذن يكون تحويل لابلاس الدالة “/ر موجوداً عند وى < ى ويكون 

(0)"[ -(0) ره - (ى)2 - 705 

( د) إذا لاحظنا أن كل أو جزء الدالة المراد تكاملها هو تحويل لابلاس ء فإن التكامل 

يمكن حسابه أحياناً بتغيير ترتيب التكامل . استخدم هذه الطريقة لحساب التكامل 
لسر 
5 0 

(ه) من المرغوب حل المعادلة التفاضلية 1 

1-(0) 2 مصسنوة-()20 +900 

نفرض أن هذه المعادلة لها حل بز بحيث أن تمخويل لابلاس مل نز » “زر موجودان عندما 5. 
تكون كبيرة كبرآً كافياً . فى هذه الحالة يحب أن يحقق تحويل بز المعادلة 

5<1 ,(1 - 4/)5 - (و) 282 + (2)0 - (و) لاو 
الى مها ينتج أن 
ارون 


5+3 
)6+2(6-1( 


استخدم كسوراً جزئية والجدول فى (1أ) لتحصود على -م460-4-()ر » الذى يمكن إثباته 
مباشرة كحل للمعادلة التفاضلية 
(و) أوجد الل للمعادلة 


)ا 


0 0 ال 
باستخدام تحويل لابلاس 
( ز ) أثبت أن معادلة تفاضلية متجانسة خطية معادلات ثابتة بمكن حلها باستخدام تحويل 
لابلاس . والأسلوب الاصطلاحى لتحليل دالة قياسية إلى كسور جزئية . 


فضضس 


الفصبل الساد س 
التشلسلات اللانهائية 


مختص هذا الفصل بإثبات النظريات الأكر أهمية فى نظرية المتسلسلات اللانمائية . و بالرغم 
من و جود نتائج هامشية قليلة هنا » فسنوجه انتباهنا إلى الفرو ض الأساسية . يرجم القارىء إلى 
مقالات أكثر شولا لنتائج وتطبيقات متقدمة . 

سنقدم فى الباب الأول النظريات الأساسية المتعلقة بالتقارب المتسلسلات النبائية فى الفراغ 
سوف نحصل على بعض نتائج لها طبيعة عامة وتساعد فى إثبات التقارب لمتسلسلات وتحقق ممارسة 
خاصة المتسلسلات . 

سنعطى فى باب هم بعض د« اختبارات » مألوفة التقارب المطلق للمتسلسلات و بالإضافة 
إلى ذلك فإن كلا من هذه الاختبارات ينتج تقديراً كياً مختص بسرعة التقارب وذلك لفمان 
تقارب المتسلسلات الى تطبق هذه الاختبارات علها . 

مدنا الباب الآق ببعض اختبارات مفيدة التقارب الشرطى » ويزودنا مناقشة قصيرة 
للمتسلسلات المزدوجة وحاصل ضرب المتسلسلات . 

نقدم فى باب 0 الدراسة لمتسلسلات الدوال ونثبت الحواص الأساسية لمتسلسلات القوى 
بيما فى الباب الأخير من هذا الفصل سنثبت بعض النتائج الأساسية لنظرية متساسلة فور ييه 


الباب الرابع والثلاثون ‏ تقارب متسلسلات لا نهائية : 
فى مقررات أولية » ( تعرف » متسلسلة لامائية أحياناً بأنها « تعبير فى الصورة 
31 زوع ل ريع . (34.1) 
هذا « تعريف » ينقصه وضوح ء لكن ء بما أنه لايوجد قيمة خاصة مكنا ربطها قبل هذا النظام 
من الر موز لتدل على إجراء عدد لانها من عمليات الجمع بالرغم من وجود تعريفات أخرى مناسبة » 
فسنعتبر المتسلسلة التهائية مثل المتتابعة الحواصل جمع جزئية . 


. 


١ - "4‏ تعريف . إذا .كانت (ي,) ح 8 متتابعة فى الفراغ "42 .. فإن المتسلسلة 
اللاهائية ( أو ببساطة المتسلسلة ) المولدة بواسطة ل فى المتتابعة (ج5) - 3 المعرفة بواسطة 
1 1 ع رق 


,زوع + 1<« -) ايع + رو عديو 


ولع« + +٠٠١‏ يع + رع ح) ار لديو ع وق 


إذا كانت 5 تتقارب » فنشير إلى كنلظفة بأنه حاصل جمع المتسلسلة اللابهائية . تسمى' 
العناصر يرد الحدود وتسمى العناصر ٠‏ برى حواصل جمع جز ئية هذه المتسلسلة اللالهائية , 


من المناسب استعال التعبير ( 4 - ١‏ ) أو أى من أحد هذه الرموز 
د اد 


كل يشير إل المتسلسلة اللانهائية المولدة بواسطة المتتابعة (,) ح ار وأيضاً لتشير إلى 5 تقفة ” 
فى حالة كون هذه المتسلسلة اللانبائية تقاربية . بالمارسة الحقيقية » الاستعال الزوجى هذه الرموز 
لايؤدى إلى إبام » طالما كان من المفهوم وجوب إثبات تقارب المتسلسلة . 


ويحب على القارىء الاحتّر اس منعاً للاهام بين الكلمتين ( متتابعة ) » « متسلسلة » . وبلغة 
غير رياضية تكون هاتان الكلمتان قابلثين لتبديل كل مهما مكان الأخرى » لكن » فى الرياضة » 
لايكونان مثر ادفين حسب تعريفنا » تكون متسلسلة لاجائية هى متتابمة 5 خصلنا عليها من 
. متتابعة معطاة ل طبقاً لعملية خاصة ذكرناها أعلاه . توجد طرق أخرى كثيرة لتوليد متتابعات . 
جديدة و « حواصل جمع » ملتصقة للمتتابعة المعطاة ل . يحب على القارىء أن يبحث فى كتب 
على المتسلسلات التباعدية » المتسلسلات المقادبة » قابلية المتسلسلات تمع على أمثلة لمثل هذه 
النظطزيات . 


توجد كلمة أخيرة عن مسائل رمزية . مع أننا نفهرس غالبا العناصر المتسلسلة بأعداد 
طبيعية » يكون » من المناسب أحياناً بدرجة أكثر أن نبدأ من 0 عدم » من 25د م2 
أو من #6 ح بر فى مثل هذه الحالة سترمز للمتسلسلات الناتجة أو الحواص جمعها برموز مثل 
2 0 د ْ 

عرفنا فى تعريف ( )8-01١4‏ » حاصل الجمع وباق. الطرح لمتتابعتين ‏ 7 ,د فى 29ل 
بالمثل ٠‏ إذا كانت © عدداً حقيقياً وإذا كانت بد عنصراً فى “2 ٠‏ فقد عرفنا المتتابعتين 
(* . #) ,(رد») ح كاه فى © “اء عل الترتيب . تختبر الآن المتسلسلات المتولدة 
بهذه المتتابعات . 
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4س - 8 نظرية . (أ) إذا كانت المتسلسلتان (<) 3 ٠‏ (70) :3 تقاربيتين فإن 
(ملا+ بر تتقارب وأن حواصل الجمع تكون مرتبطة بالقانون . 

() (8 +0 2 > زر + م ره 
نتيجة مشاببة نظل صحيحة للمتسلسلة المنتجة بواسطة 37 - ل 

(ب) إذا كانت المتسلسلة (,«) 5 تقاربية » © عدداً حقيقياً » 1١‏ عنصراً ثابتاً من 2+0 » 

فإن المتسلسلتين (م.ده) 50 7300٠0 ,(٠‏ تتقاربان ويكون 
(00 رة «١‏ د رد ١:‏ مر ,(م0 رلء - (ممه)ية 

البرهان . تنتج هذه النتيجة مباشرة من نظرية ( ١١‏ - 8 ) ومن تعريف ( 7-84 .)١‏ 

وهو المطلوب إثباته 

ر بما يكون متوقعاً أنه إذا كانت المتتابعتان (,») - يز » (,بو) - 380 تولدان متسلسلتين 
تقاربيتين » فإن المتتابعة (ر ٠ 8/- )., ١‏ 6 تولد أيضاً متسلسلة تقاربية '. ولملاحظة أن 
هذا لايكون داماً صميحاً تأخذ (1("//7-)) لا دعق فى الفراغ © . 

الآن نقدم شرطاً ضرورياً بسيطاً لتقارب متسلسلة . ومع ذلك فهو ليس كاف . 

0-4 مفترض . إذا كانت (0*) 3 تتقارب فى “2 فإن 0 > (ي«) قتعلا . 

البرهان . من التعريف نجد أن » التقارب للمتسلسلة (,ند) 5 يعنى أن (يى) هذ 
مومتود . لكن 3 يما أن 

عه حديى - يد فإن 0 ع (ر_يى) تطنا - ريرى) تصنا ع ربج) سنا 

وهو المطلوب إثباته 

النتيجة الآثية » ها أهمية كبيرة بالرغم من أنها محدودة فى مجال”. 

4” - 4 نظرية . نفرضص أن (,,ذ) متتابعة لأعداد حقيقية موجبة . إذن المتسلسلة (م*)ة 
تتقارب إذا وإذا فقط كانت المتتابعة (م5) حت 5 لحواصل جمع جزئية محدودة . فى هذه 
الحالة يكون 

(5) يه > (و) دنا > مود رخ 
البرهان . بما أن 0 < ,»د » فإن المتتابعة لحواصل جمع جزئية مب أيدة باطراد 
2ك وق > 00 كتوق كرو 
حسب نظرية التقارب الاطرادى ( ١ - ١5‏ ) » نجد أن المتتابعة 5, تتقارب إذا وإذا فقط كانت 
0 وهو المطلوب إثباته 
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. مما أن معيار كوثى الآقى هو بالضبط صياغة ثانية لنظرية ٠١ 1١5‏ »2 فسوف نحذف 
برهاله . 

#4 - ه معيار كوثشى للمتسلسلات . تتقارب المتسلسلات (<) '5 فى 27 إذا وإذا 
فقط كان يوجد لكل عدد 0 < 8 عدد طبيعى ( 8 )34 بحيث أنه إذا كانت ( 8 )84 < « < :م 
فإن : 

ع > |إمجد ع ٠‏ يبك + م || > |إءد - دأ 

مفهوم التقارب المطلق يكون غالباً ذو أهمية عظمى فى دراسة المتسلسلات ٠»‏ كا سنوضح 
فما بعد . 

4م - 5 تعريف . الفرضن أن (,ر#) > د متتابعة ى ”82 . نقول إن المتسلسلة 
(.2) !5 تقاربية تقارباً مطلقاً ( أو تقاربية مطلقة ) إذا كانت المتسلسلة (||,«|]) 7 تقاربية 
ف الفراغ © . 

يقال للمتسلسلة أنها تقاربية مشروطة إذا كانت تقاربية ولكن ليست تقاربية مطلقة . 

من الم كد أنه لايوجد تمييز بين التقارب العادى والتقارب المطلق المتسلسلات الى عناصر ها 
أعداد حقيقية موجبة . لكن » ريبما يوجد فرق بين التقاربين لمتسلسلات أخرى . 

4م - * نظرية . إذا كانت متسلسلة فى ”22 تقاربية مطلقة فإنها تكون تقاربية . 

البر هان . من الفرض » تتقارب المتسلسلة ([.||) ,2 . لذلك » ينتج من لزوم معيار 
كوثى ( 4م - ه) أنه بإعطاء 0 < ع » يوجد عدد طبيعى ( 24)8 بحيث أنه إذا كانت 
(74)8 < + < بم » حينئذ 

ع > |إهدا|+ ٠ ٠ ١‏ + اإممهت|+ العدكا 
طبقاً لمتباينة المناث » يسيطر الطرف الأيسر هذه العلاقة على 
ال ]| 
نستخدم الكفاية لمعيار كوثى لنستنتج أن (,2) 5 يحب أن تتقارب , 
: وهو المطلوب إثبائه 


غم - م أمثلة . (أ) نعتير المتتابعة الحقيقية (”ت) > كر » الى تولد المتسلسلة الطندسية 
لبخي ءال تج جني (34.2) 
شرط كاف للتقارب هو أن 0 - (”6) 1382 » الى تتطلب أن 1 > | 2] . إذا كانت 

+« < ص27 فإن 3 
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-000ظ 

1-4 
الى بمكن تحقيقها برب كلا الطرفين بالمقدار 2 - 1 وملاحظة الظاهرة التلسكوبية على الطرف 
الأيسر . إذن حواصل المع الجزئية تحقق 


1 جص دلجم 
«حس ,لكام كام زحوي.. .مز درو موا 


ح “ين جا ل للختي باتكك (34.3) 


إذا كانت 1 > |4 ] » فإن0 ج]'*"2| لذلك يدل معيار كوفى عل أن المتسلسلة المندسية 
(4؟ - ١‏ ) تتقارب إذا وإذا فقط كان 1 > | »| . نفرض أن0 ع م فى ( 6+ - م ) 
وبإيجاد اللهاية بالنسبة إلى 8 نجد أن ( 4م - ؟ ) تتقارب إلى اللهاية (# --2/)1 عندما 
4[>1|. 

(ب) نعتبر المتسلسلة التوافقية . (5:)1/8 » المعروفة بألا تتباعه . يما أن 
0 ع (/1) عطذطة . لامكننا استخدام مفترض ( 4 «) لإثيات هذا التباعد ٠‏ لكى يحب 
تنفيذ استدلال أكثر دقة » التى سيستنتج من نظرية ( #4 - 4 ) . 

سنوضح أن متتابعة جزئية لحواصل جمع جزئية ليست محدودة . فى الحقيقة » إذا كانت 
2 يم 2 فإن 


1 
12ت بق 
وإذا كانت 22 +- م/م » فإن 
142 -لك1 14ب,-ط1ط11ب!- 
15 - (ذ)ممن دامطبي 1ب 1ب ةب ديه 


بالاستنتاج الرياضى » نستنج أنه إذا كانت “2 ح يم ع فإن 


لذلك » تكون المتتابعة الجرئية (..5) ليست محدودة والمتسلسلة التوافقية لاتتقارب . 


(ج ) تدرس الآن المتسلسلة - م الى هى (”1/8) :5 حيث 1 ك م > 0 ونستعمل المتبايئة 
الأساسية ج > 7ج . عند 61م . من هذا ينتج أنه » عند 1م >0 »ء فإن 


الع 5 


وحيث أن حواصل الجمع الجزئية المتسلسلة التوافقية ليست محدودة » فإن هذه المتبايئة توضح أن 
حواصل الجمع الجزئية للمتسلسلة (*/1) 18 ليست محدودة عند 1 5 م > 0 . ومن ثم 
المتسلسلة تكون تباعدية عند هذه القيم للعدد م 


دين 


( د) اعتبر المتسلسلة ‏ م عندما 1 < م . بما أن حواصل الجمع الجزئية أطرادية 2 
فيكى أن نوضح أن متتابعة جزئية ما تظل محدودة لى نبت التقارب للتسلسلة . إذا كانت 
22-11 سي ء فإن ١ح‏ ب . إذا كانت 22-13 ع يي » ونجد أن 

+1 +1 > ( د جط) +1-ييه 
وإذا كانت 23-1 ح وي » فتحصل على 
11 
ور ان 11 )ييه “بيع 
نفرض -“1/2-م ؟ ما أن 1 < ص ء فيلاحظ أن 4>1ه#>0. بالاستنتاج 
الرياضى » نجد أنه إذا كانت 22-1 -,#8 » فإن 


36 +421 جبى >( 


1 
4 2 4 


احم 


م+...+ثي +ع +1> يو >0 
ومن ثم يكون العدد  ©(‏ 1/)1 هو الحد الأعلى لحواصل الجمع الجزئية المتسلسلة -م حيث 
م > 1 . ينتج من نظرية ( 4 +4 ) أن عند مثل هذه القيم للمقدار م » تتقارب المتسلسلة -م . 
(ه) اعتبر المتسلسلة ((1/)12+7) 7 باستخدام كسور جزئية » يمكننا أن نكتب 
ا كي ال 1 0 
هذا تعبير يوضح أن حواصل الجمع الجزئية تلسكوبية ومن ثم 


ا 1 1 3 1 


520 2001 12 +1 


ينتج أن المتتابعة (.5) تتقارب إلى الواحد الصحيح . 


اعادة تنظيمات متسلسلات : 


بعبارة غير دقيقة يكون معنى إعادة تنظي المتسلسلة هو متسلسلة أخرى نحصل عليها من المتسلسلة 
المعطاة باستخدام كل الحدود مرة واحدة تماماً » لكن بتغيير الترتيب الذى تؤخذ فيه الحدود . 
مثل ذلك » المتسلسبلة التوافقية 


ها إعادة تنظمات 


ركان 


نخصل عل إعادة التنظيم الأول بتبادل الحدين الأول والثاى » والحدين الثالث والرابع إل آخره . 
ًا نمحصل على إعادة التنظيم الثانى من المتسلسلة التوافقية . يأخذ « حد فردى » » واحد ثم 
« حدين زوجين » ء « ثلاثة حدود فردية » وهكذا . من الواضح أنه يوجد إعادة تنظمات أخرى 
كثير ة ممكنة عددها لانهاقٌ للمتساسلة التوافقية . 

4-4 تعريف . متسلسلة (.) (5 فى ”2 تكون إعادة تنظ المتسلسلة (30) :2 
إذا كان يوجد تناظر أحادى ثر للمقدار لع على ل ححيث إن 2< > ملا 
لجميع لارع 0م 

توجد ملاحظة تسترعى الانتباه ترجع إلى ررمان » وهى أنه إذا كانت (م) (5 »تسلسلة 
تقاربية شرطية فى 8 تقاربية شرطية ( أى إنها تقاربية لكن ليست تقاربية مطلقة ) وإذا كانت © 
عدداً حقيقياً اختياريا » فإنه يوجد إعادة تنظم المتسلسلة (.)3 الى تتقارب إلى © . فكرة 
البر هان لهذا الغرض أولية جداً . تأخذ حدوداً موجبة إلى أن نحصل على حاصل جمع جز يزيد 
عن © » حينئذ نتأخذ حدوداً سالبة من المتسلسلة المعطاة حتّى نحصل على حاصل جمع جز للحدود 
يكون أقل من 6.» وهكذا . وحيث إن 0-()110 .2 فليس صعباً ملاحظة أنه يمكن 
تركيب إعادة تنظيم للمتسلسلة بحيث يتقارب إلى © . 

معالجتنا المتسلسلات » نجد فى الحالة العامة » أنه من المناسب التأكد من أن إعادة التنظمات 
لاتؤثر فى التقارب أو قيمة اللباية . 1 

4م + ٠١‏ نظرية إعادة تنظيم . بفرض أن (20) 7 متسلسلة تقاربية مطلقة فى 87 , 
إذن أى إعادة تنظم المتسلسلة (.) :2 يتقارب بانتظام إلى نفس القيمة . 

البرهان . نفرض أن (,<) (13- د » نفرض ,(,,) (5 هى إعادة تنظ للمتسلسلة 
(,) © ونفرض أن ع2 حداً أعلى لحواصل الجمع الجزئية من (|.:|) 5 واضح أنه إذا كانت 
ببو+ .00+ وب هو حاصل جمع جزق المتسلسلة (-() ,2 » حينئظ 

عل د دااع +٠٠ ١‏ إإدرا 
ومها نجد أن (2.090 تتقارب تقارباً مطلقا لعنصر ما بر فى الفراع ”82 نرغب فى 
إثبات أن برح + . إذا كانت 0<مء ونفرض أن (27)6 محيث إنه إذا كانت 


(17)6 - م < مم و ل +...+يد عمد فإِنْ ع>للءه-ءا|ا ويكون 


ع>ااء*] نؤ ١‏ 
اجمسعر 


انا 


باختيار حاصل جمع جز للمتسلسلة (2) 5 محيث إن 8>|خ-(ا|| وبحيث إن 
ل لش . وبإجراء هذا » نختار ‏ < 8 كبيرة لدرجة أن كل غلا 
الى تظهر فى م2 تظهر أيضاً فى ..5 وإذذ , 


3 > ء + لاسا بة +ع > الا طلا+ ااة - مولا الدد - ع|| > إإلا- ءا 


ما أن 0< ع اختيارية » فنستنتج أن ترح ب , وهو المطلوب إثياته 
تمرينات : 


هم - (أ) نفرض أن (6) 2 متسلسلة ممطاة ونفرض أن (.2:)8 هى المتسلسلة 
الى فيبا حدؤدها هى نفس الحدود ف المتسلسلة (,2:)6 » بعد حذف الحدود الى فيها 0- يه 

أثبت أن (©) 2 تتقارب إلى عدد 4 إذا وإذاً فقط كانت (75/)50 تتقارب إلى 4 . 

4م - (ب) وضح أن التقارب لمتسلسلة لاتتأثر بتغيير عدد محدود من حدودها . ( طبعاً » 
ربما يتغير .حاصل الجمع ) . ش 

4م - (ج) أثبت أنْ مجموعات الحدود لمتسلسلة تقاربية الناتجة بإدخال أقواساً تحتوى 
على عدد محدود من الحدود ء لاتهدم التقارب أوقيمة الباية . لكن ؛ مجموعات حدود فى متسلسلة 
تباغدية يمكن أن تنتج تقارياً . 

هم - (د) أثبت أنه إذا كانت متسلسلة تقاربية لأعداد حقيقية تحتوى فقط على عدد 
محدود من حدود سالبة » فإئها تكون تقاربية مطلقة . 

هم ب (ه) وضح أنه إذا كانت متسلسلة لأعداد حقيقية تقاربية شرطية » فإن المتسلسلة 
لحدود موجبة تباعدية والمتسلسلة لحدود سالبة تباعدية . 


4م - (و) باستخدام كسور جزئية » أثبت أن 


1 1 َ- 
(0)1<ه نز 7217 
1 1 7 

20170274 0 


هم - (ز) إذاكانت ,(0©) 2 «تسلسلة تقاربية لأعداد حقيقية » هل 6,3) :2 تكون 
تقاربية دائما ؟ إذا كانت. .0 < مه ء هل صعيح أن (02/ :2 تكون دائماً تقاربية ؟ 


4م - (ح) إذا كانت (0) ل تقاربية وأن ,0 < نه » حيتذ هل (,يويه/) 5 
تقاربية ؟ 


#4 - (ط) نفرض أن (:706 متسلسلة لأعداد موجبة مضبوطة ونفرض أن 


الا 


لال ” ,8 معرفة يأن تكون «/(يه+-00+يم+ره)-ب8 . أثيت أن (.2)6 تكون 
دائماً تباعدية . 

4 - (ى) نفرض أن (.) 2 متسلسلة تقساربية ونفرض أن 5610 .© » معرفة 
بأنها المتوسطات الموزونة أى 


_ .يه‎ + 2هي+٠‎ ٠ ١ + مها‎ 


9 720+ 1( 


إذن (2)0 تتقارب وتتساوى (يم) 5 ل 
#4 - (ك) نفرض أن (,م)2 هى متسلسلة لأعداد موجة ومتناقصة باطراد أثيت أن 
(©) 37-1 تتقارب إذا وإذآً فقط كانت المتسلسلة . 
26 0 
تتقارب . تسمى هذه النتيجة أحياناً باختبار تكثيف لكوثى . [ إرشاد : غم الحدود فى مجموعات 
كاى مثلى ( 4م - م) (ب .د)ع]. 
4 - (ل) استخدم اختبار التكثيف لكوثى لمناقشة التقارب للمتسلسلة - م (1/00) 7 
84 - (م) استخدم اختبار التكثيف لكوثى لإثبات أن المتسلسلات 
1 
(: مها ع7()10: و10 )م 2 
لكك ل ل 1 2 
(2 ع10 عه1 ع2()105 عه1 ع2()10 عه1) 


1 
2 


تباعدية . 
4" - (ن) أثبت أنه إذا كانت 1 < © » فإن المتسلسلتين 


1 1 
“0 108 700108 10008 2 * )5 71)0108 2 
تقار بيتان 
4 ه (س) نفرض أن (,ه) متتابعة متناقضة باطراد لأعداد موجبة . أثيت أنه إذا 


كانت المتسلسلة (مه) :3 تقاربية » فإنث ‏ 0- (ي20) طنئا . هل العكس صميح ؟ 


4؟ - (ع) إذا كانت 0-(يه) سنا فإ (.ه)5 و 26.2 +.0) 5 تتقاربان 
مع أو تتباعدان معا . 


لكان 


الباب الخامس والثلاثون ‏ اختبارات لتقارب مطلق : 
حصلنا فى الباب السابق على بعض نتائج متعلقة بدراسة المتسلسلات اللانهائية » وخاصة 
الحالة الهامة الى فيبا تكون المتسلسلات تقاربية مطلقة . لكن » باستثناء معيار كوثى وحقاقة 
كون حدود متسلسلة تقاربية تقترب إلى صفر ء لم نثبت أى شروط ضرورية أو كافية لتقارب 
المتسلسلات اللاجائية . 
سنعطلى الآن بعض نتائج حيث يمكن استخدامها لإثبات التقارب أو التباعد لمتسلسلات لانمائية. 
وبسبب أهيتها » سثمير انتباهاً خاصاً التقارب المطلق . ا أن التقارب المطلق المتسلسلة (,) :2 
فى ”2 يكون مكافتاً لتقارب المتسلسلة (|.*|) 5 لعناصر موجبة فى الفراغ 8 » فن الواضح 
أن النتائج التى تعبت التقارب لمتسلسلات حقيقية موجبة ها فائدة خاصة . 
يوضح اختبار نا الأول دأنة إذا كانت الحدود لمتسلسلة حقيقية موجبة تكون مسيطرة 
بالحدود المناظرة لمتسلسلة تقاربية » فإن المتسلسلة الأولى تكون تقأربية . وتعطى اختباراً للتقارب 
المطلق الذى يحب أن يصوغه القارىء . 
وم - ١‏ اختبار المقارنة . نفرض أن (,) - 2 "و (,رر) لا متتابعتين حقيقيتين 
موجبتين ونفرض أنه لأى عدد حقيقي 8 يكون 
١ < 1>‏ جور 0007 (35.1) 
حينئذ التقارب للمتتابعة (,إ) 5 يضمن التقارب للمتتابعة (00) ,2 . 
البر هان . إذا كانت ((ع)080 ,1 مناه < #4 < 1 فإن 
ع >> الوط + د ربولا كك بر د + 8 جوز 
الى مها يكون المطلوب إثباته واضحاً وهو المطلوب إثباته 
هم - ثم نباية اختبار مقارنة . نفرض أن (.2)- 6 و (.()- ا متتابعتين 
(1أ) إذا كانت العلاقة 
60 (مز/بد) سنا (35.2) 
صحيحة » فإنِ (,*) ”3 تكون تقاربية إذا وإذا فقط كانت (90) .3 تقاربية . 
(ب) إذا كانت النباية فى( ه+ - م ) صفراً و كانت . (20) (5 تقاربية » فإن (:06 .2 
تقاربية . 
البرهان . ينتج من ( هج - ١‏ ) أنه لعدد حقيى ما 1< © وعدد طبيعى ما 4# » 
يكون 


53 / 


1 < 1« 1 «ل© ك ب ع ملإ(ء/1) 

إذا استخدمنا اختبار المقارنة ( هم - ١‏ ) مرتين ء نحصل عل المطلوب إثباته والمذكور فىّ 
جزء (أ) . برهان الجزء (ب) يكون ماثلا وسوف حاف . وهو المطلوب إثباته 
اختبار الجذر والنسبة : 

الآن يعطى اختبار؟ هاماً يرجع لكوثى . 

وم«-صس اختبار جذر : (أ) إذا كانت (.<)- #6 متتابعة ى ”2 وكان يوجد 
عدد موجب 1 > م وعدد طبيعى م نحيث إن 

© دم عم م كع ”مدا (35.3) 

فإن المتسلسلة (>) ,5 تكون تقاربية مطلقة . 

(ب) إذا كان يوجد عدد 1 < # وعدد طبيعى 4 بحيث إن 

< م عمير + 2< " "ندا (35.4) 

فإن المتسلسلة (*) (2 تكون تباعدية 

البرهان . (1) إذا كانت ( هم 7) تظل صميحة ء فتحصل على ٠‏ "م يو |[.<|| 
الآن عند 1 > + > 0 » تكون المتسلسلة (”7) 50 تقاربية » كا لاحظنافى مثال ( 4« -م) 
)ع( ومن ثم ينتج من اختبار المقارنة أن الدع ام تقاربية مطلقة ., 

(ب) إذا كانت ( هع - 4 ) تظل قائمة » فإن *7 < |إم| . لكن » ما أن 1< مع 
فن الطأ أن © > (أء||) دنا وهو المطلوب إثباته 

وبالإضافة إلى ذلك » نجد لإثبات التقارب المتسلسلة (م) 3 » أن اختبار الجذر يمكن 
استخدامه للمصول على تقدير لسرعة التقارب . هذا التقدير مفيد فى الحسابات العددية وى بعض 
التقو مات النظرية أيضاً . 

هم - 4 نتيجة . إذا كانت م تحقق 1 > م > 0 وإذا كانت المتتابعة (0) -26 
تحقق (ه- م) » فإن حواصل الجمع الجزئية ا« < 8" ,5 2 تقترب من حاصل الجمع 
(,<) 5-8 حسب التقدير 


1١ - 1>‏ رمز > امد - و|| (35.5 


1-2 


البرهان . إذا كانت >1 < « < 7 فتحصل عل 


سكيم «ج .خلسم ك إإمود||+ +٠ ٠ ٠‏ [إممك| > |إمكه +٠٠ ٠‏ ممك|| - إامه- كا 


الآن تأخذ الهاية بالنسبة إلى #2 لمصول على ( #8 - ٠‏ ) . وهو المطلوب إثباته 
من المناسب غالباً الاستفادة من التغيير الآ لاختبار الجذر . 
و ه نتيجة . نفرض أن (9) 26 متتايعة فى 87 وضع 
(“ااددا|) سناح, ش (35.6) 


طالما تكون هذه الهاية موجودة . إذن (2,)<0 تكون تقاربية مطلقة عند 1 > " وتكون 
تباعدية عند 1 < ". 
البرهان .. ينتج أنه إذا كانت الهاية فى ( هم - 5 ) موجودة وأقل من واحد صميح » 
فإنه يوجد عدد حقيق 1م حيث 1 > ,” > م وعدد طبيعى ك4 نحيث إن 
1ح معمم ‏ م ك ااا 
فى هذه الحالة تكون المتسلسلة تقاربية مطلقة . إذا كانت هذه الهاية تزيد عن الواحد الصحيح » 
فإنه يوجد عدد حقيق 1 < د” وعدد طبيعى ل محيث إن 
1 < ممعم 2 .م < "لما 
أى إنه فى هذه الحالة تكون المتسلسلة تباعدية . وهو المطلوب إثباته 
هذه النتيجة بمكن تعميمها باستخدام الثهاية الأعلى بدلا من الأهاية . سنتر ك التفاصيل كتمرين . 
بالاختبار الآق يرا جع إلى دالمبيرات (*) 
وم- 4 اختبار نسبة . (أ) إذا كانت (<) -26 متتابعة لعناصر ليست أصفارا 
فى الفراغ وكان يوجد عدد موجب 1 > # وعدد طبيعى م نحيث إن 


ع1 < «١‏ 01[ العضر (35.7 


اما 
فإن المتسلسلة (-2) ,3 تكون تقاربية مطلقة , 
(ب) إذا كان يوجد عدد 1 م وعدد طبيعى 46 بحيث إن 


عدم عم ,سلما (35.3) 


اضر 


فإن المتسلسلة () 7 تكون تباعدية , 


(*) جين لروند دالمبيرت ( ١/107‏ - م78١‏ ) كان ابن شيفاليرد ستوشز. أصبح سكرتيراً 
للأكاديمية الفر نسية وموجهاً رياضياً لدائرة المعارف . ساهم فى الديناميكا والمعادلات التفاضلية , 


"15 


البرهان . (1) إذا كانت ( هم - ؟ ) تظل صحيحةء فإن مناقشة أولية للاستنتاج تثبت أن 
اء>|| ”+ > إاسبمء| لكل 1 < م . ينتج أنه عند 1 < م تكون الحدود المتسلسلة 
مسيطرة محدود متوألية هندسية بعد ضربها فى ثابت ولتكن (”7) ,0 حيث 1 >: > 0 
تستنتج من اختبار المقارنة ( هم - ١‏ ) » أن (50) 30 تكون تقاربية مطلقة . 
(ب) إذا كانت ( هم - م ) صحيحة » فإن مناقشة أو لية للاستنتاج - توضح أن 
أاعنا| ”7 > |إسبعد|| عند 1< مم 
ما أن1 < + » فن غير الممكن أن نمحصل على 0 - ([.>|) «دذ1 » لذلك لايمكن المتسلسلة 
أن تتقارب . ١‏ 7 وهو المطلوب إثباته 
ه"- لا نتيجة . إذا كانت م تحقق 1>م > 0 وإذا كانت المتتابعة (,<) -ج 
تحقق ( ه* - 7 ) عند < م ء فإن حواصل الجمع الجزئية تقترب من حاصل لجمع 
(ما ةدو حسب التقدير . 
>1 < 0[ اسا حر > ام - وز (35.9) 
البرهان . تدل العلاقة ( هم - بن ) على أن إل * > اذا عند جز < م 
لذلك » إذا كانت >1 < م < 70 فنجد أن 
الساا+ +٠ ٠ ١‏ الصدد|| > || +٠ ٠ ١+‏ مذ > إأس مدا 


اص > ادا زربا .لبترجم) ع 
: ومرة أخرى نأخذ الهاية بالنسبة إلى 7# لنحصل على ( هم - و ) . وهو المطلوب إثباته 


ه*- م نتيجة . نفرض أن (.:) -2 متتابعة فى ”22 ونضع 


(لنعك )من -, 


طالما وحدت الهاية . إذن المتسلسلة (,<) :5 تكون تقاربية مطلقة عند 1 > م وتباعدية 
عند 1< م. : 

البر هان . نفرض أن النهاية موجودة وأن 1 >م .إذا كانت ,م محقق 1 > رم >اس 
فعندئذ يوجد عدد طبيعى ع بحيث إن 


عا < :د زمغ ,> لعا 


فى هذه الحالة تثبت نظرية .( ه* - 8 ) التقارب المطلق للمتسلسلة . إذا كانت 1 < م » وإذا 


1. 


كانت وم تحقق # > يم > 1 » فإنه يوجد عدد طبيعى 6 بحيث إن 


1< » ه1 ,داكا 
: 


وفى هذه الحالة يوجد تباعد للمتسلسلة . وهو المطلوب إثباته 


اختدار راب : 


إذا كانت 1 ع ” » فإن كلا من اختبارى النسبة والجذر يفشل والمتسلسلة إما أن تكون 
تقاربية أو تكون تباعدية . [ أنظر مثال هم - م١‏ ( د) ] . يكون من المفيد لبعض أغراض 
الحصول على صيغة أكثر دقة لاختبار النسية لمالة الى فيها 1 ح- "م . النتيجة الآثية » الى ترجع 
إلى راب(*) » تكون عادة مناسبة . 
وم« 4ه اختبار راب . (أ) إذا كانت (*) - ع متتابعة لمناصر غير صفرية 
من الفراغ ”80 و كان يوجد عدد حقيى 1 < © وعدد طبيعى 6 بحيث إن 
حم عم 1-4 ع لعسا (35.10) 


فإن المتسلسلة (م:) 2 تكون تقاربية منتظمة . 
(ب) إذا كان يوجد عدد حقيق 1 ك © وعدد طبيعى ع بحيث إن 


2 جم 
ال ين 02 ا (35.11) 


إن المتسلسلة (00 :3 ليست تقار بية مطلقة . 
البرهان . (أ) نفترض أن العلاقة ( هم - ٠١‏ ) تظل قائمة » فنحصل على 
1 <غ عهة 2 ||| نا -ه)- |ءد ||( -6) > الببيذ| عا 
ينتج أن 
< ءا #ث 0< |[س|| ()1 ح ») < البدر| ع - إاما(1-) (35.12) 
الى مها ينتج أن المتتابعة ‏ (إإر.يند| 8) تتناقض عند ير ح عز. جمع العلاقة ( م#-؟١‏ ) 
عند 7 ,... ,1 - 8 وملاحظة أن الطرف الأيسر يكون تلسكوبياً » نجد أن 
(اإساع +٠ ٠ ١‏ إاءمد )0 حه) < ااسمدا| م -|مدا|(1-ع1) 
(0) .جوزيف راب ( 1865-1801 ) ولد فى أكران ودرس فى زيورخ . اشتغل فى كل 


من الهندسة والتحليل . 


ا؟ 


ما يوضح أن حواصل الجمع الجزئية من (.«|) 5١‏ محدودة زيغبت التقارب المطلق للمتسلسلة 
)2 
(ب) إذا كانت العلاقة ( هم - ١١‏ ) تظل قائمة عند ع < م » فما أن 651 » 
ألذد| (1 -) 2 |دد| (ه -») < الدد|| م 
نجد أن اللمتابمة (|..«|| «) تتزايد عند ع < م ء ويوجد عدد 0 < 6 بحيث إن 
< م متك < |إنجمةد|| 
بما أن المتسلسلة التوافقية (1/8) 7 تتباعد » إذن (م*) :7 لايمكن أن تكون تقاربية مطلقة . 
وهو المطلوب إثباته 
يمكننا أيضاً استخدام اختبار راب للحصول على معلومات عن سرعة التقارب . 
ه«- ١١انتيجة‏ . إذا كانت 1 < 6م وإذا كانت المتتابعة ‏ (,خ«)-خ تحقق 
( ه#- ٠١‏ ) ع فإن حواصل الحمع الحزئية تقترب من حاصل جمع ى للمتسلسلة (:8) :3 
حسب التقدير 


غ1 < « 101 اسم ل > إإاءد - واا (235.13) 


البرهان . نفرض أن عد ح «< مم ويجيع المتباينات الناتجة من (0- ؟١1)‏ عند 
...2+1 - 2خ نحصل علل 
(إأمددال +٠ ٠ ١‏ السذد|)(1 جه) 2 الصمرا| م - الصدد| م 
ومن ثم نيحد أن 


الممض سكل ك |[ممد|| ٠ ٠ ١+‏ + |إدسضد|| ك |امد- لوا 


بأخذ النباية بالنسبة إلى 2 ء نحصل على ( و#-م( ) . وهو المطلوب إثباته 
فى التطبيق لاختبارات راب » ر بما يكون مناسباً استخدام الصيغة الآنية و الأقل حدة للهاية . 
ه"- ١١‏ نتيجة . نفرض أن (,.) -4 معتابعة لعناصر غير صفرية من الفراغ مج[ 
و نضع 
((لتتعا- )م )مده (35.14) 
|أمداا 
طالما وجدت هذه الماية . حيةةذ تكون (*) !5 تقاربية مطلقة عند 1 < © وليست تقاربية 
مطلقة عند 1 > © . 1 


ليان 


البرهان . نفرض أن الهاية ( هخ - ١4‏ ) موجودة وتحقق 1 < © . إذا كانت ,© 
أى عدد حيث 1 < ,© < 4 » فإنه يوجد عدد طبيعى 0 حيث إن 


17 < م عمع (لنكا- )»> به 
إذن » ينتج أن 
1< 1 رمع نهب لعضا 
وتوكد نظرية ( وم - 4 ) التقارب المطلق للمتسلسلة . بالمخل نتناول الحالة الى فيا 1 > 6م 
ستحذف . وهو المطلوب إثباتة 
اختبار التكامل : 
تقدم الآن اختباراً قوياً » ينسب إلى ما كلورين(*) » لمتسلسلة أعداد موجبة . 


وم - ١١‏ اختبار تكامل . بفرض أن كر دالة متصلة » متناقصة » وموجبة فى الفترة 
(1 <ع:)) . إذن المتسلسلة ((8)/) 30 تتقارب إذا وإذا فقط كان التكامل اللاتباق 


(ه 5 !| اسن <ية )1 : 
موجوداً فى حالة التقارب تجد أن حاضل المع الجزثى ‏ ((70) ,-:32 - .و وحاصل الجيع 
(()م) ,322 - 3 محمققان' التقدير 

41 1 > ب - هو ع نه )1 ١‏ (35.15) 
البر هان . بما أن كر متصلة موجبة وتتناقص ف الفترة [6/ ,1 -6/] » فينتج أن 
(1 -ع)ر ع يه )ل دمر (35.16) 

يجمع هذه المتباينة عند ,3 ,2 ح 4 نحصل على العلاقة 

د > ين 00ل | ك ()[ديه 
الى توضم أن كلا أولا أحد من الهايتين 

() كوان ماكلورين ( ١745 - ١9+‏ ) كان تلميذآً لتيوتن وأسعاذاً فى أدنيره . و كان 

الموجه للرياضيات البر يطانية فى عصره وساهم فى كل من الهندسة والفيزياه الرياضية . 


ارننانا 


(نك (110 ]امن .(م5) مسلا 
موجود . إذا كانا موجودين » فتحصل بحم العلاقة (78 )١5-‏ عند 88 ,. . . ,1دمحم على 
دسره - صوق > أل 100 | كوحمة 
ومها ينتج أن 
44 ) | كعددد مر ”| 


إذا أخذنا الباية بالنسبة إلى 8# فى هذه المتباينة الأخيرة » نحصل على ( 8م ب ١6‏ ) , 
وهو المطلوب إثباته 


سنوضصح كيفية تطبيق النتائج فى النظريات (هم - )١‏ إلى إه» - )١7‏ عل المتسلسلة م 
الى قدمناها فى شال ( 4م - م ) (ج) . 

وم - م١‏ أمثلة . (أ) سنستخدم أولا اختبار: المقارئة . مع العل أن المتسلسلة التوافقية 
(/1) 5 تتباعد » يلاحظ أنه إذا كانت 1 ك م » فإن 7 > 2م ومنها 


بعد استخدام اختبار المقارنة ( هم - ١‏ ) » نستنتج أن المتسلسلة . م التى هى (1/0) :7 
تتباعد عند 1 > مر . 
(ب) اعتبر الآن الحالة 2 دام » أى المتسلسلة (1/87) 5 . نقارن هذه المتسلسلة مع 

المتسلسلة التقاربية [(1 +1/2)08] 50 الموجودة فى مثال ( 4" - م ) ( ه) . بما أن العلاقة 

1 1 1 

8 0017 
تنظل صحيحة والحدود الموجودة على اليسار تكون متسلسلة تقاربية ع فلايمكدنا استخدام نظرية 
المقارنة مباشرة . لكن ء بمكن استخدام هذه النظرية إذا قارئا الحد النوى من المتسلسلة 
11/0101 بالحد ( النوى + )١‏ من المتسلسلة (27)1/87 . بدلا من هُدَا نستخدم 
اختار نهاية المقارنة ( ه” - ؟ ) وللاحظ أن 

ىن 0 1 ل 1 
1+م (04+1)م خم (1+م)م 

مما أن الهاية الخارج القسمة هو الواحد الصحيح وبما أن [(72]1/5)8+1 تتقارب ٠‏ فإن 
المتسلسلة (1/82) 3 تتقارب أيضاً . . 


كن 


(ج) نعتبر الحااة 2 < م . إذا لاحظنا أن .2م < د عند 2 < م فإن 


فبتطبيق مباشر لاختباز المقارنة نجد أن (”1/8) 30 تتقارب عند 2 < م . بالتعاقب » يمكننا 
استخدام اختبار نباية المقارئة ونلاحظ أن " 

1.1_ #21 

© مير كر مور 
إذا 2 < م » فإن هذا التعيير يقر ب إلى صفر الم 0 (ه-؟)ر(ب): 
أن المتسلسلة (*م/1) 75 تتقارب عند 2 < م . 

باستخدام اختبار المقازنة » لابمكننا الحصول على أى ١علومات‏ تتعلق بالمسلسلة - م عند 

2 > م >1 مالم يمكننا إيحاد متسلسلة معروف صفة تقاربها والى يمكن مقار ها بالمتملسلة فى 
هذا المدى . 


( د) تفرض اختبازى النسبة والجذر بتطبيقهما على المتسلسلة - م . نلاحظ أن 
م-عم/1 11م 106 1 
ركم د ترسو د جر 


من الآن المعروف ( انظر مثال ١4‏ - م ) (ه) أن المتتابعة 0 تعقارب إلى الواحد 


الصحيح . وإذن تحصل على 
(<١‏ )سن 


ومن هذا نجد أن اختبار الجذر ( فى الصورة الموجودة فى النقيجة هم - ه ) لايمكن تطبيقه . 
بنفس الطريقة » بما أن 


1 ون ا 230 : 
#(س/1 +1) “1 جس) "م 17م 
ود 


وبما أن المتعابمة (”(/1+1)) تتقارب إلى الواحد الصحيح 'ء فنجد أن اختبار النسبة 
( فى الصورة الموجودة ف النتيجة ه - م ) لا يطبق . 

( م) إذا يثسنا + نستخدم اختبار راب للمتسلسلة - م لقي صحيحة للمقدار م أولا ء نحاول 
استخدام ثتيجة ( وم - ١١‏ ) . نلاحظ أن ْ 


يوت عداة 


هه 


إذا كانت «رعددا صيساً » فإنه يمكننا استخدام نظرية ذات الحدين لحصول على تقدير همد الأخير . 


فى الحقيقة 
...ل لحممص_ م 1ن 
1م112 )2 0 م 
إذا أخذنا اللباية بالنسبة إلى # ٠»‏ نحصل على م . ومن ثم توضح هذه النتيجة لاختبار راب 
أن المتسلسلة تتقارب لقيم سميحة من 2 < م ( لكن إذا كانت نظرية ذات الحدين معروفة 
لقم غير صميحة للمقدار م » فيمكن تحسين هذا ) . 
(و) أغيراً » نستخدم اختبار التكامل للمتسلسلة - م . نفرض أن - -0)/ 


وتتذكر أن 
,(1) عه1- (م) هلد 4 1 || 
3 
: 1 أل 
1 *م .مم (5-1 رح نهم 1 
من هذه العلاقات نرى أن المتسلسلة - م تتقارب إذا كانت 1 < م وتتباعد إذا كانت 
1ك م. 
تمرينات : 


هم - (أ) أثيت التقارب أو التباعد للمتسلسلة الى حدها النونى معطى كا يل : 


1 8 0 
(أ) وبي ووجج ٠‏ (س ‏ مسر جين 

١ج‏ ( 27 ١د(‏ ء2/م 

(ه) © زرا مام] (و) 2-[(1+ متم 

رمق 01 2 ( (1+م)به"1-) 


- (ب) لكل من المتسلسلات التقازبية فى تمرين ( هم - أ ) » احسب الباق فى حالة 
أخذ أر'بعة حدود فقط . إذا أردنا أن نحدد حاصل الجمع ضمن ٠٠٠‏ © 8 حدا يحب 
أن تأعذ ؟ . : 


هم - (ج ) ناقش التقارب أو التباعد للمتسلسلات التى حدها النونى ( عندما ‏ تكون 


كبيرة كبر كافياً ) معطى بأنه 
(1) ”مهمع ١ب‏ “لم عملم 
(ج ( ع6 زور 10 )د( عم ا ع0 
)2 ه) “[معه10] )2 و( 051 عماعه2()1 عه1)م] 


انا 


هم - ( د ) ناقش التقارب أو التباعد للمتساسلات الى حدها النوف 


)ع( 2 ١ب‏ ثم 
ل) ‏ كسما (د) م رررهه0 
)2 معطم (١‏ “م كر 


وم - ( هم) أثبت أن المتسلسلة 


تكون تقاربية » لكن كلا من اختبارى النسبة و الجذر يفشل فى الاستخدام . 


وهم (و) إذا كان ,4 عددين موجبين » فإن 


1 
2 
تعقارب إذا كانت 1 < م وتتباعد إذا كانت 1 > م . 
وم -(ز) اختير المتسلسلات البى حدها النونى هو 


12 ” 

0( (25+1---3-0507 0 2 
(م2) 2:4٠‏ (م2 2-4-0 
تعس م 0 


و" - (ح) المتسلسلة المعطاة بأنها 
.+ (لتقنهء قنهاء (ن) 


تتقارب عند 2 < م وتتباعد عند 2 ك م . ٠‏ 


وم - (ط) نفرض أن ()- جر متتابغة فى «ج ونفرض أن م معرقة بأنها 


(*“"|ادد|) مناى سنا م 

إذة )ع تكون تقاربية مطلقة إذا كانت 1 > م وتتباعد إذا كانت 1 < م . [ الهاية 
الأعلى (,() هتاه ظتفا ح به لتعابعة محدودة لأعداد حقيقية عرفناها فى باب م١‏ , هى العدد 
الوحيد ن ذو الخواص (1) إذاكانت « > فإن لا ك ر6 ميم اعم كيبيزة كبر 
كايا » (لذ) إذا كانت ير> سد فإن مط > سر لأعداد كفيرة عددها لانهاق لا 

هم - (ى) نفرض أن (,+) -2 متتابعة لعناصر غير صفرية للفراغ #0 ونفرض أن 
م معرفة بأنها ([-<|ا/إاد.مدا) 

(أ) أثبت أنه إذا كانت 1 > م » فإن المتسلسلة (.) 27 تكون تقاربية مطلقاً . 


/اه؟ 


(ب) اعط مثالا لمتسلسلة تقاربية مطلقة حيث 1 < م . 
(ج) إذا كانت .1<(حت|اا...) ». أآثبت أن المتسلسلة (500 ليست تقاربية 
- (ك2) نفرض أن (,) - © متتابعة لعناصر ليست صفرية للفراغ 0 وتفرض 
أن © ممطاة بواسطة. ((1.ي|/إاريمد|-0)1) مناه ساك 4 
(1أ) إذا كانت 1 > 4 أثبت أن المتسلسلة (.2) 1 ليست تقاربية مطلقة . 
(ب) اعط مثالا لمتسلسلة تباعدية نحيث 1 < ١0086‏ 
(ج) إذا كان 1< (0أت لاد -0)1) تصنصنا أثيث أن المتسلسلة () 5 تكون 
تقاربية مطلقة , 
هم - (ل) نفرض أن )دغ بحيث أن 0< يد عند لزع »م , أثبت أن المتسلسلة 
(20 تكون تباعدية إذا كان ١‏ 


1 >([1 -(سط_ )إل 008 )مده ا 


وم - (م) نفرض أن 0<ير عند يزع ير ونفرض أن مولي جه > (مدارب يد - )د 
حيث 0<م »ء () محدودة.. إذن المتسلسلة (5202 تتقارب إذا كانت 1< وتتباعد 
إذا كانت 1م . 


- (ن) إذا كانت 0 < بي ». 0 < مر ء فإن المتسلسلة 
نسجم: :خم ممم 2 


١-١ )4+0(‏ (1()4+2+) 
تتقارب عند 1 -+ م < © وتتباعد عند 1+ م > و . 
- (س) أثبت أن المتسلسلة !(2501(2/28+1) 5 تكون تباعدية . 
و - (عع) نفرض أن 0<« ونفرض أن (20 هما/دعها-) كصذ منادم 
أثبت أن (,,<)نة تتقارب إذا كانت 1 < م وتتباعد إذا كانت 1 > م , 
ه؟ - (ف) نفرض أنه لا أحد من الأعداد © ,8 ,© ليس عددا صحيحاً سالباً أو صفر؟ . 
أثبت أن المتسلسلة فوق اطندسية 
...2+ 6ن +206 جع)ن جمى, (لعمم 1 جم)ه مو 
(31606+1(6+2 0 (20606+1 ع1 
تقاربية مطلقة عند 6 -ل 4 < © وتباعدية عند 8 ل ع داع 


9 - (ص) نفرض أن 0<.ه ونفرض أن (,4) 5 تتقسارب . كون متسلسلة 


لتنا 


تقاربية (ة) سم حيث 0ن محيث أن 0-(رزله) سنا ؛ ومن ثم بين أن (5)6 
تتقارب بسرعة أقل من (.م):1. (أرشاد : نفرض أن (,,4) هى حواصل الجمع الجزئية 
للمتسلسلة (يم) 8 وأن 4 هى ايا . عرف لديم د يومد رمدم 
هم - (ق) نفرض أن 6.<0 ونفرض أن (,م) 7 تتباعد . كون متسلسلة تباعدية 
(,6) 5 حيث 0 < رط بحيث أن 0- (هلىة) سنا ء ومن ثم (,5) 5 تتباعد بسرعة أقل 
عن ((2)0 (ارشاد : نفرض أن 1< ليمك يط ١‏ ف ودين ) 
هم - (ر) نفرض أن [...,يم ,)1 ترمز إلى الجموعة لأعداد حقيقية الى 
لايظهر رقم 6 فى الجزء العشرى لا . أثبت أن المتسلسلة (م#/1) 5 تتقارب إلى عدد أقل من 
0 . إذا كانت (... ,ر:” ,ردم هى الجموعة الى تنتهى بالرتم 6 » فإن (,«م/1) © تتباعد . 


<2 


مشروعات ؛ ' 

هم - 4 بالرغ, من أن حواصل الضر ب اللانهائية لاتظهر بغالبية مثل المتسلسلات اللانبائية » 
فلها أهمية فى اختبارات كثيرة و تطبيقات . للبساطة » سوف نركز اهّامنا هنا على حوزاصل الفرب 
اللانمائية الى حدودها 0< .م . إذا كانت (يم)- جر متتابعة لأعداد حقيقية موجبة دقيقة » 
فإن حاصل ضر ب لانهاقٌ ٠»‏ أو المتتابعة لحواصل ضرب جزئية » المولدة بالمتتابعة 4 هى المتتابعة 
(0©) -5 المعرفة بأنها. 

٠60‏ و(مهيه > )يعرم تيم ريه رع 
-ت. للإجهنية ٠٠١‏ يهيه > )مهدمم > رو 


إذا كانت ا 
الضبر ب اللانهاقٌ المولد بالمتتابعة ‏ قو فى هذه الحالة أن حال الضر ب اللانهاق يكون تقاربياً 
ونكتب أما 


+00 م0 ٠*8‏ 01042045 أو (©) 11 1 
١‏ لدلالة على كلد م وناية طم . 
( ملاحظة : المتطلب أن ##0دطم ص[ ليس ضرورياً لكنه تقليدى . لأنه يغبت أن 
خواص معينة لحواصل ضرب محدودة تطبق أيضاً على حواصل ضرب لانهائية ) . 
(أ) وضح أن شرطاً ضرورياً للتقارب لحاصل ضرب لانهاق هو أن 1 - (يه) متنا 
(ب) أثبت أن الشرط الضرورى والكاف للتقارب 
0<يه 1 هو تعازات ع0 ير 


(ج ) حواصل الضرب اللالائية غالياً لما حدود على الصورة ينه + 1 - ,© . حفظاً 


نان 


على تيدنا الدائم » نفرض أن 1-<2 لكل لاع؛, . إذا كانت 20ب » أثيت أن 
شرطاً ضرورياً كافياً لتقارب حاصل الضر ب اللانبائ هو التقارب للمتسلسلة الهائية (يد) !8 + 
( ارشاد : استعمل نباية اختبار المقارنة مم - 8) . 

( د) نفرض أن دير . وضح أنه إذا كانت المتسلسلة اللانبائية ‏ (.ل) :2 
تقاربية مطلقة » فإن حاصل الفرب الانجائقى (:ه+11)1 يكون تقاربياً . 

(ه) نفرض أنه 1<" وأن المتسلسلة (.ن) 5 تقاربية . إذن شرط ضرورى 
و كاف لتقارب حاصل الفرب اللانماق (.ه+11)1 هو التقارب للمتسلسلة اللانبائية 
ديمع . (ارشاد : استخدم نظرية تايلور ووضح أنه يوجد مقداران ثابتان موجبان 
8 كلم حيث أنه إذا “كانت جكإن| فإن *ي8 ع (يا+ 1) وهاه ع تيدم 


الباب السادس والثلاثون نتائج ابعد للمتسلسلات ': 

الاختبارات المعطاة ى باب هم كلها ها الخاصية الى تثبت أنه » إذا توفرت فروض معيئة 
فإن المتسلسلة (.<) !3 تكون تقاربية مطلقة . من المعروف الآن أن التقارب المطلق يثبت . 
التقارب العادى » لكن يتضح حالا من فحص دوال خاصة » مثل 


"10 "1 
م العم 


أن التقارب بمكن حدوثه حتى ولو فشل التقارب المطلق . لذلك يكوت من المرغوب به 
الحصول على اختبار ينتج معلومات عن تقارب عادى . توجد بكثرة مثل هذه الاختبارات الى 
تسبتخدم 'ماذج معينة من المتسلسلات . رما الاختبارات القابلة للتطبيق فى الخالة العامة بدرجة 
كبيرة هى الى تنسب إلى أبل©»» ودرشلت . 


لإثبات هذه الاختبارات » نحتاج إلى مفترض يسمى أحياناً قاعدة الجمع الجزقى لأنها تناظر 
قاعدة التكامل بالتجزىء المألوفة » فى معظم التطبيقات » تكون المتتابعتان 7 ,لد متتابعتين 
فى الفراغ 22 ٠‏ لكن النتائج تظل جميحة عند. كون 12 ,1 متتابعتين فى الفراغ مجر 
ويستخدم حاصل الضرب المددى أو عند كون من لآ ,0 متتابعة. حقيقية والأخرى 
تكون ى مج . 


(0) نيلس هرك أبل ( 1885-18١9‏ ) كان الإبن لرجل دين نرويحى فقير . برهن عندما 
كان عمره «اسنة فقط عدم إمكانية حل المعادلة من الدرجة. الحامسة بواسطة الجذور ©. هذا 
العبقرى الذى عم بنفسه أيضاً حث بحثاً بارزا فى المتساسلات والدوال الناقصية قبل موته المبكر 
بمرض السل . 


للا 


وم - ١‏ مفترض أبل . نفرض أن () << فى 2# (ر) دلا ق88. 
متتابعتان ونفرض أننا نرمز لحواصل الجمع الجزئية (9) 30 ( بالرمز (.8) . إذا كانت 


م < ا اء. فإن 


ر(دسند - نه) + ( لمك - مك بسة) > لايد م (36.1) 


البرهان . برهان هذه الثتيجة يمكن إعطاؤه بملاحظة أن ,_بو- رع - ب وبمساواة 
الحدود على كل جانب من المتساوية . سنثر ك التفاصيل للقارىء . وهوالمطلوب إثياته 
3 استخدم مفترض أبل لنستنتج أن المتسلسلة (.ر.) 77 تكون تقاربية فى حالة كون كلتا 
المتسلسلتين (,) 5 م (,بر) 5 متباعدتين ٠١‏ 
.م ” اختبار درشلت . نفرض أن حواصل الجمع الجزئية للمتسلسلة (,() /5 محدودة . 
(1) إذا كانت المتتابعة (,) -ج2 تقترب من صفر ء وإذا كانت 
ابد - ما 2 (36.2) 
تقاربية » فإن المتسلسلة 6569 تقاربية . 
(ب)فى الحالة الخاصة » إذا كانت (م) - 6 مصابعة تناقضية لأعداد حقيقية موجبة 
وتتقارب إلى صفر » فإن المتتابعة (إ-<) 3 تكون تقاربية . 
. البرهان . (1أ) نفرض أن 18> رو لكل تر . ياستخدام 5 »)١-‏ نحصل 
مل التقدير ْ 


هلاب - با يي + اضسا+ امسطناا > إاد | (663) 
إذا كانت 0-(<) مرا » فإن الحدين الأوليين الموجودين فى الطرف الأيمن يمكن”' 
جعلهما صغير ين بدرجة اختيارية بأخذ 8 ,0 كبير ين كبر كافياً . أيضاً إذا تقاربت المتسلسلة 
( .م١‏ - ؟ ) ».فإن معيار كوشى يي كد أن الحد الأخير فى هذا الطرف يمكن جعله أقل من 8 
بأخذ (م)14 < « < بم . ومن ثم يدل معيار كوثى على أن المتسلسلة . (.نإم<) /3 تكون 


تقاربية . 
(ب):إذا كانت .-١‏ << < بعد ء فإن المتسلسلة فى ( 4م - 7 ) تكون تلسكوبية 
وتقاربية . وهو المطلوب إثيائه 


4م - م نتيجة . فى جزء (ب) » نحصل على تقدير اللطأ 


28 ع ]لان بق 0017 | 
5 2 


مون 


حيث 8 هى الحد الأعلى لحواصل الجمع الجزئية ((09 27 . 


البرهان . حصلنا على المطلوب حالا من علاقة ( 9 - م) . وهو المطلوب إثباته 


الاختبار الآتى يقوى الفرض على المتسلسلة (.9) 3 » لكن يضعف الغرض عل (0 2 
4-0 اختبار أبل . نفرض أن المتسلسلة (.ن) :5 تتقارب ىم 
(1) إذا كانت المتتابعة (0) >- 6 فى 12 بحيث أن المتسلسلة 
احم - :| 8 (36.2) 
تقاربية » فإن المتسلسلة . («(.<) 30 تكون تقاربية . 
(ب) بوجه خاص » إذا كانت المتتابعة (©) >6 إطرادية وتقاربية إلى :ا فى 2 » 


حينئذ المتسلسلة (ملا.<) :3 تقاربية . 


البرهان . (1) من الفرض » تتقارب حواصل الجمع الجزئية برى للمتسلسلة (,بر)2 
إلى عنصر ما ى فى ”# . ومن ثم توجد 8 محدودة خاصة بالفعة (لء 8:||ءو||1 وبأخذ 
مدع نجد أنه يوجد (م),لح حيث أنه إذاكانت (20,)6 دم ١‏ ء فإن م> | يول : 

الآن الفرض الآن بأن ( 5" - ؟ ) تقاربية يدل على أنه إذا كانت 0 ع م فإن » 

الس - به) +٠٠ ١+‏ (رعد حو) + | ك إمند| 
2-1 
أصممد - يند| بق +اساع 

وإذن 4 >|.«| لقيمة ما 0< ىر . وبالإضافة إلى ذلك » يوجد (ع)رلخ عيث أنه إذا 
كانت (و)رلل د «< مر »2 فإن 


ع > أود- برد| ره ع إ- بم 236.4 
ل 


نفرض الآن ((ع)ماة ,(20,)6) ده (ع)رل2 بحيث أنه إذا كانت (م)رلة <ير< بم 
فتحصل على 
الحسكم > معد || 
الهم - كعندزا+ || كمد - كدمم | + ||قنيمة > مقصممة|| ع 
أأسد ج ذلا إسداع لعزا لد - ددا + إ|ه- ]| إنبك| > 
8 + 4 2) - عم + 8ع دوم ع 


لذلك » بواسطة مفترض أبل ( +" - ١‏ ) » إذا كانت (20:)6 < م < يم فينتج 


نوا 


- 5 
درك - ن3) ُُ الاك 2 
2 


> رز 


+4 ع(8+ 306 


8(إدديه- وا أ عوره+ 0 - 


ع أ 
'ع(4+8) 2ع 
حيث استخدمنا (5+ - 4 ) فى الحطوة الأولى . وهذا يثبت التقارب المتسلسلة (ا:*) ,2 لآن 
0<دع واختيارية . 
(ب) إذا كانت المتتابعة (بر) إطرادية وتقئرب إلى ؛ فإن المتسلسلة ( 656 - 8 ) 
تكون تلسكوبية وتقترب إما إلى ,*- + أو إلى #«- ى* . وهو المطلوب إثباته 
إذا استخدمنا نفس الءْوذج من المناقشة فيمكننا إثبات تقدير الخطأ الآتى : 


.م - ه نتيجة ., حصلئا فى جزء (ب) » على تقدير اللطأ 


ابد - | 2+ إ[ءد - و|| إحمض| > إلا 2 الاك 2 
متسلسلات متعاقبة ( أو متناوبة ) : 

يوجد نوع هام بوبجه خاص للمتسلسلات الحقيقية التقاربية الشرطية » أى الى حدودها تكون 
بالتعاقب موجبة وسالبة . 

كنوه تعرهق: . اتابنة قف -ر لأعداد حقيقية غير صفرية تكون متعاقبة إذا 
كانت' الحدود ...,2 ,8-1 ,.*"(1-) أعدادها حقيقية كلها موجبة ( أو كلها سالبة) 
إذا كانت متتابعة (:<) -6 متعاقبة ٠‏ فنقول أن المتسلسلة (,*) (5 الى تولدها متسلسلة 
متعاقبة . 

من المفيد أن نضع ,1("2-) > ,د ونتطلب أن 2<0 أو 20-0 ) لميع 
.... ,1,2 - م . يمكن دراسة التقارب للمتسلسلات المتناوبة بسبولة إذا أمكن استخدام 
النتيجة الآتية الى برهتها ليبنتز . 

7-8 اختبار متسلسلة متناوبة . نفرض أن (.2) - 2 متتابعة تناقضية لأعداد 
حقيقية دقيقة خيث 0 - (,2) «رذ1 . حينئذ المتسلسلة المتعاقبة (,ج"(1-)) 5 تقاربية . 
وبالإضافة إلى ذلك © إذا كانت ى هى حاصل الجمع لهذه المتسلسلة برأن يرى هى حاضل لجمع 
الجر الئونى » فإذن نحصل على التقدير 

بمج ك م - و| (236.5 
لسرعة التقارب 1 


رنس 


البرهان . هذا ينتج مباشرة من اختبار درشلت ( +8 ) (ب) إذا أخذنا "(1-) - مر 
لكن تقدير المطأ المعلى فى نتيجة ( 55 - م ) ليس دقيقاً مثل التقدير فى ( +7-ه) مكنا أيضاً 
الشروع مباشرة .لتوضيح الاستنتاج الرياضى أنه إذا كانت « < :م » فإن 
إما ع إ 7" "1 سج .حيبي ل بم| > إءم - موا 
هذا ينتج كلا من التقارب والتقدير ( 5م - ه ) وهو المطلوب إثباته 
وم دم أمثلة , (أ) المتسلسلة (1(8/0-))232 تسمى أحياناً بالمتسلسلة التوافقية 
المتعاقبة » ليست ثقاربية مطلقة . لكن » ينتج من اختبار المتسلسلات المتعاقبة أنها تقاربية . 
(ب) بالمئل » المتسلسلة («/1(*/0-)) ,3 تقاربية » لكن ليست تقاربية مطلقة . 
(ج) نفرض أن 7ع .ونفرض أن ريخ . إذن » ما أن 
<(1- ع]) مو - + ع1) عزو > عرش ملو دز وم 2 
فينتج أن 
عد طلة - 2 + 2) صنو ع [عر وم + +٠٠ ١‏ ير ومه]عة دزو 2 
ومن ثم » إذا كانت ب ليست مضاعفاً صميحاً للمقدار ,2 ٠»‏ فإن 
ع« صنة - عد + 2) مه 
2 11أ5 2 
لذلك » إذا كانت (2 ع :#121 ء فإن 


حت ينم ومن +0 +٠٠‏ جر قوع (236.6) 


1ك > اعه ومع +٠٠ ١+‏ 2 ومع| 
| صنو| 


.مكنا حينئذ استخدام اختبسار درشلت (850- )١‏ ( ب) الستنتج أن المتسلسلة 

*: 005 (1/8) 50 تتقارب لكل (7 ع 2 : جع21) ».د . نلاحظ أن هذه المتسلسلة تتباعد عند 

21 ح ع عند بعض 2 ح 1 

( د) نفرض ,أن 2 عع ونفرض أن 27 . حينئة بما أن 

5 د( + ع1) ومء - يز( - عل) ومه - عد دزو ا صنو 2 

ينتج أن 
عد( + 2) وم - 3 ومه ع [عرم ماو + ٠ ٠ ١‏ دعر مأوك]ءة ماد 2 

ومن ثم » إذا كانت + ليست مضاعفاً صميحاً للمقدار 27 فإن 


(<٠‏ + 2) ومه - 2 5م 


ف ح عر وزو + ٠ ٠ ١‏ عر ملو 
عد هاة 2 


لان 


لذلك » إذا كانت (2 ع1 :6121©« ء فإن 


ع إعرم وزو +٠ ٠ ١+‏ عر ساد 


كا سبق ء يثبت اختباردرشلت نقارب المتسلسلة 
ع صو (/1) 2 لجميع !2ع :2121 
تلاحظ أن هذه المتسلسلة تتقارب عند ج216 - ع عند جرع ع . 
(د) نفرض أن (,) -2 متتابعة فى الفراغ 282 عناصرها هى 
,(1,0-) دور ,(0,1) دير و(1,0) > بر 
. وملا > مبولل ١,‏ . . و(1- ,0) > وبر 
لاحظنا حالا أن المتسلسلة (() :5 لاتتقارب » لكن حواصل المع الجزئية ها ,5 محدودة ٠‏ 
فى الحقيقة يكون 2/ >.|.و|| . إذن يوضح اختبار درشلت أن المتسلسلة «(2()1/7 
تكون تقاربية فى 187 


متسلسلات مزدوجة : 
يكون أحياناً ضرورياً أن نعتبر حواصلجمع لانبائية تعتمد على رقين صميحين . تتطور النظرية 
شل هذه المتسلسلات المزدوجة باخيّز الها إلى متتابعات مزدوجة » أى أن كل النتائج فى باب و١‏ 
الخاصة بالمتتابعات المزدوجة يمكن تفسيرها للمتسلسلات المزدوجة . لكن » سوف لانستنتج من 
نتائج باب ١5‏ » وبدلا من ذلك + سوف نركز انتباهنا إلى المتسلسلات المزدوجة التقاربية 
المطلقة » حيث أن هذه المتسلسلات هى الدوذج للمتسلسلات المزدوجة الى تظهر كيرا جداً . 


نفرض أنه لكل زوج (.ة) ف لاإزكالخة عنصر ررد فى الفراغ مم . نعرف 
حاصل ألجمع الجزى الذى رتبته (7,7) أى عرق بأنه 


وكا فى تعريف 4++#- ١‏ ء سوف نقول أن المتسلسلة المزدوجة (<) !7 تتقارب إلى عنصر 
عدا فى “2 إذا كان يوجد لكل 0 <ع عدد طبيمى (2/4)8 محيث أنه إذا كانت 
(24)6 < م وكانت (24)8 < 5 فإن 

6 > لد - اا ' 
وكا فى تعريف 04 - 5 » سوف نقول أن المتسلسلة المزدوجة (,+) 57 تكون تقاربية مطلقة 
إذا كانت المتسلسلة المزدوجة (|ن:د||) 12 ف 22 تقاربية . 


نا 


نوضح كتمرين أنه إذا كانت المتسلسلة المزدوجة تقاربية مطلقة ء فإلها تقاربية وبالإضافة 

إلى ذلك » المتسلسلة المزدوجة تقاربية مطلقة إذا وإذآ فقط كانت الفعة 
إحعع دناس 2 (36.7) 
سد 

فئة #دودة لأعداد حقيقية . 

نرغب فى ربط المتسلسلات المزدوجة بالمتسلسلات المكررة © لكن سوف نناقش فقط 
المتسلسلات التقاربية المطلقة . النتيجة الآنية أولية جداً » لكلها تعطى معياراً مفيدا للتقارب 
المطلق للمتسلسلات المزدوجة . 

4-5 مفترض 2 . نفرض أن المتسلسلة المكررة |إنم|| ,57,57 تتقارب . إذن 
المتسلسلة المزدوجة () :5 تكون تقاربية مطلقة . 


البوهان . من الفرض تتقارب كل متسلسلة |إنند|| ,5 ” إلى عدد موأجب ‏ 10 ©[ ,رن 
وبالإضافة إلى ذلك » تتقارب المتسلسلة (به) 5 إلى عدد 4 . من الواضح أن 4 . حد أعلى 
للفئة جم و ), وهو المطلوب إثباته 
٠١-4‏ نظرية . نفرض أن المتسلسلة المزدوجة (,:) 77 تتقارب مطلقاً إلى عافى 0ه . 
حينذ كلها المتسلسلتين المكررتين . 
اطلام (36.8) 
تتقار بان أيضاً إلى »د 


البرهان . من الفرض نجد أنه يوجد عدد حقيقى موجب 4 يكون حداً أعلى الفئة فى 
(5 -؛7 ) . نلاحظ أنه إذا كانت 7# ثابعة » أن 


ه > عا بغ ب2 > ||-ذدا بغ 
لكل #؛ فى 2 . من ذلك ينتج أنه » لكل الع ء تتقارب المتسلسلة الفردية (82) 37-10 
تقارباً مطلقاً نعنضر ,ل فى”72 
إذا كانت 0 < 6 ء فنفرض (ع)24 بحيث أنه إذا كانت (ع)84 < م ,وم ٠‏ فإن 


ع > اع - ممواا (236.9) 


وحسب العلاقة 


5 95 3000 
مود 8 +0 ليور رج خريد رو خبمو 
1-1 لح 2 00م 


كس 


مد لل جا جوود رق جره لق > (ممو) نا 
1-1 1 بيدا 


1-1 
لو +0 ل ريو + ربواع 


إذا عبر نا إلى النهاية فى ( +” - 4 ) بالنسبة إلى 8# ء نحصل على العلاقة 


()10 دم رمع | لايع 
ع 


ما يثبت أن حاصل الجمع المكرر الأول فى ( 85 - م ) موجود ويساوى 6< . يستخدم برهان 


مماثل لحاصل الجمع المكرر الثاف . وهو المطلوب إثباته 
توجد طريقة إضافية لجمع المتسلسلات المزدوجة الى سنعتبر ها » وذلك بالجمع على الأقطار 
محر + ةق . 


١١-4‏ نظرية . نفرضص أن المتسلسلة المزدوجة (:*) 3 تتقارب مطلقاً إلى 
عد فى عجر . إذا عرفنا 


ع ل روجع + رعرع جح رد 2 و 


لع زعا 

فإن المتسلسلة ()) 75 تتقارب مطلقاً إلى *د . 

البرهان . إذا فرضنا أن 4 هى أعلى الفئة ى ( 5م - ١‏ ) فنلاحظ أن 

ش ه > اسا بع ب > اعا ب 
ومن ثم تكون المتسلسلة (.)) 7 تقاربية مطلقة ؛ يتبق أن توضح أنها تتقارب إلى + بفرض أن 
0<ع نفرض أن 24 بحيث أن 

مد اسل لز ب8>ع-م 

إذا كانت 20 < » ,دم » فينتج أن |إبمدد- ممداا لا يكون أكين من حاصل الجمع 
([::د|) 2 المأخوذ على كل الأزواج (ثر ,ة) الى تحقق أما مم > 1> 834 أو » > ز> 34 


إذن ع >|بمر - ءرول. » عندكخ ح بر ,سم . ينتج من هذا أن 6 > |إيمر- | توضح 
مناقشة مشاببة أنه إذا كانت 234 < 8 فإن 


كد 


مده 5 ُُ 
ومنها ينتج أن 30 دعر وهو المطلوب إثبائه 


يدون 


حاصل ضرب كوشى : 


فى عملية حاصل ضر ب متسلسلتين قوى وتجميع الحدود طبقاً للقوى » ينتج ٠‏ طبيمياً جدا » 
طريقة جديدة لتوليد متسلسلة من متسلسلتين معطيتين . بهذا الارقباط من المفيد رمزياً أن تأخذ 
الحدود للمتسلسلة ذات أدلة ....,0,1,2 


1١ - "١‏ تعريف . إذا كانت () 220-60 و (370)2 متسلسلتين لانبائيتين فى الفراغ 
2 حاصل ضربهما كوثى هو المتسلسلة (»*) .3 . حيث 
6 * يا 2 0ط رسيرة ١‏ ولا ل ير ١‏ ولو ح بير 
هنا تدل النقطة على حاصل الضر ب القياسى فى 22 . يمكننا بطريقة مشابية تعريف حاصل ضر ب 
كوثى للمتسلسلة فى الفراغ +[ والمتسلسلة فى الفراغ "© . 


ر بما يفشل » مع قليل من الدهشة » حاصل ضر ب كوثى لتسلسلتين تقاربيتين فى أن تتقارب 
لكن ٠»‏ يلاحظ أن المتسلسلة 


ا 
تقاربية » لكن الحد النونى فى حاصل ضرب كوثى هذه المتسلسلة فى نفسها هو 


+ علي جيرج | 


,ما أنه يوجد 1+« حداً داخل القوسين وكل جد يزيد عن (2+:/1 » فإن الحدود 
فى حاصل ضر ب كوشى لاتقترب من صفر مما يثبت أن خاصل ضر ب كوثى لايمكن أن يتقارب . 


6" - 18 نظرية . إذا. كانت المتسلسلتان 20-51 ٠‏ :2 370 تتقاربان مطلقأ 2 ,ير 
فى ”2 ء فإن حاصل صرب كوثى لما يتقارب مطلقاً إلى 2 . نز . 


البرهان . إذا كانت . . . ,2 ,1 ,0 > ز,ة » فنعرض أن ,2 ٠‏ ببوع بيد . تدل المعطيات 

على أن المتسلسلتين المكررتين |إن*||ه8 205 تتقاربان . من المفترض 75م - واء تكون 

المتسلسلة المزدوجة (:») :7 تقاربية مطلقة للعدد الحقيق * . باستخدام نظريتى :م - ٠١‏ 
ووم دان » نستنتج أن كلا من ال متسلسلتين 

تتقار بان إلى + . برهنا حالا على أن المتسلسلة المكر ان . نز وأن المتسلسلة القطرية 

كوثى المتسلسلعين (,2) :5 و (ن) 5 وهو المطلوب إثياته 


14 


فى حالة1 > 82 فقد برهن مرتنسى(*) على أن التقارب المطلق لأحد المتسلسلتين يكون كافياً 
لإثبات التقارب لحاصل ضرب كوثى . وبالإضافة إلى ذلك وضح ميز اروأن المتوسطات الحسابية 
لحواصل الجمع الجزئية لحواصل ضرب كوثى تتقارب إلى 2ثز ( أنظر أمرينى م اس جع ) . 
تمرينات : ْ 
.م - (أ) اعتير المتسلسلة 


حيث توخذ العلامات مثى . هل تتقارب ؟ 

5م - (ب) نفرض أن 26# عند © ونفرض أن 84> . إذا كانت 
المتسلسلة (<«/يه) 5 تقاربية » فإن المتسلسلة (*8/يه) 5 تكون أيضاً تقاربية . 

5 - (ج) إذا كانا © يم عددين موجبين مضبوطين » فإن المتسلسلة 


"2 108 _ 
راكد 
ثقار بية 
5م - (د) ناقيس المتسلسلات الآتية الى حدها النوف هو 


3 


71 


0( 0-6 “ل 40 مم 
10 
202 لطا 0 )0 لسكا 


وم - (ه) بفرض أن (ي0) :7 متسلسلة تقاربية لأعداد حقيقية . أثبت ت أنه أما (2:)5 
تتقارب أو أعط مثالا عكسياً » عندما تعرف يرط بأنها 


)2 أٌ ( ليك ١‏ 5 (0 <يه) امول 
١ج‏ 2 ملق يه (د) 0 - مم) «لبه 
(ه) معام )2 (امه|+ 1)لمه 


++ - (و) أثبت أن المتسلسلة 


4-1 
0 


تباعدية , 


(ه) فرائز ( س . ج ) مرتنسى ( 1487-184٠‏ ) تعل فى برلين ودرس فى كراكؤ وفينا 
ساهم أساساً فى الحندسة ونظرية العدد واجير . 


امون 


م - (ز) أسقط الفرض بأن (.2) متناقصة أثبت أن اختيار المتلسلة المتعاقبة 
(5م - ) رما يفشل . 
لكا ف © إذا كانت ٠867‏ نفرض أن © معرفة بأنها 


: 11 
م10 + كك 


أثبت أن (,») متتابعة متناتصة لأعداد موجبة . تسمى النهاية © هذه المتتابعة بثابت أيلر ويساوى 
تقريبياً 0.577 . أثبت أنه إذا وضعنا 


فإن المتتابعة ((5) تتقارب إلى 2 ه10 ( ارشاد : 2عم1+ دين 8,2 ) * 
)2 
1 -. (ط) نفرض أن (--2)0 متسلسلة مزدوجة معطاة كا يل 


المحسيه إذا 17>-م-خمم 
2-1 إذا ‏ 1-- ميمص 
0 خلاف ذلك 


أثبت أن كلا خاصل الجمع المككررين موجودان ٠»‏ لكلهما غير متساويين وأثيت أن حاصل 
الجمع المزدوج غير موجود . لكن » إذا دلت . (.5) على حواصل الجيع الجزئية » 
فإِن (.5) ملا موجودة . 

0 - (ى) أثبت أنه إذا كاتت المتسلسلة المكررة والمسلسلة المزدوجة المتسلسلة (..ه) :7 
موجودتين فإنهما متساويان . أثبت أن وجود اللمتسلسلة المزدوجة لايدل على وجسود المتسلسلة 
المكررة ٠‏ ف الحقيقة لا يدل وجود المتسلسلة المزدوجة حتى على أن 20 (بسه) مهلا 
لكل سم . 

.م - (0) أثبت أنه إذا كانت 1 < م » 1 < © ٠‏ فإن المتسلسلة المزدوجة 


لجاع ٠١‏ (جنج)ء 


تكون تقاربية . 
- (ل) بتقسيم 1/3) 3 إلى متسلسلتين للأجزاء الفردية والزوجية أثبت أن 


اجام 2-1 


1 
)1 0 تيج 4 0 
.م - (م) إذا كانت 1>(ء| و 1>إط| ء أثبت أن المتسلسلة 
سلس تج بتي + ةق بتو +ؤجه 


1 تقاربية . ماهى الباية 08 


لون 


5م - (ن) إذا كانت 205.37 » .)2 ثقاربيتين » فإن ‏ (7)060 تكون 
تقاربية مطلقة وأنه 
مط 3 “نه ارة )ع ,فيه 5 


وبالإضافة إلى ذلك » تتقارب *(,8+.75:)0 زيكون 


ترم بو + (نيه ز3) ع *(2زرة + مه) 3 

5 - (س) أثبت نظرية مرتنس : إذا كانت (.5:)0 تتقارب تقارباً مطلقاً إلى 4 
كانت (.5) 2 تتقارب إلى 8 ء فإن حاصل غرب كوثى لا يتقارب إلى 28م . 
( إدشاد : نفرض أنه يرمز لحواصل المع الجزئية بالرموز © ,.8 ..هد عل الترتيب أثبيت 
أنه 0<-(قيهديح)سظا ,و 20نقيف )سنا ) 

- (ع) أثبت نظرية سيزارو : نفرض أن (.)” ٠‏ تتقارب إلى 4 وأن 
(.205 تتقارب إلى 8 . ونفرض أن () 73 . حاصل ضرب كوثى لما .. إذا كانت (©) 
هى المتتابعة لحواصل جمع جزئية من (.3/)0 فإن . 


ظه جز + .جين جرن) ل 


( إرشاد : اكتب رظمة ++ رظرخ د بن + جرت 2 قسم هذا الجمع إلى ثلاثة أجزاء 3 
واستخدم الحقيقة الى تقول إن 4 + .له و 8+ .8 ) 


الباب السابع والثلاثون ‏ متسلسلات دوال : 


ستقوم الآن مناقشة للمتسلسلات اللانائية لدوال » وذلك بسبب ظهورها المتكرر وأهميها - 
يما أن التقارب لمتسلسلة لانهائية يعامل يفحص المتتابعة لحواصل جمع جزئية فإن الاستفسارات 
الخاصة بمتسلسلات الدوال تكون الإجابة عليها بفحص الاستفسارات المناظرة لحتابعة دوال . 
ولهذا السبب ء يكون جزء من الباب الحاضر هو مجرد ترجمة لحقائق أثبتناها قبل ذلك لمتتابعات 
ودوال إلى مصطلحات ورموز إلمتسلسلات . هذه هى الحالة » مثال ذلك » عند جزء الباب 
المتعلق بالمتسلسلات لدو أل عامة . لكن تظهر فقط فى الجزه الثانى من الباب » حيث نناقش 
متسنسلات القوى » بض صور جديدة بسبب الميزة الخاصة للدوال الى يحتويها . 


الا" ١‏ تعريف . إذا كانت (.,) متتابعة لدوال معرفة فى فئة جزئية 8. للفراغ 1+7 
بقيم فى الفراغ 24 » و كانت المتتابعة الحواصل جمع جزئية (50) للمتسلسلة اللانهائية (60) :2 
معرفة عند + فى 2 بأنها 


فون 


و( > (ع«)رد 
,[(«)ظر+ رمم - ] («)ر + («)رى > (ع)مد 


نقول فى حالة كون المتتابعة (,5) تتقارب فى 2 لدالة مر » أن المتسلسلة اللائهائية لدوال 
'(20)6 تتقارب إلى كر فى 2 . ستكتب غالياً 

6 اح 0 560,0 
لأرمز إما إلى المتسلسلة أو دالة الهاية » إن وجدت . 


إذا كانت المتسلسلة (|(*),||) 5 تتقارب لكل د ى 2 فنقول إن 2 تقار بية 
مطلقة ى 2 . إذا كانت المتتابعة (,ى) تقاربية منتظمة فى 2 إلى ثر » فنقول إن (0) ,2 
تقاربية منتظمة فى 2 » أو أنها تتقارب بانتظام إلى /ر فى 2 . 

أحد الأسباب الرئيسية للاهتام بمتسلسلات دوال تقاربية مننظمة هى صحة النتائج الآتية الى 
تعطى شروط تغيير ترتيب عمليات الجمع وعمليات أخرى للهايات . 

ام-5 نظرية . إذا كانت يرم ٠تصلة‏ فى 7 2 إلى 25 لكل 27 6م وإذا 
كانت (0) ,2 تتقارب بانتظام إلى كر فى 2 -فإن كر تكون متصلة فى 2 . 

هذا تحويل مباشر لنظرية ( 4؟ - ١‏ ) للمتسلسلات . النتيجة الآثية هى ترجمة لنظرية 
(ررم-؟). 

8-0 نظرية . نفرض أن الدوال لقيم حقيقية اعم ,يم ع قابلة لتكامل 
ريمان - اشتلتجز بالنسبة إلى دالة اطرادية جه فى الفبّرة [8 ,ه] ح ”ل . إذا كانت 
المتسلسلة (.) 23 تتقارب بانتظام إلى كر فى فإن ثم تكون قابلة لتكامل رممان - اشتلتجز 
بالنسبة إلى م8 وتكون 

م4 ]| ل <هه] 1 07.10 

الآن نعيد صياغة نظرية التقارب الاطرادى +١‏ ؛ إلى صورة المتسلسلات . 

4-0 نظرية . إذا كانت الدوال الموجبة ير قابلة أعكامل ريمان فى الفسترة 
[6,5] ع / وإذا كانت حواصل الجمع طا (70) :2 >>/ قابلة لتكامل ريمان » فإن 


0 / 7 ع / (37.2) 


فق 


نعجه بمد ذلك إلى النظرية ال و سو 
نحصل عليها بالتفاضل حداً فحداً للمتسلسلة المعطاة بكرم . هذه النتيجة هى نتيجة مباشر 


لنظرية م؟ - و . 
بم-ه نظرية  .‏ لكل 1ع اء نفرغر أن 5 دالة لقيم موجبة فى الفترة 
[6,8] ح / ولا مشتقة م/ فى ل . نفرض أن المتسلسلة اللانهائية (2/)46 تتقارب 


عند نقطة واحدة على الأقل من الفترة 7 وأن متسلسلة المشعقات (10) 77 تتقارب بانتظام 
فى ل . إذن توجد دالة حقيقية القيمة كر فى ل بحيث أن (:) 7 تتقارب بانتظام فى ل 
إلى م وبالإضافة إلى ذلك » تكون ثرالا مشتقة فى 7 وأن 


)37.3( 12 


اختبارات لتقارب منتظم : 
ما أننا قد أثيعنا بعض نتائج لتقارب منتظم المتسلسلات ؛ فسنقدم الآن اخجبارات قليلة 
بمكن استخدامها لإثبات تقارب منتظم . 

بم - ؟ معيار كوشى : نفرض أن (,) .متتابمة لدوال فى "228 إل “2 . 
المتسلسلة البائية (2)0ا تكون تقاربية منتظمة فى 2 إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 
0<ع » (ع)24 بحيث أنه إذا كانت (34)8 < « < 7 فإن 

ع > م اا +٠٠ ١‏ سؤر مال (37.4) 
برهان هذه النتيجة ينتج فى الحال من ( ١١-١7‏ ) » الى هى معيار كوثى المناظر للتقارب 
المنتظم لمتتابعات , 

ب« ٠”‏ اختبار 34 لفيرشتراس . نفرضص أن (,/3) متتابعة لأعداد حقيقية ليست 
سالبة حيث أن .24 > «إاك| لكل 761 . إذا كانت المتسلسلة اللانمائية (84) ,8 
تقاربية » فإن (5) 82 » تكون تقاربية بانتظام فى 2 . 

البرهان . إذا كانت #  <‏ » فتنحصل على العلاقة 

ده + +٠٠ ١‏ م3 ك مإاءكرا+ +٠ ٠ ١‏ هااككلا ك دزا + : ١٠+ث/اا‏ 

ينتج النص من معيار كوشى ( 4” - ٠‏ ) » ء» ( بام - 5 ) والتقارب للمتسلسلة: (841) 2 . 

وهو المطلوب إثباته 

النتيجتان الآتيتان مفيدتان جداً لإثبات تقارب منتظم عندما يكون التقارب غير مطلق . 
نحصل على برهانهما بتعديل برهانى ( +« :7 ) » ( #5 - 4 ) وست ركان كتمرين 

بم م اختبار درشلت . نفرضص أنة (/) متتابعة دوال فى “8# 2 إل 122 


رفن 


بحيث تكون جميع حواصل الجيع الجزئية 
العم ا عد 


مخدودة فى نطاق 2 - عمودى . نفرض أن (,©) متتابعة متناقصة لدوال ىق 2 إلى 12 
بحيث تتقارب بانتظام ى 2 إلى صفر » حينئذ تتقازب المتسلسلة (2/-©) 3 بانتظام فى 2 . 

بم - 4 اختبار أبل . نفرض أن (,) 5 متسلسلة دوال فى “2 2-2 إلى 28 
بحيث تتقارب بانتظام فى :2 . نفرض أن (<©) متتابعة اطرادية لدوال حقيقية القيمة فى 2 
ومحدودة ف النطاق 2 - العمودى . حينئذ تتقارب المتسلسلة . (,/,ب) 57 بانتظام فى 82 . 

بام - ٠١‏ أمثلة . (1) اعتبر المتسلسلة (52/"*) 3 . إذا كانت 1 ك | + ]| » فإن 
1/2 > "| . بما أن المتسلسلة(1/23) /2 تقاربية » فينتج من اختبار 24 اثير شتر اس 
أن المتسلسلة المعطاة تقاربية منتظمة فى الفترة [1,1-]. 

(ب) المتسلسلة التى حصلنا عليها بتفاضل المتسلسلة فى ( أ) حداً فحداً هى (و/!-") :5 
لايستعمل الاختبار . 44 لقيرشتراس فى الفترة [1,1-] لذلك لا يمكننا استخدام نظرية 
( بس -ه ). ف الحقيقة » من الواضح أن هذه المتسلسلة المشتقات لا تتقارب عند1 حل 

لكن » إذا كانت 1 > 7 > 0 » فإن المتسلسلة الهندسية (7 ")2 .تتقارب . بما أن 
تير 0 

0 
عند م ك|*| » فينتج من اختبار - 84 أن المتسلسلة الناتجة من التفاضل تكون تقاربية 
منتظمة فى الفترة [م ,م ع , 0 

(ج ) قطبيق مباشر لاختبار - 34 (حيث (1/82 - ,2/4 ) يثبت أن غا! أو (1/0) ددوية 
تقاربية منتظمة لكل <* فى 12 . 

( د) حيث أن المتسلسلة التوافقية (/1) (9.تتباعد » فلا مكننا استخدام اختبار- 14 إلى 


27 


عن صنو (/1) 2 (37.5 


لكن » ينتج من المناقشة فى مثال ( 5م - م د ) أنه إذا كانت الفترة [ 6,8 ] 7 محتواة 
فى الفثّر ة المفتوحة (2 ,0) ٠»‏ فإن حواصل المع الجزئية +6 هلو ,52 > (*).5 تكون / 
محدودة بانتظام فى الفترة ى . بما أن المتتابعة (1/7) تتناقص إلى صفر » فيثبت اختبار درشلت 
( م -م) أن المتسلسلة ( «م - ه ) هئ تقاربية منتظمة فى 7 . 

(ه) اعتير *-وزم/"(1-)),22 ف القترة [0,1] -8 . بما أن العنود تمد التو 
فى / هو 1/5 ء فلا بمكننا استخدام اإختبار فيرشتراس + ويمكن استخدام اختبار درشلت 


آخحف 


إذا أمكننا إثبات أن حواصل الجمع الجرئية (1("67-)) 37 محدودة وبالتعاقب يستخدم 
اختبار أبل لأن ((/1(5-)) 2 تقاربية والمتتابعة الحدودة (*” ©) تنناقص باطراد فى 1 
( لكن ليست تقار بية بانتظام إلى صفر ) . 
متسلسلات قوى : 
سوف نتجه الآن لمناقشة متسلسلات قوى . هذا نوع هام من متسابلات دوال :ريبع مخواص 
ليست صحيحة فى حالة متسلسلات عامة لدوال . 
١١‏ تعريف : يقال لمتسلسلة لدوال. حقيقية (,/) 7 إنْها متسلسلة قوى حول 
© ح- # إذا كانت الدالة :7 فى الصورة 
|"( - )مه - مل 
حيث © و ,4 تنتمى إلى © وحيث .... ,0,1,2 2 « ., 
لغرض التبسيط لمفهومنا » سنعتير فقط الحالة عندما 0 ح » , هذا لايفقد الحالة العامة » 
مع ذلك» لان التعويض © 2 ' حول متسلسلة قوى حول © إلى متسلسلة قوى حول 0 . 
أى أن ءندءا نذكر متسلسلة قوى ء فسوف نقصد متسلسلة فى الصورة 
+ "ليه ٠١+‏ ٠ل‏ جارج دوه > "لابين 7 (37.6) 
[المدلا 
وبالرغم من أن الدوال المذكورة فى ( ب" - + ) معرفة على كل الفراغ 22 » فليس. من 
ا د مثال ذلك » يمكننا باستخدام اختبار 
النسبة ( 0" - م ) إثبات أن المتسلسلات 


تعقارب عند د فى الفئات 
ف (1>اعء]|: بع ,)م10 

عل الثر تيب . أى أن الفئة الى فيها تتقارب متسلسلة قوى ر .ما تكون صغيرة » متوسطة أو كبيرة, 
لكن ٠‏ لا يمكن لفئة جزئية اختيارية من 8 أن تكون الفئة الدقيقة الى فيها تتقارب متسلسلة 
قوى © كا سنوضح . 

إذا كانت (.,8) معتابعة محدودة لأعداد حقيقية غير سالبة ء فإننا نعرف الهاية الأعلى المتتابعة 
(«) بأن تكون الأدنى لأعداد مثل « بحيث أن « > مط لكل لاع م كبيرة . كبر كافياً . 
يكون هذا الأدنى محدداً وحيدا . ويرمز إله بالرمز 

(مط) نزناد دنا 


نكف 


' فإن |عرإن > "*|مه| . هذا يكاقء النص 


أعطيت بعض مميزات وخواص للهاية الأعلى لمتتابعة فى باب )١8(‏ » لكن الثى ٠‏ الذى نحتاج 
لمعرفته فقط هو (1) أنه إذا كانت (.8) هنا صلا< 0 0ل ء فإن نكيم كل لقعم ٠‏ 
كبيرة كبراً كافياً » (لة) أنه إذا كانت (رط) مناة مطلا> مر فإن 5١‏ > م قم كثيرة 
عددها لانماق لارء بر 

١١-80‏ تعريف . نفرض أن (",م) 7 متسلسلة قوى . إذا كانت المتتادمة 
(““امها) محدودة » نضع ("'|.ه|) ناد ددا - م ء إذا كانت هذه المتتابعة ليست محدودة 


| نضمع + - م . نعرف نصف قطر التقارب المتسلسلة (”2,ه) 2 كما يل 


8-0 إذا م 
م/2-1 إذا + > م >0 
مدع إذا 0>-م 
فترة التققارب هى الفئرة المفتوحة (8,28-), 
سوف تبرر الآن التعببر « نصف قطر التقارب » . 
ا«- ١8‏ نظرية كوشى - هادامارد(*) . إذا كان ©4 نصف قطر التقارب لمتساسلة القوى 
(”عرم) 53 » فإن المتسلسلة تقاربية مطلقة إذا كانت #/ > | *| وتباعدية إذا كانت 
<||. 1 
البرهان .. سوف نتناول فقط الحالة الى فيا مه ل:> # > 0 ء تار كين الحالتين 
+ - 2 ,2-0 كسصرينين . إذا كانت ا > | *| > 0 فإنه يوجد عدد موجب 1 > 0 
بحيث أن خم > | + | . إذن [» | > م ولذلك ينتج أنه إذا كانت « كبير كبر كافياً » 


“© > |"*عمه| (37.7) 
لكل # كبيرة كبراً كافياً . بما أن 1 > 6 ٠»‏ فينتج التقارب المطلق للمتسلسلة ("ع«مه) :2 
من اختبار المقارنة ( هم - 9١‏ ). 

إذا كانت م/1 - 2 <|*| » فإنه توجد قي كثيرة عددها لالمائى لارع م الى عندها 
تكون |*|/1< "امه . إذن1<|"عمه| عندقم # كثيرة عددها لانمهاق » ومن ثم 
لاتقئرب المتتابعة ("*ه) إلى صفر . وهو المطلوت إثبائه, 

(*) جاكويز هادامارد ( ١45-146‏ )» كان لوقت طويل عميداً للرياضيينالفر نسيين 
سمح له بالدخول لمدرسة التكنولوجيا حيث نال أعلى الدرجات خلال القرن الأول . كان غلفاً 
لئرى بويتكار لأكاديمية العلوم وبرهن نظرية العدد الأولى فى عام ١845‏ © بالرغم من أن 
هذه النظرية قد أثبتها جاوس قبله بسنين كثيرة » له إسبامات أخرى فى نظرية العدد » التحليل 
المركب » المعادلات التفاضلية الجزئية وحى عل النفس . 


شف 


سيلاحظ أن نظرية كوشى - هادامارد لاتنص على ون متسلسلة القوىتتقارب عند > |:| . 
ى الحقيقة » أى شىء بمكن يحدث كا يتضح من الأمثلة الآنية : 


37.8( 2 00 2 


بم أن 1-(*"»«)سنا (؛:١-‏ م (ه)) ء فإن كلا من متسلسلات القوى المذكورة 
ها نصف قطر التقارب مساو للواحد الصحيح . لا تتقارب متسلسلة. القوى الأولى عند النقط 
1+-ير و 1--2 » المتسلسلة الثانية تتقارب عند 1 - ح «« وتتباعد عند 1 ل ع 2< , 
ومتسلسلة القوى الثالثة تتقارب عند كل من 1 ح بر » 1 ل ه # . ( أوجد متسلسلة 
قوى فيبا 1 - 32 وتتقارب عند 1 -ل ع 2 لكن تتباعد عند 1 ا > «) . 


توضح كتمرين أن نصف قطر التقارب للمتسلسلة ("عدره) (5 هو 
) لمتكا )سنا 
أتجمه| 
بشرط وجود هذه الباية . مراراً » يكون من المناسب أكثر أن تستعمل ( لام ب و ) يدلا 
من تعريف )١9-890(‏ ,. 
يغبت النقاش المستعمل فى برهان نظرية كوشى - هادامارد التقارب المنتظم لمتسلسلة قوى 
فى أى فئة جزئية مدمجة ثابتة من فتّرة التقارب (20 ,2 - ) 
١4 -‏ نظرية . نفرضص أن .2 نصف قطر التقارب المتسلسلة ("::0) (3 و تفرض 
أن > فثة جزئية مدمجة فى فترة التقارب ( ,# -). إذن متسلسلة القوى نتقارب بانتظام فى 1, 


)37.9( 


البرهان : يغبت الدمج المقدار (2 ,2-) تك 1 أنه يوجد مقدار ثابت موجب 1 >0 
بحيث أن #ء > | *| لكل ا جح . ( لاذا ؟ ) . نستنتج من النقاش الموجود ى 
( بم -م() أنه عندما م تكون كبيرة كبراً كافياً » فإن التقدير ( بام - 7 ) يظل سميحاً 
لجميع كل © +« . مما أن 1 > م » فإن التقارب المنتظم للمتسلسلة ("#ر,ر©) 2 فى 2 نتيجة 
مباشرة لاختبار - 24 القير شتّر اس .حيث “ع - ,2/1 وهو المظلوب إثباته 
بام - ١6‏ نظرية . نباية متسلسلة القوى متصلة فى فترة التقارث . متسلسلة قوى يمكن 
تكاملها حداً فحداً فى أى فترة مديجة محتواه فى فترة التقارب . : 
البرهان . إذا كانت 4 > | 0+ | » فإن النتيجة السابقة تؤكد أن ("*مه) :3 تتقارب 
بانتظام فى أى حوار مدمج عند م محتوى فى (2, #8 ) . إذن ينتج الاتصال عند »د 
من نظرية ( “م - 7 ) ء والتكامل 'حداً فحداً يتحقق من نظرية ( 89 - «) . 
وهو المطلوب إثياته . 


يفضا 


نوضح الآن أن المتسلسلة قوى يمكن تفاضلها حداً فحداً . لا تحتاج كا هو الحال فى حالة 
المتسلسلات العامة » إلى قرض أن المتسلسلة الناتجة من التفاضل تقار بية منتظمة . ومن ثم هذه تكون 
النتيجة أقوى دن النتيجة المناظرة لتفاضل المتسلسلات اللانهائية . 

١6-0‏ نظرية تفاضل . يمكن تفاضل متسلسلة قوى يمكن حداً فحدا داخل فارة 
!تقارب . فق الحقيقة » إذا كانت 


("مه) 2 دم عيذ ( “عديمم) 2 -(0)] 

كلتا المتسلسلتين لما نفس نصف قطر التقارب . 
البرهان . حيث أن 1 -("”*2) دنا » فإن المتتابمة ("|همم|) تكون محدودة 

إذا وإذا فقط كانت المتتابمة (”"|.9|) محدودة . وبالإضافة إلى ذلك » يكون من السبل 
ملاحظة أن 

(”'امه|) صناة سنا ح (* مهم |) ند سنا 
وإذن » يكون نصف قطر التقارب للمتسلسلتين واحداً » لذلك تكون المتسلسلة السابقة الناتج 
من التفاضل تقار بية منتظمة ى كل فئة جزئية مدمجة من فترة التقارب . 
حينئذ بمكدنا استخدام نظرية ( 0م - ه ) لنستنتج أن المتسلسلة السابقة الناتجة من التفاضل 
تتقارب إلى المشتقة للمتسلسلة المعطاة . 


يحب ملاحظة أن النظرية لا تعطى تأكيداً عند النقطتين المحدودتين لفثرة التقارب . إذا كانت 
المتسلسلة تقاربية عند نقطة حدودية » فإن المتسلسلة الناتجة من التفاضل رما تتقارب عند هذه 
النقطة . مثال ذلك » المتسلسلة ("ع.ه) 35-0 تتقارب عند كل من النقطتين الهائيتين 
1 ديج .6 1 عل جح هبر . لكن » المتسلسلة النائجة من التفاضل 


5 57 2 


8+1 مهس 86 مم 


تتقارب عند 1 ح 2 وتتباعد عند 1 ل جح بن . 
وبتكرار تطبيق النتيجة السابقة » نستنتج أنه إذا كانت / أى عدد طبيمى فإن المتسلسلة 
القوى (7:2-0)*5/72. يمكن تفاضلها حداً فحداً # من المرات لتحصل عل 


ام (37:10) 


وبالإضافة إلى ذلك. » تتقارب هذه المتسلسلة تقارباً مطلقاً ومنتظماً إلى © عند 8 > | *| 


على أى فثة جزئية مدمجة من فترة التقارب . 


تدكا 


إذا عرضنا 0 ح بر فى (07 - ٠١‏ ) ء نحصل عل القانون الام 
ماع - (0) قم (37.11) 
/ا- ١7‏ نظرية الانفرادية . إذا كانت ("ينيه) 5 » (“"رط) ؟ 
تتقارب فى فترة ما 0 < م ,(م ,م د) ء إلى نفس الدألة كر ء» فإن 
6س ممع للواتاننا 1 
البرهان . توضح ملاحظاتنا السابقة أن 1ه ع (9)0ثر حت 12م عند لالع م . 
: وهو المطلوب إثباله . 
بعض نتائج اضافية0» : 
يوجد عدد من النتائج الخاصة بار تباطات جبرية مختلفة لمتسلسلات القوى . لكن يمكن برهنة 
هذه الى تحتوى على تعويض وتعاكس بسبولة أكثر باستخدام مناقشات من التحليل المركب . 
لهذا السبب سوف لا نتعرض لمذه الأسئلة لكن نكتى بنتيجة فى هذا الاتجاه . وهى لسن الحظ من 
أعظم النتائج المفيدة . 
١8-0‏ نظرية حاصل صرب . إذا كانت كرو © ممعطيتين فى الفترة (م ,م ) 
متسلسلى القوى 
"درط 2 <- ماع اكه 0 -(0)] 
فإن حاصل ضر ببما يعطى فى هذه الفرة بالمتسلسلة (".,ج) :7 » حيث المعاملات" (,©) هى 
0,12 > جور حيقيه ال ديه 
اليا 
البرهان . قد رأينا فى ( لام - ٠١‏ ) أنه إذا كانت م > | | » فإن المتسلسلتين الممطيتين 


(*)ي/ و (*«)م تقاربيتان مطلقتان, إذا استخدمنا نظرية (0 5 -م١1)‏ ء محصل على 
الاستنتاج المطلوب : وهو المطلوب إثياتة. 


نؤكد نظرية حاصل الضرب أن نصف قطر التقسارب لحاصل الضرب هو على .الأقل 
يساوى م . لكن من الممكن أن يكون كبيراً كا يلاحظ بسبولة . 

قد رأينا أنه » لكى تمثل دالة ثر يمتسلسلة قوى فى فترة 7<0 ,(م ,“#س) » يكون منالضرورى 
أن كل مشتقات كر موجودة فى هذه الفترة . ,رما يشتبه فى أن هذا الشرط كاف أيضا » لكن 


(#) يمكن حذف بقية هذا الباب عند القراءة لاول مر ٠‏ 


لفن 


الأمور ليست بهذه البساطة , مثال ذلك » الدألقحر» المعطاة بأنها 
0ع “لدع ع (هو) 

0-ع ,0 - 
.مكن إثبات ( انظر 'مرين بام ن) أن لها مشتقات من كل الرتب وأن 0 -(0)0/ 
.0,1,2 ع م . إذا مكن إعطاء كر فى فثرة (7 ,م - ) بمتسلسلة 3 قوى خول 0 ح 2« » 
فع بن > الانفزانية وم - 617 ناتسفل ب أن مح ميا ».ما عالت اقيق 

الى تقول إن 0 6« (»)/ عندما 0 ماج . 

توجد ء بالرغم من ذلك 3 بعضضن شر وط كافية مفيدة يمكن إعطاؤها لكى تضمن إمكانية 


مغيل ‏ ,متسلسلة قوى . كثال ء نلاحظ أنه ينتج من نظرية تايلور ( م7 -.1 ) أنه إذا كان 
يوجد مقدار ثابت 0 < 8 محيث أنه 


)37.12( 


8 > رم (37:13) 


لجميع ...2,0 ,1 ,0 ع واو © > || حينتذ !2")0(<:"/0 وكرة تتقارب إلى (0) / 
عند " > | | . يمكن إعطاء شروط مشاببة ( لكن أقل قوة ) على مقدار المشتقات بحيث تؤدى 
إلى نفس الاستنتاج . : 


تقدم كثال ء نتيجة مفيدة ودقيقة ترجح إل سر جى برنشتين خاص مفكوك طرف واحد. 
لدالة فى صورة متسلسلة قوى . 


بام - ١8‏ نظرية برئشتين . نفرض أن كر معرفة ولا مشتقات من كل الرتب فى الفترة 
[0 ,0] ونفرض أنثر وجميع مشتقاتها موجبة فى الفترة [7 ,0] . 


إذا كانت م > << ك 0 » فإن (<) /ر تعطى بالمفكوك . 
دم 


البرهان . سوف نستفيد من صورة التكامل للباقى فى نظرية تايلور الممطاة بالعلاقة (8-71), 
إذا كانت مك * ك 0 » فإن 


+ 0 ب - مار (37.14) 
حيث نجد القانون 
و "زو -1) / 2-7 0 
ما أن كل الحدود فى حاصل الجمع الموجود فى ( ام - ١4‏ ) موجبة فإن 


لال 


ل مي “زو -1) 0 0 (37.15) 
بها أن 2*"م موجبة » © متّزايدة فى [م ,0] » لذلك إذا كانت “د فى هذه ألفترة » يكون 
كك )0م "(و-1) ىت 596 > م1 ع 0 (237.16 


بربط ( ١-0‏ ) ء (لامسدر)ء نجد أن (0ل' “(7/*) ع .ظ > 0 . ومن ثم إذا 
كانت: > > 0 فإن 0- (,2) سنا وهو المطلوب إثباته . 


قد رأينا فى نظرية ( م - ١4‏ ) أن متملسلة قوى تتقارب بانتظام فى كل قلة جزئية 
مدمجة من فترة نقارمها . لكن » لايوجد شرط سابق يدعو للاعتقاد بأن هذه النتيجة مكن امتدادها ' 
النقط الطرفية لفترة التقارب . و بالرغم من ذلك » توجد نظرية لآبل تقول إنه » إذا كان تقارباً 
مكنا عند أى من النقطتين الطرفيتين ٠‏ فإن المتسلسلة تتقارب بانتظام خارجاً إلى هذه النقطة 
الطرفية ٠‏ , 


لتبسيط التصور سوف نفرض أن نصف قطر التقارب للمتسلسلة يساوى الواحد الصحيح . 
وهذا لا يفقد الحالة العامة و.ممكن دائماً إدراكها يجعل 8/ر - “د » الى هى فقط تغيير للمقياس . 


بام - ٠١‏ نظرية آبل . نفرض أن متسلسلة القوى (*عيه) 3-6 تتتازب إلى (*«) كر 
عند 1 > | *] وأن (يه)ه-82 تتقارب إلى 4 . حيقذ .تسلسلة القوى تتقارب بانتظام ى 
الفترة [1 ,0] - 1 ويكون 


ه - مر سر (37.17) 


البرهان : يطبق اختبار آبل ( لا و ) 6 حيث مه > (8),/ وحيث ‏ “<> (ع«ارب 
لإثبات التقارب المنتظم للمتسلسلة (”مه) 2 فى 4 . ومن ثم فإن اللهاية متصلة فى ؛ بما أنها تفق 
مع () رعند 1 > دك 0ء فتنتج علاقة الهاية ( با - 17 ) تنتج 5 
وهو المطلوب إثياته . 


أحد الأشياء المشوقة بدرجة كبيرة لهذه النتيجة هو إيعازها بطريقة ربط نهاية لمتسلسلات 
ررما تكون تقاربية . أى أنه » إذا كانت (,() ,_-5 متسلسلة لا نهاية.» فإنه يمكننا نكوين 
متسلسلة القوى المناظرة (",ة) :3 . إذا كان المقدار ,8 لايزداد بسرعة كبيرة » فإن هذه 
متسلسلة القوى تتقارب إلى دالة (<)8 عندما 1 > | | . إذا كانت 8 ج (*«)8 عندما --1جهر 
فنقول إن المتسلسلة (,5) :3 هى قابلة لجمع آبل إلى 8 . هذا الأوذج من الجمع يكون مشابياً إل 
( لككن أكثر قوة عن ) طريقة سيز ارو للمتوسط الحسافٍ المشار إليه فى باب ١9‏ وله نتائج عبيقة 
ومشوقة . مضمون نظرية آبل ( لا - )3١‏ يشابه نظرية ( 8-1١‏ ) » وهو يثبت أنه إذا 


نيان 


كانت متسلسلة تقاربية من قبل» فإنها تكون قابلة لجمع آبل إلى نفس الهاية. المكس ئيس صيحأ» 
لكن » المتسلسلة “(1-)2325-0 ليست تقاربية لكن حيث أن 


55000 > 1 
“)يم > 2 
فينتج أن"(1-) 3 قايل لجمع آبل إلى 3 . 
يحدث أحيان أنه إذا كانت متسلسلة معرفة بأنها قابلة لجمع آبل » وإذا تحققت شروط أخرى 

معينة ع فإنة من الممكن البر هنة على أن المتسلسلة تقاربية بالفعل . تسمى نظريات من هذا النؤوع 
بنظريات توبريان وهى غالبا عميقة وصعبة البرهان . هذه النظريات مفيدة أيضاً لأنها ممكن 
الشخص من الانتقال من نموذج أضعف للتقارب إلى نموذج أقوى ©» بششرط تحقق فروض إضافية 

نظريتنا الهائية هى النتيجة الأولى من هذا النوع وقد برهنت بواسطة أ. توبر©) فى 14919 . 
وتمدنا بعكس جز لنظرية آبل . 

م - 7١‏ نظرية توبر . نفرص أن متسلسلة القوى (”يد,ه) 7 تتقارب إلى (<)'ر عند 
1 > |* |ونفرض أن 0 - (ممه) سنا . إذا كانت ك > (2)/ تسلا عند ن 1 ج ير فإن 
المتسلسلة (+0) :3 تتقارب إلى 4 . 


البر هان . من المرغوب فيه تقدير الاختلافات مثل ١ل‏ -(,0) ”30 . لإجراء هذا » نكتب 
لمدصنء زمره 8]- مدهي ٠هدته‏ 
بم - 


0 


إه -(«) ]+ "نيه ردت )يه 
ما أن 1 > :« ك 0 » فتحصل ( -1) > (7"ير +٠٠ ١+‏ ع + 01( -1) > "1 
لذلك رمكننا سيطرة الحد الأول فى الطرف الأيمن بالتعبير يه 3255 («-1) 
من الفرض 0 - (,هم) <زذا ومن ثم تثبت نظرية ( ١9‏ - م ) أن 


وبالإضافة إلى ذلك » نحصل على القانون (<)/ دنا > لم 


(#) الفريد توير ( 18334 - تقريبا ) 1157 ) كان أستاذ! بفيئا . له مساهمات أساسية 
فى التحليل ٠‏ 


ذن 


نفر ض الآن أن 0 < ع معطاة و نمختار عدداً طبيعياً ثابعاً /1 حيث تكون كبيراً بدرجة 
تسح بكون 


عطجيى > إممه لار| 4 
لاح » لله ره جيي > مها 4 


ا كيك ع>اك - )م 117 
سوف نقدر مقدار ( ام - ١8‏ ) هذه القيمة لعدد لاه » مد . من (1) و (ذذ) و (كلة) 
وحقيقة أن 1 -(1+/3)( --1) نحصل على التقدير 
اير 5 
م -11+خل 


لذ 
86> ع+ +(1 +0080 -1) > 4 - مه ل 
20م 


بما أن هذه يمكن إجراؤها لكل 0 < ع فهذا يثبت التقارب للمتسلسلة (مه) 5 إلى 4 . 


تمرينسات : 
0م - (1) ناقش التقارب والتقارب المنتظم للمتسلسلة (/) 5 » حيث (:)./ ممطاة 
كايل : 
)0 دع ١ب‏ 0 عع ,2 مم 
2 ب( 0لع) صله لق 0 د ,"10 جخ) 
(ه) 0< ع1 +0" (و) 0< عم م12 


لام - (ب) إذاكانت (.ه) 5 متسلسلة تقاربية مطلقة » فإن المتسلسلة (<0 مأو .ه) :7 
نكون تقار بية مطلقة ومنتظمة . 

لام ب (ج) نفرض أن (م6) متتابعة متناقصة لأعذاد موجبة . إذا كانت المتسايسلة 
(2م سلس ن) 2 تقار بية منتظمة .» فإن 0 > (2) دنا 

بام - (د) أعط التفاصيل لبرهان اختبار درشلت ( 0م -م) . 

بام - (ه) أعط التفاصيل لبرهان اختبار آبل ( 0 - و) . 

با“ - (و) اقش الخالتين + دع ,0 جر فى نغلرية كوثى - هاداماره 
في 

بام - (ز) أثبت أن نصف قطر التقارب 2 المت إمسلة القوى (":ره) :2 معطى يأئه 
(/.مه|/اءه|) تدنا ٠»‏ طلما وجدت هذه الباية . أعط مثالا لمتسلسلة قوى مها هذه الباية 


غير موجودة . 


للنانا 


بام - (ح) حدد نصف قطر التقارب المتسلسلة (*:.ه) 5 ٠‏ حيث يرك ممطاةكا يل : 


1/١ 0)‏ بع لانن 
2 سا : 6١‏ 2< .لم« وه) 
4 لإنصننة )م( م 


بام - (ط) إذا كانت 1 -.ه حيث # هى مربع عدد طبيعى وأن 22-0 فماعدا 
ذلك » أوجد نصف قطر التقارب للمتسلسلة (”*.ه) :73 '. إذا كانت 1 -.5 عندما !0 - م 
حيث لاع :” وأن.0-,2 ذما عدا ذلك»أوجد نصف قطرالتقارب للمتسلسلة (“+*,ة) ”7 ' 

بام - (ى) أثبت بتفاصيل أن (*'|م|) سه سينا - (*''إممة|) مده نا 

بوم - (ك) إذا كانت و إمه| ع م>0 كل لرعم : أوجد نصف قطر 
التقارب للمتسلسلة ("عيه) :ا 

بم (ل) - نفرض أن ("حيه) 700-25 عند © > |*| ٠.‏ إذا كانت () “رح 
(« )ر لجميع 5 > | + ] ء أثيت ثبت أن 0 عت ,© لجميع قيم 8 الفردية . 

بم (م) - أثبت أنه إذا كانت كر معرفة عند #>| د | وإذا كان يوجد مقدار ثابث 8ه 
بحيث أن 8 > إ(ع)"”/| | لكل م > |ع | وأن لاع » فإن مفكوك متسللة تايلور 

: ا عر 


2-0 
تتقارب إلى ()ث/ر عندما ‏ > | * | . ١‏ 
بس (ن ن) أثبت بالاستتاج أن للالة لممطة فى قاثون ( م - ١6‏ ) مشعقات من كل 
الرتب عند كل نقطة وأن كلا من هذه المشتقات تنعدم عند 0 ح # .: حينئذ لا تعطى هذه الدالة 
كفكوك تايلور عند 0 - *« . 
ب - (س) أعط مثالا لدالة تكون مساوية إلى مفكوك متسلسلها تايلور حول 0 - ب 
عند 0 < +داء لكنها ليست مساوية هذه المفكوك عند 0 > ع . 
بم - (ع) توضح المناقشة اقشة المبينة ى مرين م, - ام أن قانون لاجرائج ج الباق يمكن 
استمخدامه لإثبات مفكوك ذات الحدين العام 
ا يام 
ع(؟) ا "+ 
حيث + هى فى الفترة .1 > د ك 0 . بالمثل يثبت تمرين ( م١‏ - ن) . سمحة هذا المفكوك 
عندما 0 > بد > 1.» لكن الاستدلال يكوث مينياً على صورة تكوشى قباق وأحيانا أكثر 
تورطاً . يطبق نظرية برنشين على .“(ر-1)-(+)م عند 1 > *« > 0 ممصول عل 
برهان تبادلى لهذه الحالة الثانية . . 


المانا 


بم - (ف) اعتير مفكوك ذات الحدين عند النقطتين الطرفيتين 1 + > عد . أثبت أنه 
إذا كانت 1 ح ب »ء فإن المتسلسلة تتقارب مطلقاً عندما 0 < :7 وتتباعد عندما 0 > :م . 
إذا كانت 1 -ل ح #داء فإن المتسلسلة تتقارب مطلقاً عندما 0 < 72 ء تتقارب شرطياً عندما 


0 > سم > 1- »ء وتتباعد عندما 1 - > بم , 


بم - (ص) يفرض أن #دصهغ ع (ي)ثر عندما 5/2 > [* | . استخدم الحقيقة الى 
تقول أن ث/ر فردية ونظرية برنشتين لإثبات أن معطاة فى هذه الفترة .مفكوك متسلسلة تايلور 
لما حول 20 جه« , 1 

بام - (ق) استخدم نظرية آبل لإثبات أنه إذا كانت ("عيه) :5 - (2)/ عند 8 > اءا | 
فإن 

محم سك ل د عه 0 1 

بشرط كون المتسلسلة الموجودة فىالطرف الأيمن تقار بيةحتى ولو أن المتسلسلة الأصلية ر بما لا تكون 
تقاربية عند 8. ح #د . ومن ذلك ينتج أن 


لاف ) كن الطلس ولك 
4-21 079 00 62ذظ 


٠م‏ - (ر) باستخدام نظرية آبل » أثبت أنه إذا كانت المتسلسلعان (,) 5 د (يه) 2 
تقار بيتين وإذا كان حاصل ضر ب كوثى لما (,) 7 نتقارب » فنجد أن (,3) :3 ١‏ (يه) :3 > (,0) :2 

م (ش) - نفرض أن 0 ح يه وأن نصف قطر التقارب للمتسلسلة ‏ ("يه) :35> (1)2 
هو .١‏ إذا كانت (,0) 52 تتباعد » أثبت أن 6ل ح (بر)ثم عند 1 ج عن . استخدم هذه 
النتيجة لإثبات نظرية توبريان الأولية : أى إذا كانت 0 < يه وإذا كانت 

"عه ز2 افا - لم 

فإن (مه) 8 تتقارب إلى 4 . 

م - (ت) نفرض أن (.57-500 متسلسلة تباعدية لأعداد موجبة بحيث أن نصف 
قطر التقارب المتسلسلة (”»د.م) 7 يساوى واحداً.أثبت نظرية آبل0*) : إذا كانت (,/يه) متاك 5 
فإن نصف قطر التقارب للمتسلسلة ("<«يه) :3 يساوى أيضاً واحداً ويكون 


"امه 2 


(#«) بول آبل ( 14٠66‏ .118 ) كان تلميذا لهرميت فى السربون_. قدم أبحاثا فى التحليل 
المركب . 


نكا 


( إرشاد : يكن اعتبار الالة التى فيها 0 ح 5 أيضاً استخدم حقيقة أن0 -[("عيم) (5] يسا 

٠م‏ - (ث) استخدم نظرية آبل عندما ("*) 37-5 -(2)م2 ممصول على نظرية آبل . 

٠م‏ - (خ) إذا كانت (.ه) متتابعة لأعذاد حقيقية وكأنت 0 -ى© » نفرض أن 
يه +00+يع ديد وبفرض أن م/(,و+0.00+,ه) - ,0 . أثبت نظرية فروبينوس(**) 
إذا كانت (>) حصنا - وى فإن 

عه بر هذا -و 

ملاحظة . بلغة المصطلحات الرياضية لنظرية القابلية لجمع » تقول هذه النتيجة أنه إذا كانت 
متتابعة (.م) قابلة لجمع سيز ارو إلى 5 » فتكون أيضاً قابلة لجمع آبل إلى 5 . ( إرشاد : طبق نظرية 
آبل على (عيروم ,22 -ة زر - 1) > (مم ولاحظ أن ((حعيه) 2 (مم - (5جه :200 

مشروعات : 

ام ( ©) - ممتد نظرية متسلسلات القوى المذكورة فى الكتاب إلى متسلسلات قوى مركيبة . 

(1أ) حسب اللملاحظات الموجودة فى باب )١7(‏ » تكون كل التعريفات والنظريات ذات 
الدلالة والصحيحة المتسلسلات فى 87 صحيحة أيضاً للمتسلسلات بعناصر فى ح . بوجه خاص تمتد 
النتائج المتعلقة بالتقارب المطلق حالا . 

(ب) افحص النتائج المتعلقة بإعادة نظام الترتيب وحاصل ضرب كوثى للفئة لرؤية 
امتدادها إلى م , 

١ج‏ أثبت أن اختبارات المقارئة والجذور والنسبة تمتد إلى © . 

(د) تفرض أن 2 هو نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى المركبة . 

م 
أثبت أن المتسلسلة تتقارب مطلقا إذا كان 7 >|2| . وتتقارب بانتظام فى أى فئة جزئية مدمجة 
للفئة (12>إعا|: 6 ععج) 

(ه) نفرض أن يه و ثر دالتان معرفتان عند (>|2|:© 2-26 بقم فى © 
ونفرض أن الدالتين نهايتان فى 2 لتسلسلتين قوى . وضح أنه إذا كانت م و ثر تتفقان مم 
82 م2 فإنهما يتفقان مع كل 2 . 

( و) أثبت أن متسلسلتى قوى فى © بمكن ضر بهما معاً داخل دائرة التقارب المشتركة هما . 

» نعرف فى هذا المشروع الدالة الأسية بدلالة متسلسلة قوى ولإجراء هذا‎ )8( - "٠ 
. سنعر ضها لأعداد مركبة و كذلك لأعداد حقيقية‎ 


(#+«) جورج فروبينوس ( 1855 ل 11139 ) كان أستاذا فى برلين وهو معسروف بأبحائثه 
فى الجبر والتحليل . 


مان 


(أ) نفرض أن ير معرفة عند © 2 بالمتسلسلة 
يلم - 0م 
أثيت ت أن المتسلسلة تقاربية مطلقة لكل © >2 وتقاربية منتظمة فى أى ذ فئة جزئية محدودة من © . 
(ب) أثبت أن 8 دالة متصلة فى © إلى © » أن 1 ح (5)0 » وأن 
(2(2800)ظ - رسج ج)ع 1 
لقي ٠«‏ ,2 فى ح . ( إرشاد : نظرية ذات الحدين لأجل *(2+0) تظل صصيحة عندما© © « ,2 
و لالع« 
( ج) إذا كان ,+ عددين حقيقيين » فنعرف ,8 و رظ بأنها (8)0 -(),8 
د رمع - رويط دمن ثم («)ركرم,ظ - (ررن+ )ع . آثبت أن .كه تأخذ فقط قبا حقيقية 
لكن .و الا بعض قي غير حقيقية . تعرف © و هد فى #8 إلى # بمايل 
()د5 مس ع  5)«(‏ ,(لر)وظ ع8 - (و)ن0 
مد #عر أثبت أن 
ا ات 
(ونر) كنج)© + (ونو)© (رج)5 > زوو+ رر)5 


( د) أثبت أن للمتسلسلتين © و 8 المعرفتين فى ( ج ) » مفكوك المتسلسلة الآتيتين 


241 11 تح( "10 ح 
101 +20 انان د اسيك 
(ه) أثبت أن 5 - - © و0 > كه . ومن ثم أثبت أن0 - '200+255 2 (تويتم) 


الى تدل على أن 52 -ل 02 تساوى الواحد الصحيح تطابقياً . تدل هذه فى الحالة الخاصة على أن 
كلا من 5: و © محدود لقيمته المطلقة بالواحد الصحيح . 
(و) استنبط أن الدالة وه فى © إلى © تحقق («)د9:(8)ده > (ونا+ )ره ,1 > (0)ظ 
ومن ثم أثبت أن 1-().ه| و ()ر1/8 -(ر-ا)يظ لجميع ىه . 
الباب الثانى والثلاثون ‏ متسلسلة فوريير : 
سنعطى الآن تعريف متسلسلة فوريير(*© لدالة قطعية متصلة دورتها 2# . مع أن مناقشتنا 
(*«) ( جل ب ) جوزيف فوريير ( 19374 ل 187٠‏ ) كان الابن لخياط فرنسى . تعلم فى دير ٠.‏ 
تركه ليرتبط فى حركات ثورية ورياضية . رافق نابليون ألى مصر فى عام 1958 وتعين فيما بعد 
كآكبر ضابط لقسم ابزيريه فى جنوب فرنسا ٠‏ عمل أثناء هذا الوقت فى أعظم موهبته المشهورة 1 
وهى النظرية الرياضية للحرارة ٠‏ كان بحثه نقطة بارزة فى رياضيات الطبيعة وكان لعمله تأثير 
يفوق تأثر معاصريه على المادتين حتى وقتنا الحاضر ٠‏ 


ديالا 


ستكون مختصرة » فسوف نقدم نظريات التقارب الرئيسية والمرتبطة متسلسلة فوريير . لهذه 
النظريات أهمية ستحق الاعتبار فى التحقيق وتطبيقات فى الفيزياء . 

سنفتر ص فيا يل أن الدالة © جح 12:مر دورة عق ء أى أن («)/ - (ج2 +ع)م لكل 
© ع عد . سنفتر ضص أيضاً أن الدالة كر قطعية متصلة + يمعبى أن » كر متصلة ماعدا إمكانية وجود 
عدد محدود من نقط ,د ,. . . ,دعا فى أى فترة طوطا 27 ء وألى عندها تكون للدالة كر نهايتها 
طرف أيسر وأيمن . 

.80+ 0)] يمنا - (+ )2 ,(ط- ود)ز يسا - (- ود[ 

يرمز لفئة كل الدوال © + 2 :م ذات دورة تساوى 27 وقطعية متصلة بالرمز (0)2م 

لاحظنا حالا أن هذه الفئة هى متجه فراغ تحت العمليات : 
#عع ‏ ,(ع«)كل- (جع)ض) ,(ج)ع+ (ع)/- (ع)رع +) 

بسبب دورية الدالة ((2) 6ط »عر يكون من الضرورى فقط فحص كرف فترة طوطا 27 2 

فثلا يمد أن 


ع مر 7[ دع هر | 
لأى برعم . 
فى الفراغ رج 2) مم سوف متم بالعمودين 
”زمه "دصي ؟ ]) حدما للج س]ء» :زرا مس دمازا 
المعرفين جيدا لأن دالة فى (20)27 تكون محدودة وقابلة لتكامل يمان يمكن توضيح كتمرين 


أولى إنه إذا كانت (2) حم عم » فإن 
ااا جمدل > دارا (38.1) 
ينتج من هذه المتباينة أن تقارباً فى العمود .||. ( أى تقارب منتظم ) يثبت تقاريا 
فى العمود :|| . || ( أى تقارب متوسط المريع ) . لكن » العكس ليس صميحا . ( انظر 
تمريى (١م‏ دح ٠)م؟-ل).‏ 
ه«- ١‏ تعريف . إذا كانت (220)27/ ء فإن معاملات فوريير للدالة كر هى 
الأعداد . . . روط رط , . . . ,02 ردك ,هه المعرفة كا يل 


نك ند هله (0)/ 15 ظٍِ حيط ١‏ طةفعدوم )ل / ديه 0823 


فقصد بمتسلسلة فوريير للدالة كر المتسلسلة 


184 


(2 سلو رط+ عا ؤمه يه) ١)‏ +ممة (238.3 
1م 
لكى نشير إلى ربط متسلسلة فوريير ( 88 - " ) بالدالة كر » نكتب غالبا 
(2ة ملو مط عد ومء مه) /3 +مه4- (2«) رز 
1 عدم 


لكن يجب التأكيد على أن هذه الكتابة لايقصد بها الإيحاء بأن متسلسلة فوريير تتقارب 
إلى (*) كر عند أى نقطة خاصة ‏ . توجد فى الحقيقة دوال متصلة بدورة 2# والتى تكون 
متسلسلات فوريير لا تباعدية عند نقط كثيرة عددها لانها . ( انظر ببرك هبل » صفحة 11م » 


هويت / وروس » صفحة 9٠56م‏ ). 


مم - ١‏ أمثلة . (أ) نفرض أن(26)2 1/06 معرفة فى [*,#- ) بأنها 
1-- (خ<*)ير عند 0 > ب > مس و 1 + ح (*)/ عند 7 + ك بر ك 0 . توضح 
كتمرين أن متسلسلة فوريير عند ير هى 
ك5 هله , 3 مأة ‏ عملة]| 4 
ااح د شوه 
سيبر هن ويم| بعد أن هذه المتسلسلة لفوريير تتقارب فى الحقيقة إلى كرعندما # > |[ * | > 0 ٠‏ اكن 
لا تتقارب إلى يك عندما # + ,0 ح «« ( لماذا ؟ ) . لاحظ أن ير قطعية متصلة » لكلها ليست 
متصلة عند ثقط الفعة (2 © 2 : 25) 
(ب) نفرض أت (50)2 ع يثر معرفة فى (2 ,5 - ) بأنها | | 2 (*)ور . توضح 
كتمرين أن متسلسلة فوريير عند ور هى 
...عقي 31 05ع تند 0 


3 24 ]س2 


من الواضح أن هذه المتسلسلة تتقارب بانتظام فى © وستثبت أسفل أنها تتقارب إلى د/ر . 


(ج) بفرض أن (50)2 عم زوجية ء أى أن («)ثر ح (د-) ير لكل هزع و . 
لمثل هذه الدالة تكون معاملات فوريير 0 - ,5 عند ... 2 ,1 > 8 بيما . 


...و2 و1 ,0 > ار وك 24 5مء (8)[ | ده 
5 ول 57 


( لاحظ أن الدالة الموجودة فى (ب) زوجية ) . 


( د) نفرض أن (20)2 ع ع فردية » أىأن («)ج - ح (« )ع لكل جرع بر . 
لمثل هذه الدالة تكون معاملات فوريير 0 - يج عند .. . ,2 ,0,1 - 8 ء بيما 


...12 11-2 4ك 4 مله (غ)اع ]| 2-.ه 
ول 31 


لمانا 


( لاحظ أن الدالة الموجودة فى (أ) فردية ) . 

(ه) نفرض أن ث/ متصلة ف © ودورتبها هى 25 ونفرص أن مشتقلها 'كرهى قطعية متصلة 
فى 2 ( بدورة 2# ) . سوف نربط معاملات فوريير ,© .به للدالة كر مع معاملات فوريير 
4ط ,زو للاالة “ير عند ... ,1,2 ع « . فى الطقيقة » من التكامل بالتجزىء نجد أن 


غك ا هه (4) "1 دنه 
جل 147 


|4 غم صنه (م-) )رز 0 4 605 40 5 


إذا استعملنا الحقيقة التى تقول إن 4 608 (4)كرح / لا دورة 27 نجد أن الحد الأول يتقدم 
وكذلك ,6ه -ئه عند ... ,2 ,1 ح و . بالل يتضم أن رمد- م( عند ... ,2 ,1ع 
( نلاحظ أنه إذا كانت يكز وير هى الدالتان الموجودتان فى (أ) » (ب) فإن (0) كر (<) ور 
عند (ج ع بر : جبم) »بد ء وأن معاملات فوريير للدالتين وكرو يكر عند ... ,2 ,1 ح م 
تحقق العلاقات الموجودة أعلى ). 


سوف تحسب فى المفترض الآقى مريع المساقة بالتسية للعمود و|] ٠‏ || من / فى (2) 70 
إلى دالة اختيارية ,,2 تكون على الصورة 
(ا هته عق + عد ومء يبه) 2 +وبهة > )1 (38.4) 
- 
تسمى مثل هذه الدالة أحياناً بكثيرة الحدود المثلثية من درجة ”7 . لإجراء هذه الحسابات يكون 
من المفيد و جود هذه ااعلاقات 
لاع رج ع يرل 2(ع! هذة) ح ييل *(ا ووه) 0 
11 دع لالع 1 0 ,0 ع يدك جز 5م :1 605 1 ح يال عد ملد ع1 ملو ! 
و2 ,1 ,0 2 نأ ,0 > عدرل عاص وم عدا تلد !1 
ه«-5 مفترض. إذا كانت (0)27مجحم/ وكانت 10 كثيرة حدود مثلثية 'من 
درجة 8 [ أى أن » ,3 تكون فى الصورة ( م8 - 4 ) ] » فإن 
إخيطة جشيه) اك - تر |[را| - نزاو - مرا (38.5) 
(#لية - ي8) + ثليه - مه)] ري + ”مه -مع) أ + 
1م 
حيث عط ,0 تشير إلى أن معاملات فوريير الدالة كر . 


انا 


البرهسان . لدينا 
4نم - هنا | حتملئة-ما 
عه *[50] ذإ حي فاحته)ز !| 2-ية [هانا | - 

من السهل الآن «لاحظة أن _ 1 5 

44 4 كمه 100 ا مه لجيه 10 1 مه - بك 1007100 1 

4 ا هه (8)] !! 5 + 

زدمم+ 000 ) 3 خمهمهأج 2 
' و بالإضافة إلى ذلك » باستخدام العلاقات المذكورة آعلى يتضح أن 
[م ام +ثممة أم - به *[1:)0] 1 

إذا أدمجنا هائين العلاقتين مم القانون الأولى وجمعنا وطرحنا ((2,ط +تيه) 52-1 +2مه4ام 
نحصل على القانون ( م" - ٠‏ ) . وهو المطلوب إثباته . 


ويفسر مفترض ( م” - م ).ن هندسياً » بالتفسير الام الآ : بين كل كثير ات الحدود 
المثلثية ,3 من درجة 8 ء تكون كثيرة الحدود المثلثية التى تجعل التعبير |10 م فى نباية 
صغرى محدودة وحيدة ويحصل عليها باختيار المعاملات ,8 ,ييه كعاملات فوريير عط ريه اللدالة 
#,... ,1 ,0 ح م و ثر . إذا رمزنا إلى هذه كثيرة الحدود المثلثية الى تجمل التعبير السابق 
فى نماية صغرى بالرمز (/)252 »© فإن 


(! ملو يط+ عا ومه عه) 2 +مه؛ - (5.)()2 (38.6) 
هو حاصل الجمع الجزئى النونى لمتسلسلة فوريير الدالة كر ويثبت قانون ( مم - ه ) أن 
كه عتم ذل عتمأ -ترانا - تماه)يد -ما (38.7) 

بالاستفادة من تمرين ( 85 - و ) يمكننا أن نوضح أن 
0 -و[ه)ءك -م| دنا (38.5) 


لكل دالة متصلة دورتها 2# . لكن ٠‏ . بما أن ذلك الدّرين هو نتيجة لتحليل يسترعى 
الاعتبار و نفضل استنتاج هذه النتيجة مباشرة . سوف نحتاج لإجراء هذا للنتيجتين الآتيتين . 


م - 4 متباينة بسل . إذا كانت (50)2 عم » فإن 


1 


را ل د يط جتيه) ا جتمهة (38.9) 
47 1 عا 
البرهان . إذا كانت 2ع 8 اختيارية ؛ فينتج من ( م5 - 7 ) آن 
| ل ع يط جتيه) ا جتمهة 
ان 1عسما 
ومن ثم تكون حواصل الجمع الجزئية لمتسلسلة ا موجودة فى الطرف الآيسر من ( 9-8 ) 
محدودة من أعلى . بما أن الحدود كلها موجبة » فإن هذه المتسلسلة تقاربية وأن ( مم - و ) 
تظل صميحة , وهو المطلوب إثياته . 
النتيجة الآنية هى حالة خاصة من الى تسمى عادة مفتر ض ريمان - لبج 
٠م‏ - ه مفترض ريمان - ليزج . إذا كانت (20)2 » ع2 فإن 
< عل :1+ ») منة (#)ع هي 
البرهان . بما أن )4 طة )1 وم + ع3 ومه عر ملو - (2 + 0) صزو فتحصل عل 


غك 4 صو [ة دمه (78)4] 6 2 (1+ :) صنو (4)ع 1 


أ غ0 دمه [ة هن (4)عم] !1 + 
بها أن (50)2 ع ع » فينتج أن للدوال المعرفة عند [ج ,-) ع1 »ء بأنها 
اكمؤة ل)عم -0)يع ‏ شوم 0)مم7 - )رع 
امتدادات إلى جز الى تنتمى إلى (70)25 . لذلك تعطى التكاملات الموجودة فى الطرف الأيمن 
القانون السايق معأملات فوريير للدالتين د82 و دي ؛ ومن م » حسب متباينة بسل ٠‏ تتقارب 
هذه التكاملات إلى صفر عندما 6ح 2 . وهو المطلوب إثيائه . 
م -4 مفترض . إذا كانت (2) 22 عم » فإن حاصل الجمم الجزك (/).5 

لمتسلسلة فوريير لها هو 

4 )طن ج عر "| - مد (38.10) 


حيث .(1 هو لب تكامل درشلت النوف والمعرف بأنه . 
4+ 2) صنو 
#أماقة لديزوون أل+ 
كن 


0 4م 


5 0> 1| > 


ع 
1 
1-0 


نض 


البرهان . ينتج من قانون ( م8 - ؟ ) ٠‏ (1-88) أن 
2 40 صنو عا صلو+ 4ع وم عا 5مء)(1) [ 0 “بيه 10 1 ع )5000 


44 0 سج هه لإعنامار 0 لكت 


0 


إذا فرضنا أن ى -ل عر ح + واستخدمنا حقيقة كون جيب الثّام دالة زوجية وأن الدالة المراد 
تكاملها لما دورة 27 » نجد أن 


45 زم 605 لح ]جعر ل-ممك 
405 3 3 لاعاو+ 16 [ ٍّ -- 

الآن نستخدم قانون ( 85 - ؟ ) ممصول على ( م+8- .)9١١‏ وهو المطلوب إثباته 

قبل الاستمرار » نتذكر ( انظر مثال «؟ - ف ) أننا نقصد » بمشتقة الطرف الأممن 
لدالة 8 ح 8 :/ عند نقطة © جع حيث رطا نباية طرف أيمن (-+ 0) /ر » النهاية , 

(1ع)1]- هش تكلا ون د رم)بر 
0 1-0 
طالما وجدت هذه الباية . بالمثل » مشتقة الطرف الأيسر للدالة كر عند © هى النهاية 
١ع"‏ طعت وهنا - 1/0 1 


00> 
م" -؟7 نظرية تقارب نقطية . نفرض أن (20)2 ©/ و أن للدالة '/ر مشتقة طرف 
أمن ومشتقة طرف أيسر عند © . إذن تتقارب متسلسلة فوريير للدالة كر إلى ((+6)/ +(- 20/06 
عند النقطة © . بالرموز . 1 
(46 صو مط +ع ومع مه) ”ا جمه!- إر+ء)] +( )را (238.11) 
البرهسان . ينتج من ( 5« - 5 ) أنه إذا كانت 0 عوع مزو » فإن 
ل 5ر1 
1 مه 2 ل 
وبالضرب فى ( + ع)ثر(1/2) ثم بإجراء التكامل بالنسبة إلى # فى [0,7] ويملاحظة 
4-0 ومه 15 عند بح عع[ » نحصل على 


النكفة دمر |1- رمن 


انهه مله 


4 زه 2 


تددن 


بالمثل » إذا ضربنا التعبير السابق بالمقدار ( --م)/ر ( #/1 ) و كاملنا بالنسبة إلى 4 فى 
[6,# )ء نحصل على 

1 ليل 
4 مزه 2 


انيج ردمر ا لدربمين 
إذا طرحنا هذين التعبيرين من القانون ( م” - ٠١‏ ) » محصل على 


هعس ون لق اليكل "| ل - رربع)ر +( مانا - (ما(ءد ( 


رزو 2 
. (+ع)] - 0 جع)]* 1 


1+ )م1 
4 1(1+) ملع مزه 2 مج 


وما أنه يوجد الآن 


عازه جعلاىى_ دعل 0 على 
1 1 أن - ا 
0ن ١1‏ )11د 
فينتج أن الدالة 
ل ,0)ع) 2م عت لاعن 55 
ملد 
0غ 8م1 )171 - 
(0 )ع عم1 0- 


هى متصلة قطعية فى [5 ,5 -] , ومن ثم يتقارب التكاملالثانى فى(*) إلى صفر عندما هجح 7. 
بالمثلء بتقارب التكامل الأول فى (ه) إلى صفرعندما 0< #. ينتج الاستنتاج المنصوص. 
وهو المطلوب إثباته 
ه« -م أشلة . (1) الدالة كر فى مثال ( مم - ؟ ) (1) موجودة فى (22) © مر 
عند (+م)/ - (0)] > (-ءع)/ عند + ,0 ,جح كوه ,[ ,ج-] ع 0 حيث 
1 -(-4)/ ,1 (+0)/ ,1- - (-0)/ ,1- د رج جح)ز ,1د رعهمل 
1- -(+0)م بما أن مشتقات طرف واحد موجودة فى كل مكان ( وتساوى صفراً ) 
فينتج من نظرية تقارب نقط قطعية ( م8 - 7 ) أن .تسلسلة فوريير ير تتقارب إل (6):/ 
بشرط م ,0 ,ج- عون ,[جج ,]ع 6 وأنه عند هذه النقط الثلاث تتقارب متسلسلة فوريير 
للدالة ور إلى صفر . 
(ب) الدالة وكرى مثال ( م” - + ) (ب) متصلة ء ولا دورة 2 وطا مشتقات من جهة 
واحدة فى كل مكان . لذلك تتقارب متسلسلة فوريير للدالة وكر عند كل نقطة للدالة ور وأن 
التقارب كا رأينا 0 منتظم : 


55 


نلاحظ أن «شتقة ( الجانبين ) للدالة كر موجودة فى الفترة [5 ,# ] ماعدا عند النقط 
* + ,0 وأن وك تتفق مع الدالة القطعية المتصلة كر عند (,2 © +1: :3! 4< 

نلاحظ أنه ينتج من نظرية القيمة المتوسطة (انظر مثال با«سن) أنه إذا كانت (5©)2 ع ثر 
فإن مشتقى الدالة كر للطرف الأيسر والطرف الأيمن موجودتان عند نقط عدم أتصال الدالة “كر . 
نوضح الآن أنه لدالة كر بدورة 25 وبحيث أن (80)27 7/6 » تكون متسلسلة فوريير الدالة 
عر تقاربية بانتظام إلى كر . 

م - 4 نظرية تقارب منتظمة . نفرض أن كر متصلة ء وطا دورة 27 ونفرض أن 
(20)2 ع" . حينئذ تتقارب متسلسلة فوريير للدالة كر بانتظام إلى /ر .80 . 

البرهان . هما أن كر متصلة ومشتقات الدالة كم لطرف واحد موجودة عند كل نقطة » 
فينتج من نظرية تقارب نقطية ( مم - 7 ) أن متسلسلة فوريير للدالة كر تتقارب إلى /ر عند كل 
نقطة . يكبق إثبات أن التقارب يكون منتظماً . حسب المتباينة . 


(إعطا+زءعه) 0 - |م ملو يط + ع1 ومء يه) ب 
فيكى إثبات تقارب المتسلسلة الأخيرة . فى الحقيقة » إذا طبقنا متباينة بسل على “/ر » نعرف 
أن المتسلسلة (2إم|+2|/»|) 5 تقاربية لكن » كا قد رأينا فى مغال (مم - ؟) (ه) » 
اله حعط د عالزط- ديه . إذا استخدمنا متباينة شفارتز نجد أن 


1/2 1 الس 1 نا 
تاها ) ( ) > اماع يم -اها بد 
بما أن متباينة مشاببة تظل صحيحة للمتسلسلة |ء8| 30 » فينتج النص المطلوب . 
وهو المطلوب إثياته . 
نوضح الآن أن حواصل الجمع الجزئية لمتسلسلة فوريير لأى دالة كرفى (0)2 تتقارب 
إلى مر فى العمود .|| . || . با هذا لايضمن إمكانية اسر داد القيمة للدالة حر عند أى نقطة خاصة 
معينة من قبل » من الممكن تفسير ها بكون /ر معطاة بمعنى معين ( إحصاف ) . لبعض تطبيقات 
يكون هذا الوذج من التقارب مفيداً مثل التقارب النقطى » ويمتاز بأنه لايحتاج إلى فرض على 
قابليته التفاضل . 
٠١-‏ نظرية تفاضل سمودية . إذا كانت (0)2 6م وإذا كانت ((/ر )ركم ' 
هى المتتابعة الحواصل جمع جزئية لمتسلسلة فوريير للدالةر » فإن 
0> د |(/) م5 - /|| مسمتصذا 
البرهان . نفرض أن (20)2 جع[ ونفرض أن 0 < ع معطاة . نوضح كتمرين أنه 
توجد دالة وكر متصلة بدورة 28 محيث أن 7/ > ررم -/] وحسب نظرية ( 54 -0) 


مانا 


توجد دالة ور خطية قطعية متصلة بمكن اختيارها بدورة 27 ء محيث أن 8/7 >-||/- اا 
ينتج من نظرية التقارب المنتظم ( مم - و) أنه إذا كانت 5 كبيرة كبراً كافياً ٠‏ فإن 
77 > |[(م).ة وا نجد من قانون ( مم - ١‏ ) أن «[ع|| 3 > -أأواا-2/ > اها 
لأى (50)2 عم » إذن نستنتج أن 

دإ|ا(ض)ءى - || + دال - ضرا + دال - || >> دا[ (م)ءك - ناا 


الآن (ور) برك كثيرة حدود مثلثية من درجة 8 تقارب كر خلال .© ( بالنسبة إلى د|| ٠‏ || ). 
بما أننا أثبعنا فى مقترض ( مم - م ) أن حاصل الجمع الجزق (/)5 هو كثيرةالحدود 1 
المثلثية من درجة 8 الى تعطى الأحسن مثل هذا التقريب . فنستنتج أن ع > ماك - زا 
ما أن 0 <ع اختيارية » فنستنتج أن 0- ي|(/م) ,5 - /| ذا 

كنتيجة هذه النقيجة ومفترضص م# - م نحصل عل التعزيز الآ لتباينة بسل الدالة 
(م0)2مع ] 

م" - ١١‏ متباينة بارسيفال . إذا كانت ,(200)27 ©/ » فإن 


قرط ميه) يا جتمهة- تمارا لج (38.12) 


حيث يط ,يبه عى معاملات فوريير للدالة كر . 

سننبى عذا الباب ببر هان لنظرية فيجر(*) على قابلية الجمع لسيزارو لجمع لمتسلسلة فوريير 
لدالة متصلة . إذا كانت . . . ,2 ,1 ,0 > 78 ,(/).5 تدل على حواصل الجمع الجزئية لمتسلسلة 
فوريير المناظرة للدالة كر » فنفرض أن (/).'1 آدل على متوسطات سيز ارو 

[)م5 +٠ ٠ ١+‏ وزار5 + (اءك] ل - راجا 

نفرض الآن ...,2 ,1 ,0 > ,80 كا فى مفترض ( مم - 5 ) . إذا استفدئا من 

القانون المبدق 
0,1,2 2 عز عا ومع -:(1 - عا) ومه - عو مله +( - ) هله 2 


يمكننا توضيح أن 


:>0 فد ص 1 1 
ا لغ مله | [وسطه. .جيه فتصاع (038.13 
0 5 


(“#) ليوبولد فيجر ( 14848٠‏ ب 116554 ) تعلم ودرسس فى يودابست ٠‏ له اسهامات كثيرة مهية 
فى قطاعات متعددة للتحليل الحقيقى والمركب ٠‏ 


لض 


ونفرضس أن .1 هى هذه الدالة التى تسمى “لب فيجر التو . واضح ان 0 < (16,)4 
وبما أن 


4 )مآ 1 


عند ...,2 ,1 ,0 > ع » فينتج أن 


038.14 1] 1) 4-1 


إذاكانت #>0>8» ينتج أيضأ منحقيقة كون 20/7 < 260 عند 5/2 - 00 أن 


ك اماع ة ١‏ عه ا > 1)0 ع 0 (38.15) 


نلاحظ أخيراً أنه ينتج من مفترض ( مم - 8 ) أنه يمكننا التعبير عن متوسطات سيز ارو 
بالقانون . 


4 10( ير د مك (38.16) 
نحن الآن مستعدون لبرهنة نظرية فيجر 


<< مم -؟! نظرية فيجر . إذا كانت / متصلة وها دورة 27 » فإن المتوسطات لسيزارو 
لمتساسلة فوريير للدالة كر تتقارب بانتظام إلى /ر فى 12 . 


البرهان . ينتج من ( مم - ١4‏ ) أن 
نة واكاهمز | دمر 
بطرح هذا من ( 88 - ١5‏ ) نحصل عل 
له 1)(16)0- 0 جهن | 1 - و[ - ا 
ما أن 5)0<20 لكل + ء نجد ان 
له هك إومر- و جهن ؟ | 1 > )م - ومماكا 


بغرض 0 < ع معطاة . و بما أن متصلة بانتظام ى 32 ء فيوجد عدد 8 حيث * > 5 > 0 بحيث 


إنه إذا كانت 58 ك |4 | ء فإن 


ه>|(ع)/-2+غ)م|ا كل [ سوج]اعع 


ينض 


ومن 3 نحصل على 
ك-مه !]| كد فهك وعد مك امر-هجم/ ,| + 


ومن جهة أخرى نجد حسب ( 8 - ١٠١‏ ) أن 


(تلنللبت) >( جم) دراه فح د به وك ادر مجىنا ,| 


الى يمكن جعلها أقل من ع بأخذ م كبر ة كبر] كافيا . بما أن تقديرً مشابيا يل صميحا لتكامل 
على [8 س,ج س] » فينتج أن 
+2 ) >-ز- مانا 

عند # كبيرة كبر كافياً . وهو المطلوب إثباته 

1 ما أنه يلاحظ بسبولة أن الدالة (1607 كثيرة حدود مثلثية ( من درجة 8-1 ) 
فنحصل برهان آخر للنظرية الآنية لفيرشتراس . 

مم - ١5‏ نظرية تقريب لير اشتر اس . إذا كانت ث/ر متصلة بدورة 27 » فإنه يمكن 
تقريها باننظام بكثرة حدود مثلثية . 
تمرينات : 


مم - (أ) نفرض أن ع دالة حقيقية القيمة معرفة فى خلية 3 للفراغ ©2 بنقط طرفية 8 > © 
نقول إن م قطعية متصلة فى ”ى إذا كان (1) الدالة بم نهاية طرف أمن عند © » (ل) بم 
ا نهاية طرف أيسر عند 8 » (ثْلة) ع متصلة عند كل النقط الداخلية لتخلية # ماعداً ء ريما عند 
عدد محدود من نقط الى عندها يكون للدالة يم نايتا طرف أيمن وطرف أيس . 

(1) أثبت أنه إذا كانت ع قطعية متصلة فى [ ,© - ) فإنه يوجد دالة وحيدة © فى 
(50)27 عحيث إن («)ع ع ()© لكل [م )ع 

(ب) الدالة م لا مشتقة طرف أيسر ( وطرف أيمن ومشتقة طرفين على الترتيب ) عند 
(,ج-)ع 6 إذا وإذاً فقط كانت للدالة © هذه المشتقات . 

(ج ) الدالة ع لها مشتقة طرف أيمن عند # -- ( مشتقة طرف أيسر عند * على التَرتيب ) 
إذا وإذاً فقط كان للدالة © هاتان المشتقعان . 

(د) المشتقتان لطرف واحد (ج)ع,(ج-)؛م موجودتان ومتساويتان إذا وإذآ” 
فقط كان للدالة © مشتقة عند +4© . 


4 


مم -(ب)(أ) إذا كانت (جج2)ءم عم وكانت المشتقة (+<)"ث/ر موجودة لكل 2 ©« 
فإن “كر لها دورة 2# . 

(ب) إذا كانت («0)2معم 2 وكانت #عم .»عرف جه ©:م بأنها 
1:00 -(5)0 2 »ء بحيث إن / متصلة . أثبت أن مالا دورة 2 إذا و إذاً فقط كان متوسط كر 
هو صفر ء أى إن 

0 ديه )1 ددم 


مم - (ج) )١(‏ نفرض أن («70)2عم فردية . إذن 0-(#غ+ر ١‏ إذا 
كانث ث/ر متصلة عند صفر » فإن 0 - (0) /ر. 

(ب) نفرض أن (2)©معع زوجية » إذن (- 0)ع-( ل 0)ع . إذا كانت المشتقة 
(*«)'ع موجودة لكل 2ع* » فإن ( انظر مثال ( 9١ب‏ ) “ع فردية » وها دورة 2# »2 
60>( 2) م -(0هم . 

مم - (د) نفرض أن كرو #/ تنتميان إلى (26)27 ولا معاملات فوديير .8 ,يم 
و يرث و برك على الثر تيب . إذا كانت 3ع 8 ره وإذا كانت كرق8 ل ره > #4 آثبت أن / 
تنتمى إلى (20)27 وطا معاملات فوريير .86 +.هه ,84 + .شه 2 . ( ومن ثم أثبت 
أن معاملات فوريير لدالة تتوقف خطياً على الدالة ) . 

مم - (ه) (أ) نفرض أن يكرهى الدالة فى مثال ( مم - ؟ ) (أ) . احسب متسلسلة 
فوريير للدالة وكر » وأثبت أن هذه المتسلسلة لفوريير لاتقتر ب بانتظام فى [2 ,© ]ع . 

(ب) نفرض أن ور هى الدالة فى مثال ( م« - ؟ ) (ب) . احسب متسلسلة فوريير للدالة 
كر ء وأثبت أن المشتقة حداً فحداً لمتسلسلة فوريير للدالة وكر تطابق متسلسلة فوريير للدالة كر 

(ج) باستخدام حقيقة أن متسلسلة فوريير للدالة وكر تتقارب إى كر استنتج أن 


ل 1ت :2 

8 12375 

(د) نفرض أن (ع«)مر-؛-(ع)م محيث إن |ء|- س1 (2):] عند (رو-)اء« 
استخدم تمرين ( 78 - د ) لإثيات أن متسلسلة فور يير للدالة وكر هى 


5 3*2 5م رغ ومه | 4 
[... كك عقوك ب عو | رهم 


م (ه) - (أ) نفرض أن (0)2طء,م معرفة حيث إن -(ع)رم عند 
زج ,)ع )2 وأن 0 > (5)رج. آثبت أن وج دالة فردية وأن متسلسلة فوريير لها هى 


امف 


<3 هلة ‏ 22 ملأو عد صل [إى 
|..._عته عقوه_عجد ار 

لاحظ أن متسلسلة فوريير هذه تتقارب إلى صفر عند 2+ - ع« . استخدم نظرية التقارب النقطية 

(مم-/) لإثبات أن متسلسلة فوريير هذه تتقارب إلى (»),ع عند كل نقطة [ج ,م-]ء بر 

(ب) نفرض أن (م2)ع5عيع بمحيث أن “+ (مابم عند [ رس )عع 
أثبت أن :8 دالة زوجية وأن متسلسلة فوريير لها هى 

*053© 22 5مه _ 2 5م 17 
ا[ 120002070 ]7-4 
وضح أن متسلسلة فوريير هذه تقْرب إلى ديم عن [ ,25 -] » وأن مشتقتها حداً فحداً تكون 
لمتسلسلة فوريير للدالة ريم . 
(ج) أثبت أن 
11 
2 12 12 

(د) نفرض أن («)يع -*ج!- (0)م محيث إن *-2م!- ()ط عند [ج )عر 

حينئذ متسلسلة فوريير للدالة # هى 
1 1 سد سال 

6" (ز ) - (أ) نفرض أن '» -(2)» لكل #ععر . أثبت أن / متصلة وفردية فى 8 . 
لكن » الدالة ع / فى (:0)27 الى تطابق على / فى [: ,: -) ليست متصلة . 

(ب) نفرض أن برتج-”-(8)2 بحيث إن # متصلة وفردية فى الفراغ # . 
ونفرض أن ,رز هى الدالة فى (20)27 الى تطابق 8 فى ( ,) . أثبت أن / متصلة فى الفراغ 
8 وأن خم-ث*ية- (و)ئط عند [ج )عير 

(ج) استخدم تمرين ( /0؟ - ب) » مثال (م؟ - )١‏ (ه) ء ومرين ( مع آج) 
( د) لإثبات أن متسلسلة فوريير الدالة وم هى 


1 _*3 صلق 282 ملؤ_ع 1 
١‏ 3 2 32 


ه؟ - (ح ) نفرض أن #8 ج[ ,0]:] دالة قطعية متصلة ونفر ضأن ‏ (60)2./ 
معرفة بأنها 
ر[ع,م]ع + عند ()[- 1.00 


.(0جاءع عنه (8«-)7- 


(أ) أثبت أن ,م هى دالة زوجية ء» تسمى امتداداً زوجياً للدالة كر بتوره 2 . 
(ب) متسلسلة فوريير للدالة .1 تسمى «تسلسلة جيب مام ( فوريير ) للدالة كر . أثبت 
أنها معطاة بالصورة : 


عنا 5مه مه ز3 +مه1 
0 


...و2 ,1 ,0 > ير نهنم همه 100 | 2 ديه 
لين 


رج أثيت أنه إذا كانت (+ ,0)عع و كان الدالة “/ر مشتقة طرف أيسر ومشتقة طرف 
أعن عند 0 : فإن متسلسلة جيب القّام للدالة كر تتقارب إك [(+ )7 +(-6)/]؛ أيضاً إذا كان 
لادالة كر مشتقة طرف أممن عند صفر » فإن متسلسلة جيب ثمام للدالة كر تتقارب إلى (-+- 0) /ر . 
إذا كانت للدالة كر مشتقة طرف أيسر عند # ٠‏ فإن متسلسلة جيب نمام للدالة كر تتقارب إلى 
)/. 

مم - ( ط) لكل من الدوال الآتية المعرفة فى [7 ,0] » احسب متسلسلة جيب مام وحدد 
النهاية هذه المتسلسلة عند كل نقطة , 


(أ) »د رعور ْ (ب) د صله ع رار 
(ج) 1ع »)ير عند 2 5ن« 5 0 (د) برساع 8ع (م)ثر عند ع 4 > عع 0 
0 - عند 5 ك ع > 2 0ع عند * ك5 بعر > 2 


زج) مح ع)مد جح رع را 
مم - (ى) نفرض أن 8 ج[ج,0]:/ قطعية متصلة ونفرض أن (620)2.] 
معرفة بأنها 
)1 دم عند [#ر0اءع 
0- عند لع 
(«-)1-- عند (0,-) ع عر 


(أ) أثيت أن م دالة فردية » تسمى امتداداً فردياً للدالة كر بدورة 2 . 


(ب) متسلسلة فوريبر للدالة تآسسى متسلسلة جيب ( فوريير ) للدالة كر أثبت أنها معطاة 
بالصورة 


عن متك رط ١)‏ 
0 


ا 5 منه 10 | ديم 


(ج ) أثبت أنه إذا كانت (,0) >6 وإذا كانت لا مشتقة طرف أيسر ومشتقة طرف 
أيمن عند © » فإن متسلسلة الجيب للدالة كر تعقارب إلى [(+ع)1 +« عل 
حالة » تتقارب متسلسلة الجيب للدالة كر إلى صفر عند # ,0 حت هر , 


. وف أى 


مم - (ك) لكل الدوال الآثية المعرفة فى [ ,0] » احسب متسلسلات الجيب وحدد 
الاية هذه المتسلسلات عند كل نقطة , 

(10- مر (ب) همه - )ار 

(ج) 1 ع (*)ث عند 8 ك ك0 - (د) برسج - (جع)ر 

0- عند 5 ك > 82 

(ى) (« عع ع زمار 

م» - (ل) نفرض أن (20)2ع ير دالة بحيث إن *"5 -(*)م/ عند م/1 ك5 م« ك5 0 
وتساوى صفراً عند قي أخرى [ )عد . أثبت أن “'/1 > ءا أى إن المتتابعة 
( بو/ر) تتقارب إلى الدالة صفر فى العمود «|:|| لكن » مما أنها غير دودة » فإن التقارب 
ليس منتظماً . 

م - (م) إذا كانت (ج2)صىمعم وإذا كانت 0 < ع » أثبت أنه يوجد دالة 
متصلة ,م بدورة 25 بحيث أن 8 كااط- ما 


مع - (ن) استخدم متساوية بارسيفال ( +" - ١١‏ ) لإثبات القوانين الآثية : 


003 1 2ه 
0 8ع ف حمسن 

جاه 1 © _ 6>» 
() - (د) | “رك 345 


ح” - (س) إذا كانت / و كر تنتميان إلى (200)27 ولا معاملات فوريير ير وررظ 
ويه و.هء عل الآرتيب » أثبت أن 
(رظمة +يهيه) الإديهيها ديه )015ل ا ظٍ 


( إرشاد : طبق متساوية بارسيفال على ل عل ثر) . 
م» (ع) - استخدم اختبار درشلت )١-+(‏ ومثال (+م-م) لإثبات أن المتسلسلة المثلثية 


تتقارب لكل + وضح » كيفما كان » أن هذه المتسلسلة لابمكن أن تكون متسلسلة فوريير لأى 
دالة فى (20)2 . 


1 


حم - (ف ) نفرض أن 0 < .1 ونفرض أن (70)23 متجه فراغ لكل دوال 8 ج 12:/ 
للقطعية المتصلة والى دورتها هى 28 . 
(أ) إذا عرفنا 15,0080 -ج 70 عند 86500210 5 اء أثيت أن الراسم 
8 . رح (ع و ) هو حاصل الضرب القيامى ( يمفهوم تعريف ( م - م ) فى (6)21 . 
وبالإضافة إلى ذلك يكون العمود المستنتج بحاصل الضرب القيائى ( انظر .م-0) هو 
“إ تمن | | حدانا 


(ب) نفرض أن 0ذع8 5 ,© ,> هى الدوال فى (260)21 المعرفة بأنها 
لتنا 5-8 1 5.002 كشننا 4 1 505 دوين 
د 5 21 
أثبت أن هذه الفئة الدوال متعامدة بالمعنى الآتى : 
ست 41207 
حيث 8-1 إذا كانت م ع »م وأن 8-0 إذا كانت #« 6دم . ( إرشاد : 
إذا كانت © ع لك » فإن هذه هى العلاقات المعطاة قبل ( م" - )), 
(ج ) إذا كانت (0)21معم » ونعرف متسلسلة فوريير للدالة ثم ى [2 ,.ة -] 


بأنها المتسلسلة 
8 مزه يز دم .ه) لدم 
حيث نجد أن 
4 وم 00 اده ,4 100 1 ديه 
وو ون “211 
2 مله 100 ]دنه 
ققحف ا ره 1 عه ا 


(د) أعد صياغة نظريات التقارب (مم- ) » (م#-و) ء (مم-١٠)‏ 
متسلسلات فوريير لدوال فى (5©)25 . ( إرشاد : استخدم تغيير المتغير ). 
(ه) إذا كانت (0)21م عم » فإن متساوية بارسيفال تصبح 
(تمة تيم د نمه - تالاح 
حيث العمود للدالة كر مثل العمود فى جزء (أ) وحيث معاملات فوريير هىمثل المعاملات فى جزه ( ج). 


5 


ه” - (ص) لكل من الدوال الآتية فى الفترة المبنية » احسب متسلسلة فوريير فى هذه الفترة 
وحدد النهاية لهذه المتسلسلة عند كل نقطة , 
 )1(‏ - مي على [2,2-) 
(ب) 0ع (ع«)ثر عند 0 > ع« > 4 
- عند 4 > + > 0 
(ج) 0-(*)ث/ عند 0 > عر > 3-- 
ع عند 1>*«ك 0 
0ه عند 3 #5« >1 
م - ( ق) نفرض أن/ متصلة ودورتها 25 . أثيت أنه إذا كانت متسلسلة فور يير للدالة كر 
تتقارب علد [ج ]عه إلى عدد ما » فإنها تتقارب إلى 0)/. 
8" - (ر) نفرض أن ثر تنتمى إلى (2©)27 ونفرض أن (1.)2[+ ,-]ع » , إذا كانت 
()5 تدل على متوسط فيجر النونى » المعرف فى ( م" - ١١‏ ) أثبت أن 
[(+ »)1 +( مانا + - (1.)0)0 سنا 
م" - (ش) نفرض أن “كرو ثر متصلتان بدررة :2 وأن (5©)2 ع" 
(1) أثبت أن معاملات فوريير .5 ,هم للدالة/ر تكون بحيث إن التسلسلة 
(امضا+ اءهلات» ير 


- 
تقاربية . ومن ثم » يوجد مقدار ثابت 0 < 24 محيث إن *84/8 > إمه| وأن *م/لة > |ءذا 


لكل اعم . 


(ب) أثبت أن متسلسلة فوريير المشتقة “ثر هى التفاضل حداً فحداً لمتسلسلة فوريير 
للدالة/, 


هم - (ت) (أ)إذا كانت (0)27صعغ 2 وكانت [ج ]+ ,و« اء استخدم 
متبايئة شفارتز لإثبات أن 


25 بعالك “سدع نااك إنه مع ]| 


(ب) استخدم جزء (أ) ونظرية تقارب المود ( م+- ٠١‏ ) لتوضيح أنه إذا كانت 
(0)2 6م وأن [,-]ع0* . فإن متسلسلة فوريير الدالة كر يمكن تكاملها حداً فحدا . 


غ4 (24 طاك مط + غتر ومع مه) 1 2 +0 عامه 1 - 41 )1 1 


1.5 


ان 
2 0 


والمتسلسلة الناتجة تقاربية بانتظام عند [ ,-]ء عر 
مم - (ث) (1) نفرض أن 0 < » ليست عدداً صميحاً . أثبت أن 


2053 _2<2 05 ر_ ع ووه 7!_1» صاة »2 
[:. 2-3 تين ع جر عه 005 
لكل [ ,]عع . 
(ب) استخدم جزء (1) لإثيات أنه إذا كانت ,2 6©* فإن 
ملح لا ةبط - م يمو 
0 *2ب بط - بم م 


"مد تدك م عم 
(ج) فاضل المتسلسلة الأولى فى (ب) حداً فحداً ( برر هذا ) لإثبات أنه إذا كانت 
2 6ع فإن 
1 2 
حم الس سم ملو 


( د) كامل المتسلسلة الأولى فى (ب) حداً فحداً (برر هذا) لإثبات أنه إذا كانت 2 #6 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طهعحا_مهددهدات /رداتدضعل رعمهء بأاءمه/ عمط 


الفصل السايع 
تفقاضل قفا ”م 


سنقدم فى هذا الفصل النظرية لدوال قابلة للتفاضل فى الفراغ ”22 حيث 1 <م . 
وبالرغم من أن النظرية توازى تلك الى قدمت فى بانى 50 » 54 » فإنه يوجد تعقيدات عديدة 
وتظهر صفات جديدة ترجع بعض هذه التعقيدات محضاً إلى الاختلاط الحتمى للرموز لكن يظهر 
معظمها بسبب كون إمكانية الاقتر اب من نقطة ”2 > © من « اتجاهات كثيرة » لذلك يمكن 
أن تحدث بعض ظواهر' جديدة . 

عرفنا فى باب 707 المشتقة لدالة 12 حج 12 :ر عند نقطة 46 © © بالطريقة التقليدية » 
أى » عند العدد 3# ع1 بحيث إن 

)1 لا ين[ 

11-6 ع 
طالما وجدت هذه الهاية . بطريقة مكافئة » بمكننا تعريف هذه المشتقة بأنها المدد 2 حيث 
0 (0-)1-(0-7)0 
|»-عا| م : 

مكن اعتبار هذه العلاقة النبائية بأنها تعطى بالضبط الاتجاه الذى فيه يقرب قي الدالة (#) كر 
عندما تكون ©« قريبة قرباً كافياً من 6 © بقيم الراسم المألوف(*) 

( -ع«)شة + )جاع 
الذى يعطى المنحنى البيافى له المستقيم اماس لمنحنى الدالة كر عند النقطة ((6) /ر,6) . 

سوف نستخدم هذا الاقتراب للمشتقة الى سوف نستعملها لدوال فى 220 إلى *12 . أى إن المشتقة 
لدالة كر معرفة فى جوار نقطة . ”8 © 6 بقيم ى 16 ستكون راساً خط 165 جح 1:15 
إذا كان 


و اف-عتحه )هناو 


0 


(*) فى مقررات أساسية » يسمى مثللى هذا الرأسم « خطى » لكن » للمتطابقة مع الاستمال 
الأكثر تعقيداً للمصطلح « خطى » المعطى فى باب ١؟‏ » سنستعمل الاصطلاح « مألوفة » للإشارة 
إلى دالة حصلنا عليها بإضافة ثابت لدالة خطية . 
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ومن ثم نقرب الدالة (+د)ك/ر » عندما د تكون قريبة قربا كافياً من © » بالراسم المألوف 
(© -12.)2 +0)/ جدير 

من ”© إلى 825 . [ بحب على القارىء ملاحظة أنه إذا كانت 1 دض ٠»‏ فإن الرمز 
(6-*) لك يدل على حاصل ضرب العددين الحقيقيين ©--* ولك ؛ لكن » إذا كانت 
1 < م ء فإن (6-<«)لت تدل على قيمة الرامم الحطى .2 عند المتجه ©6- *] . 

يعطى باب 84 التعريف وير بط المشتقة بالمشتقات « الجزئية » الّتلفة . حصلنا فى ياب 4٠‏ 
على قاعدة السلسلة ونظرية القيمة المتوسطة اللتين هما أهمية رئيسية يعطى باب 4١‏ تحليلا نافذ؟ 
إلى خواص الروامم للدوال القابلة التفاضل ومؤدياً إلى النظرية الطامة للدوال المكسية و الضمنية » 
ونماية إلى نظريات البارامترية والرتبة . يدرس الباب الأخير الحواص البائية لدوال حقيقية 
القيمة فى "2 . 


اللباب التاسع والثلاثون ‏ المشتقة فى 87 : 

اعتبر باب 0٠7‏ المشتقة لدالة نطاقها ومداها فى الفراغ © . فى هذا الباب سنعتبر من وجهة 
نظر مشابهة دالة معزفة فى فئة جزئية من الفراغ ”2 ويقم فى *14 

إذا استعرض القارىء تعريف ( 0ا؟ - ١‏ ) » فإنه سيلاحظ أنه يستخدم بدرجة مطابقة 
نمام لدالة معرفة فى فترة 4 من الفراغ © ويقيم فى الفراغ الكاتيزى 6 . وطبعاً » تكون 
فى هذه الحالة متجهة فى 224 . التغيير الوحيد المطلوب لهذا الامتداد هو إحلال القيمة المطلقة فى 
معادلة ( /ا؟ - ١‏ ) بالعمود فى الفراع 226 . وما عدا ذلك » يطبق تعريف ( «0؟ - ١‏ ) حرفياً 
على هذه الحالة الأكثر عموماً . و يتضح أن هذه الحالة تستحق الدراسة عندما نتحقق أنه يمكن اعتبار 
دالة كر فى / إلى 826 منحنياً فى الفراغ 224 وأن المشتقة عند وجودها هذه الدالة عن النقطة 
© ح عد تعطى متجهاً مماساً للمنحنى عند النقطة (6)م وبالتعاقب » إذا كانت تدل على 
الوقت ؛ فإن الدالة كر هى المسير لنقطة فى الفراغ 226 وتدل المشتقة (6)”/ر على متجه السرعة 
للنقطة عند زمن © 2 «« . 

فحص كامل هذه السطور من التفكير سيقودنا بعيداً إلى الندسة التفاضلية و الديناميكية 
بأكثر مما نرغب الآن . أغراضنا أكثر تواضعاً : نرغب لتنظم الطريقة التحليلية الى يمكننا من 
فحص كامل ونزيل القيد الذنى ينص على أن النطاق يكون فى فراغ ذى بعد واحد وتسمح بانتّاء 
النطاق إلى الفراغ الكارتيزى سوف نستمر الآن لإجراء هذا . 

يوضح تحليل لتعريف ( 07 - ١‏ ) أن المكان الوحيد الذى فيه يكون من الضرورى تكوين, 
النطاق من فئة جزئية ٠ن‏ الفراغ © هو ف معادلة ( /ا؟ - ١‏ ) حيث يظهر خارج قسمة . حيث 
أنه لايوجد معنى لخارج قسمة متجه فى الفراغ 26 على متجه فى الفراغ ”2 » فإنه لايمكننا تفسير 


1 7/ 


معادلة ( #0 س ١‏ ) بصورتها الحالية . لذلك » سنتقدم لإعادة صياغة هذه المعادلة . إحدى 
الإمكانيات الممتعة والمستحقة الاعتبار هى أخذ م شرائح » فى البعد الواحد مارة بالنقطة © 
فى النطاق . سيفرض للبساطة أن © هى نقطة داخلة للنطاق 2 للدالة » حينقذ لأى به فى ”8 » 
تنتمى النقطة ام ل »م إلى 2 لأعداد م حقيقية وصغيرة بكفاية . 

وم - ١‏ تعريف . نفرص أن كر معرفة فى فئة جزئية 4 من الفراغ #29 ولا قيم 
فى 826 . نفرض أن © نقطة داخلة من 4 » ونفرض أن # أى نقطة فى “22 . يسمى المتجه 
لم1 بالمشتقة الجزئية للدالة كر عند © بالنسبة إلى # إذا كان يوجد لكل عدد 0 < م 
0< (ع8)ة بحيث إنه لكل 8ع+ ويحقق (8ع)> |4 | > 0 نحصل على 


َك 


أم1-رم)]- مم + ميا | (39.1) 


قد رأينا حالا أن المشتقة الجزئية .م1 المعرفةفى ( هم« )١‏ تكون محددة وحيدة عند 
وجودها وبالتعاقب » .مكننا تعريف بأنها الهاية 
(6)] - ومس ء)را خ جوذا 


أو المشتقة عند 0 ع للدالة / المعرفة بأنها (:ه ل م) كر -(م) عند | | صغيرة صفرا 
كافياً » وغاقيم فى 26 3 


ستكتب (27)6 أو (6)/:/ للتفاضل الجزكىٌ ,1 للدالة كر عند © بالنسبة إلى # . 
يفضل الرهز الأول بكثرة عندما »-كا فى أكثر الحالات » مكون للرمز الدال على الدالة دليل 
سفل . نرمز إلى الدالة (6)ي/ > (ع)ئر,2 جاده بأنها /.10 أو «/ ء تعرف ادألة عند 
نقطها الداخلية © من 4 الى عندها توجد الهاية المطلوبة » وطا قي فى الفراغ *205 . 


من الواضح أنه إذا كانت كر حقيقية القيمة ( بحيث إن 1 ح و ) وكان * هو المتجه 
(1,0,...,0)-1© ف الفراغ ”2 . حينئذ تنطبق المشتقة الجزئية للدالة كر بالنسبة إلى 
.» على مايسمى عادة بالمشتقة الجزئية للدالة حر بالنسبة لمتغير ها الأول » والتى غالباً يرمز لها 
بالرءز 
أ 2 
8 أو م 
بنفس الطريقة » يأخذ (1 ,...,0 ,0) - © ,...,(0,1,...,0) -62 ء» نحصل على 
التفاضلات الجزئية للدالة كر بالنسبة إلى متغير ات أخرى : 
.قمعت ]3 ودريوط 
٠٠:2] 1‏ برج حم - إوط 
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فى حالة وجود دليل للرمز الذى يدل على الدالة فستكتب » أحياناً » فاصلة للاشارة إلى المشتقة 
الجرئية أى ٠‏ زد و1 

يحب ملاحظة أن المشعقة الجزئية لدالة عند نقطة بالنسبة لمتجه واحد ربما تكون موجودة» 
مع أن المشتقة الجزئية بالنسبة إلى متجه آخر لاتحتاج إلى وجودها ( انظر تمرين 9م - أ) . وواضح 
أيضاً » أنه تحت شروط مناسبة » توجد علاقات جبرية بين مشتقات جز ئية الحواصل جمع وحواصل 
ضرب لدوال » الخ . سوف لانتضايق للحصول على هذه العلاقات حيث إنها إما حالات خاصة 
من التى سنجربها أسفل » أو يمكن برهتها بامثل . 

كلمة عن المصطلحات العلمية هى فى نظام . إذا كانت # وحدة متجه ى ”22 ٠‏ حيئذ 
تسمى المشتقة الجزئية ‏ (6)] > (410./2)6 غال] بالمشتقة الاتجاهية للدالة حر عند © فى الاتجاه 
لوحدة المتجه # . 


الملنستقة : 

الميب الرئيسى للمشتقة الجزئية لدالة كر عند نقطة 6 بالنسبة إلى متجه #4 هو أنه يعطى فقط 
صورة لسلوك الدالة كر قرب © فى فئة ذات بعد واحد (842ع4:4م +10 . لمصول عللى 
معلومات كاملة بدرجة أكثر عن الدالة كر فى جوار ”2 ع6 » سوف ندخل الرمز اشتقة 
الدالة كر عند 6 © الى هى راسم خطى من *# إلى 86 . 

م - 7 تعريف . نفرض أن الدالة كر لما نطاق 4 فى الفراغ 82 ومدى فى 26 » 
ونفرضى أن ع نقطة داخلة للنطاق 4 . نقول إن الدالة ير قابلة التفاضل عند © إذا كان يوجد 
دالة خطية “1 ج ”12:34 بحيث إنه لكل 0 < ع يوجد 0 < (5)8 بحيث إنه إذا كانت. 
"عد أى متجه يحقق (8)8 ك || © --« |] فإن 4 ©* ويكون 

أء - «زاء > إن - عط - )7 - )را : (239.2) 
وبالتعاقب يمكن إعادة صياغة ( وم 7 ) بكتابة أنه لأى 0 < م فإنه يوجد 
0< (ع)ة بحيث إنه إذا كانت *عء4م وكانت ( 8)8 5ك || #|) » فإن 
أأعدزا ع ع |إ(ب) - »)م - م + ع)مراا (39.3) 
الى » بدورها » بمكن التعيير عنها أكثر أحكاماً يكتابة 


ممة- )1 - ل( + ععلا رون (39.4) 


-_ [1 2 


سئرى فا يل أن مثل هذه الدالة المطية 4 محددة وحيدة إذا وجدت . تسمى(*) مشتقة كر 


(ه) ننبه القارىء أن .2 تسمى أحياناً مشتقة فريشت أو التفاضل للدالة كر عند © » 
يرمز ها أحياناً بالرموز (0) 227 أو (6)“راء الخ . 
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عند © سر مز طاغالباً بالرمز (©) 82 بدلا من 2 . سوف نكتب غالباً (/)() / 2 
للدالة الخطية 8ط ٠»‏ (© س جد)(ء) كر ء للدالة القطية (م 2 )2 
من وجهة النظر التحليلية » يعكس وجود المشقة للدالة كر عند النقطة © إمكانية تقريب 
الراسم (*)/ <:ع بالراسم (6-*).ة+)7/ << . تعطى متبايئة ( 9م ؟) 
مقياساً لتلاصق هذا التقريب عندما تكون * قريبة من © . نجد بسبب اللطية للدالة / » أن 
()آ + ((0)ط - 0 نه عط +0 )رز 


حينئذ نكون قربنا (3)/ 2٠+‏ بدالة على الصورة (8)-1+ ولا جا« اء حيث ول ثابتة . 
مثل هذه الدوال تسمى رواسم مألوفة من *# إلى “8 ؛ هذه الرواسم جرد ترجمة فقط لرواسم 
خطية وإذن يكون طا خاصية بسيطة جداً . 

من وجهة النظر الهندسية » تعكس وجود المشتقة الدالة كر عند © وجود مستوى مماسى 
اسطم مع ::((7)0 ,)فى 84 »ام عند النقطة ((6)مر,6) ء أى المستوى 
المعطى بالشكل 

(9ع : : (» -ع).شط + (ع)] ,)ا (39.5) 

سنثبت الآن انفر آدية المشتقة 

و« - م مفترص . للدالة /, مشتقة واحدة عن نقطة على الأكثر . 

البرهان . نفرض أن دآ ,رمآ دالعان خطيتان من 8 إلى “82 وتحتقان (وم-م) 
عند (ع)8 5 |[* || . حينئذ ند أن 

ممم - مم رط| > 06 
لمتكم - ()غ - جب+ ء)م|| + عمط - ).م - مج ء)م/| > 
ابا ع2 > 

لذلك نتحصل على |*|| 2 > ||(/)مة - (م)ر]|| > 0 ركل "8 عه ٠»‏ حيث( 8 )ة > |إهم|| 
إذا كانت دآ “رمآ ٠‏ فإنه يوجد "261 حيث (2)ر.ظ *ة(2)ر.] لذلك 0 26 2 . 
الآن تفرض أن 8)8(/]2[(2)-20 وإذن نجسد أن (8)6 -|م2| ومن ثم 
أماا ع 2> المع) مآ -مع)سط|| > 0 . إذن اتا ع2 > ال(ع)مة -(2)م1|| نكل 0<ع لذلك 
تكون (12)2>-(1.:)2 ما مخالف الفرض . إذن و2 ع ربلل . وهو المطلوب إثباته 

وم - ؛ أظلة . (أ) نفرض أن”2 كت 4 ء 26 عرلا » ونفرض أن 26 جح 4 :ول 
هى « دالة ثابعة » معرفة بأنها ها (502/ عند © * . إذا كانت © نقطة داخلية من 4 
وكانت كع » فإن 0-(ع)0/-(+*)ىم . ينتج أن 25 قابلة التفاضل عند ع وأن المشتقة 
2600-0 ء أى « الدالة الخطية الصغيرة » الى ترسم كل عنصر فى ”2 إلى عنصر الصفر 
فى 24 . ومن ثم المشتقة عند أى نقطة من الدالة القابتة هى الدالة الخطية الصفرية . 
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(ب) نفرض أن *2 - كر وأن 26 ح كر :رم هى دالة خطية . إذا كانت 4ع © 
وكانت 4ع فإن 20-0 -*)/- (6),, - (8) . ينتج من هذا أن :1 قابلة التفاضل 
عند » وأن :2 (1:06 ومن ثم تكون المشتقة عند أى نقطة للدالة الخطية هى الدالة الحطية 
نفسها , 

4م- هو مفترض . إذا كانت 24 جح :م قابلة للتفاضل عند هرع هع » فإنه 
يوجد عددان موجبان دقيقان عه ,8 عحيث إنه إذا كانت 8 > |[ء - || » فإن 

إلء - عدا >1 > إإ(ه)م - )ما (39.6) 
بوجه خاص ينتج أن /ر متصلة عند © > #« . 


البرهسان . ينتج من تعريف ( وم - ؟ ) أنه يوجد 0 < 8 محيث إنه إذا كانت 
5 > |ء- || >0 فإن ( وم - ١‏ ) تظل صحيحة عندما 1 ع ع . إذا استخدمنا متباينة 
المثلث نجد أن 
سنا 
عندما 8 > |إء - || >0 . من نظرية ( ١٠م‏ ) توجد 0 < 8 محيث إن 
ااه - علا 8 > اده - )|| 
لجميم "ع *. . لذلك ء إذا كانت 8 5 || م - + || > 0 مخصل على 


أء داز + 8) ع زله), - )را 
وهذه المتباينة تظل أيضا صحيحة عندما © ح ب . وهو المطلوب إثباته 


نوضح الآن أن الوجود للدالة المشتقة عند نقطة يدل على الوجود لكل المشتقات الجزئية عند 
هذه النقطة , 

9" -* نظرية . إذا كانت "© ح كر » وإذا كانت 26 جح كر :/ قابلة التفاضل 
عند نقطة هر ع6 ء وإذا كانت # أى عنصر من الفراغ ”2 ٠»‏ فإن المشتقة الجزئية 
(8,/)0 للدالة كر عند © بالنسية إلى #6 تكون موجودة و بالإضافة إلى ذلك 

()(ء)]مة - () ]1 239.7 
البرهان . ما أن ثر قابلة للتفاضل غند © ء» فنجد بأخذ 0 < 8ه » أنه يوجد 
0 < (8)8 بحيث إن 
:غلا ع > إ(مسم))رط -ل)] - مضع ءارا 
بشرط (ع)8 > إإية|| . إذا كانت 0 - » ء. فقد لاحظنا حالا المشتقة الجزئية بالنسبة 


للق 


إلى صفر يرى هى (2/)6()0 ح 0 . ومن ثم نفرض 0 ده . أى إنه إذا كانت 
ال«إاب(ع)ة > || >ه » فإن 


رمرم )لله عار 


اه] ع ع 


مما يوضح أن ()0)ي2 هى المشتقةالجزئية للدالة “عند © بالنسبة إلى # » كالمطلوب . 
وهو المطلوب إثبائه 
84 - 7 نتيجة . نفرض أن "8 حت كر اء ونفرض أن # ج 4,:/ ونفرض أن 
© هى نقطة داخلية من 4 . إذا كانت المشتقة (©) 2/2 موجودة © فإن كل المشتقات 
الجر ئية (©) ]م10 ...)27 موجودة فى © وإذا كانت "*ء (ملا ,.. . ررن) د فإن 
(©) ]مام + +٠٠ ١‏ )1011م > (نا) )|12 (39.8) 
البرهان . تدل النظرية على أنه لكل من المتجهات م ,... ,© تكون المشتقات الجزئية 
()/,2,...,(ء)/رط 2 موجودة وتساوى ‏ (م©)(/82/)()6,(,...,10 لكن » 
حيث إن (©) 2 خطية وأن ركملا + +٠00‏ عر - ها فنستنتج آن 
©اإطب و - (مامازطب بي - مم زط 
وهو المطلوب إثباته 


ملاحظات : 
(أ) عكس نتيجة (-وم 7 ) ليس دائماً صميحاً » لأن المشتقات الجرئية للدالة كر ر بما 
تكون موجودة بدون وجود المشتقة . مثال ذلك » نفرض أن © ج 22:م/ معرفة بأنها 
(0 ,0) >-(2 © رمع 0( ىنم)] 


(0,0) 02م رو ك2 2 


نوضح كتمرين أن المشتقة الجزئية للدالة كر بالنسبة لمتجه (8 ,©) عند (0 ,0) هى 

(0 ,0) 4 (ط به) في دج - (0 ,0) مم2 (39.9) 
وفى الخالة القاصة جد أن 0 > (0 ,0)ر ره و 0 > (0 ,0) كر و2 إذا كانت المشتقة “را 
موجودة عند النقطة (0 ,0) فتثبت نتيجة ( وم - 7 ) أن 

١0-0‏ 0+5 ١ع‏ - (6 به)(0 ,2/)0 - (0 ,0)زريمط 
مما مالف ( وم - و), 


يحل 


(ب) سنوضح فيا يل أنه إذا كانت “4-8 وإذا كانت المشتقات الجرئية للدالة 
"حم :/ متصلة عند © » فإن (©) كر2 موجودة . 

9-م أمثلة . (أ) نفرض أن 2ت لم ونفرض أن 8# ج ل :] حيئئذ ثر 
قابلة التفاضل عند نقطة داخلية © من 4 بمفهوم تعريف ( 4" - ؟ ) إذا وإذا فقط كانت 
المشتقة العادية 


رمم -هالحهخعا بون 


موجودة . فى هذه الحالة تكون المشتقة ()/م2. هى دالة خطية للفراغ 8# إلى الفراغ 1 
ومعرفة بالتعريف 
عا(ء)” جديا 

أى إن (2/)0 ترسم #عين إلى حاصل ضرب لا و (6)”/ . ( باستخدام المصطلحات 
العلمية لمصفوفة » تكون المشتقة (6) 2 هى الراسم المطى المثل بالمصفوفة 1 126 ذات 
عنصر واحد فقط هر (©)ث/ر ) . 

تقليدياً » بدلا من كتابة 6 لتر مز إلى العدد الحقرق الذى تؤثر عليسه الدالة الخطية المشتقة 
(©) 27 » يكتب الشخص أحياناً الرمز العجيب تك ( هنا الحرف «4» تلعب دور كبادئة 
فى أول الكلمة وليس ا معنى آخر ) . بعد إجراء هذا واستخدام رموز . نظرية يز (*) للمشتقة 
يستعمل » تصبح الصيغة #4 (6)” ح (/)(©) /2 

عه (ه) لك - رمم )زط 


(ب) نفرض أن 2 كت 4 ونفرض أن (0<1) 85 ج :م . إذن يمكن تمثيل /ر 
« بالدوال الإحداثية » 
عع .,(5*)ر,...,(«)) - )زر 
يحب على القارىء كتمرين أن يبرهن على أن ثر قابلة التفاضل عند نقطة داخلية > من 4 
إذا وإذاً فقط كان لكل من الدوال حقيقة القيمة ,[,...,رم 2 مشتقة عند م . فى هذه 
الحالة » تكون المشتقة (6) 2 هى دالة خطية الفراغ 2 إلى “12 وتكون معطاة بالعلاقة . 
عه .,((1)6(,...,1006)ي جرين 


(*) جوتفريد فيلهل ليغز ١7١5-1145‏ ) » وإ#>اق نيوتن ( 1547 -107590) 
هما الْتر عان المتعاو نان لعل التفاضل و التكامل . قضى ليئز معظم حياته خاماً لدوق هانوفر وكان 
عبقرياً عالمياً وساهم بكثرة فى الرياضيات والقانون والفلسفة وعلم اللاهوت وعل اللغات والتاريخ . 
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إذن ©) 2 ترم عدداً حقيقياً به إلى حاصل ضرب © والمتجه الثايت . 
((1)2.... ,()01) - لع[ 

إذا فكر نا فإن كر هى ٠‏ منحى » فإن هذا المتجه يسمى « متجهاً مماسياً » للدالة كر عند النقطة (») /ر . 

( ج) نفرض أن (1<م) ”2ت كر ونفرض أن 2 ح ل : / حيلئذ ينتج من اثنيجة 
(وم - ؟ ) أنه إذا كانت المشتقة () كر 2 موجودة عند نقطة © داغلية فى 4 » فإن كله 
من المشتقات الجزئية ‏ (©)/,2 ,.. . ,()/:82 يجب أن تكون موجودة ويكون (2/)6 
هو الرامم الخطى للنقطة"26 © (ملا ,. . . 36غا) > #اإلى 2 ويعطى بما يل 

)©(٠‏ ]طمن + +٠٠ ١‏ )رطب - (ب)) ]طم 

وبالرغ, من أن مجرد وجود هذه المشتقات الجزئية لايدل على وجود المشتقة » فسترى فيا بعد 

أن اتصاهم عند النقطة © لايضمن وجود المشتقة . 


بدلا من (يلاى...رره) عا تكتب أحيانا (نته,...,,ة) - يك اللنقطةفى 10 
الى توخذ المشتقة عندها بكنتابة هذا و باستخدام رمز نظرية ليئز للتفاضلات الجزئية » يصبح القانون 
السابق 


جه (0) لت +. ٠٠‏ جرمة () لش - (بيه) زط 


(د) نفرض الآن أن "8ك هر وأن 86 ج :م حيث كلا من 1< 9 ,1 < م 
يمكن فى هذه الحالة تمثيل (م) كرح بر 
٠.5 3(‏ مساك تبر 


من © دالة لمتغيرات عددها صر . إذا كانت كر قابلة التفاضل عند نقطة (6 و...,©) دم 
فى 4 © فنثبت كتمزين أن كلا من المشتقات الجزئية ((6):/ -)()82,6 يجب أن تكون 
موجودة عند © . ( وف الخالة العامة يكون أيضاً هذا الشرط الأخير غير كاف لقابليته التفاضل 
للدالة كر عند © )6 . عند وجود (©)كر2 » فإن الدالة الحطية الى ترسم النقطة 
(مها ,... وولة) حتعا للفراغ 2 إلى النقطة ‏ (و« ,... ,دا) - 1 للفراغ 225 معطاة بأنها 
دملا (©):],10 ا + منا(): 1221 + ريا(ه): 121 ح ووو 
بي اول مور لقا اسع اح" والح “دهن عرد ول و عو عور ١‏ جا و لين لق (39.10) 
ملا(©) ,]م10 + لكف +لا(0) و1227 + بما(ء) ور ولا 
المشتقة (©) 2 هى الرامم اللطى للفراغ ”2 إلى الفراغ 225 المعين بالمصفوفة م ءا © 
الى عناصرها هى 
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)رط ٠٠0‏ روط )بررط : 
)رط ٠٠١‏ يريط )لط 039.10 


1211) (ع)ر]وط1‎ ٠٠ 10,1 


)مم ٠0١‏ عامظ (عادر 
(ع)مظ 225 عم 6د | 


2 0 فت الت 


لاحظنا من قبل ( انظر نظرية ١١‏ - ؟ ) أن مثل هذا النظام المرتب لأعداد حقيقية يعين دالة 
خطية فى ”8 إلى 286 . تسمى المصفوفة ( ه#- ١١‏ ) بمصفوفة جاكوبيان للمجموعة 
( وم - و ) عند النقطة 6 . إذاكانت وحم فإن محدد المصفوفة ( ١١-19‏ ) يسمى 
بمحدد جا كوبيان » أو ببساطة الجاكوبيان المجموعة ( وم ٠١‏ ) عند النقطة © . يرمز 
إلى محدد جاكوبيان مرار(*) بالرمز 


و ار الل سلشع 


57 (3 ...32 831 
وجود المشستقة : 

برهنا فى نظرية ( وم - 4 ) على أن و جود المشتقة عند نقطة يغبت الوجود لكل المشتقات 
الجزئية عند تلك النقطة . رأينا فى الملاحظة الموجودة بعد نتيجة ( و« - ٠7‏ ) أن مجرد الوجود 
المشتقات الجزئية لايضمن وجود المشتقة حتى عندما 1 ح بي ,2 > م . سنوضمح الآن أن الاتصال 
للمشتقة الجزئية عند النقطة © يكون كافياً لوجود المشتقة عند © , 

4-4 نظرية . نفرض أن كح 4 » نفرض أن 26 + 4 : / » وتفقرض أن 6 
نقطة داخلية من 4 . إذا كانت المشعقات الجرئية (1,...,2 > [ ,و ,... ,1 -4) ترط 
موجودة فى جوار النقطة © ومتصلة عند م » فإن كر تكون قابلة للتفاضل عند © , 
وبالإضافة إلى ذلك تمثل (©) كر بالمصفوفة جر 6< و ( و - 1١5‏ ). 

البرهان . ستثبت الخالة الى فيا 1 س © بالتفصيل . إذا كانت 0 < ع فنفرض أن 
0< (8)ة بحيث إنه إذا كانت م,... ,2 ,1 ح ثر و(8)8 > ||إء رط || » فإن 

ع > إ(ء) رط - ر«) رما (39.12) 


(*) كارك (ج .ى ) يعقونٍ ( ١401-1٠64‏ ) كان أستاذاً فى كينجز برج وبرلين 
و كانت أحاثه الأساسية فى « الدوال الناقصية » ولكنه معروف أيضاً مساههاته فى المحددات 
والديناميكا . 


141 


إذاكانت (يه ,.. .روه ©) > © ف (30,... ,0ك رر؟) ع« تفرض 2-م2 2290.0 و1 
ترمز إلى النقط 
0 ا ات سك 
(ج بده رن و62 1©) حت بسو ونه 
ونفرض أن مت و «-م إذا كانت (ع) 8 > || - < || » فإنه من السهل ملاحظة 
أن (8)6>|ء- || عند م,... ,0,1 ح<تر . نكتب الفرق ‏ 0)ثر - (ج«)ثر 
كحاصل جمع تلسكوي , 
(()1- بعالا ري - )1 مر 
إذا استخدمنا نظرية القيمة المتوسطة (0ا« ‏ :) لحد الذى ترتيبه طؤ ثر من هذا المجموع » 
نحصل على نقطة رج » واقعة على جزء الحط الواصل بين التقطتين برت ورت » بحيث إن 
(,) رط( - .و - ررع)] - لدرع) ل 
إذن » نحصل على 
((2) ]رط - (,2) ]إن - بد 2 (©) 00-011 _ (©)00-1)] 
وحسب المتباينة ( و" - ١5‏ ) تسيطر القيمة 8 على كل كمية موجودة داخحل قوسين فى 
الصيغة الأخيرة هى سائدة القانون الأخير . باستخدام متبايئة شفارتز لحاصل الجمع الأخير » 
نحصل على التقدير 
اكع لدم > ماهر - به يق - )م مار 
طاما (ع)8 > ||ء - || 
قد برهنا أن كر قابلة للتفاضل عند © وأن مشتقها (ع)كر2. هى دالة خطية من 87 إلى 
© وتعطى بالقانون 
(ع رطب يل - (بو(ة )لط حدزمه ...رون حي 
فى الحالة حيث الى تأخذ ثر فيها القيم فى الفراغ *8 حيث 1 < 4 نستخدم نفس 
الاستدلال لكل من الدوال حقيقية القيمة 4 ,. .. ,2 ,1 >1 ,و » الى تحدث فى التثيل الإحداق 
للرامم /ر . سنترك تفاصيل هذا الاستدلال كتمرين . وهو المطلوب إثباته 


للف 


وم - (1) نفرض أن 8 ج*8:/ سرفة بأنها 


,0 ##لا عند 1.03 

0 دوعله 0ع 
أثبت أن المشتقات الجزئية (0 ,0) كرج2 ,(0,0)/ 21 موجودة ومساوية إلى صفر . 
لكن » المشتقة للدالة كر عند النقطة (0 ,0) بالنسبة لمتجه (8 ,4).-- 4ه غير موجودة إذا كانت 
0د 5ه أثبت أن كر غير «تصلة عند (0 ,0) ؛ فى الحقيقة » كر ليست حتى محدودة فى, 


جوار (0,0) . 
وم - (ب) نفرض أن © ج22:ع معرفة بأنها 
,0 > لإا عند 0>(ز ومع 
0 ميد 2100 
ثبت أن المشتقات الجزئية (2:8)0,0 ,(0 ,0) م و2 موجودة ومساوية إلى صفر . لكن » 
المشتقة للدالة م عند (0,0) بالنسبة إلى متجه (8 ,©) يه غير موجودة إذا كانه 
0 د 45 أثبت أن بم غير متصلة عند (0 ,0) ؛ لكن + مم محدودة فى جوار من (0 ,0) .. 


وم - (ج) نفرض أن 8 ج+2:82 معرفة بأنها 
.(0.0) >( ع) عند 0 > زو )م 
)د 
تير 
أثبت أن المشتقات الجزئية(0 ,8)0 و2 ,(0 ,8)0 ,2 موجودة ومساوية إلى صفر . لكن » 
المشتقة للدالة # عند النقطة (0 ,0) بالنسبة إلى متجه (8 ,©) - # غير موجودة إذا كان. 
0ح 8ه أثبت أن 8 غير متصلة عند النقطة (0 ,0) . 


(0 ,0) عو زر ,) عند 


وم - (2) نفرض أن 2 ج8221:م معرفة بأنها 
,(0 ,0) >( ,) عند 0غ 
(#0,0( عند موي 
أثبت أن المشتقة الجزئية للدألة ع عند النقطة (0 ,0) بالنسية إلى أى متجه ( 5و© ) - بد 
موجودة وأن 


35 
مخره إذا 00-7 ,0ط 
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أثبت أن / غير متصلة ومن ثم فهى غير قابلة للتفاضل عند (0 ,0) . 


وم - (ه) نفرض أن © +:2©:, معرفة بأنها 


(0,0) -(,*) عند 0<( نم1 
اا 


أثبت أن المشعقة الجزئية للدالة كر عند النقطة (0,0) بالنسبة إلى أى متجه : (4,8) ع يم 
موجودة وأن 


:مم 
ثم 


أثبت أنث/ر تكون متصلة لكن ليست قابلة التفاضل عند النقطة (0 ,0) . 


.(0 ,0) عد زه ,ه) إذا -(0 ,0)يم 


وم - (و) نفرض أن 2 ج-7:22 معرفة بأنها 
2+ *: - (ر ,)م إذا كانت ,د قياسيين 
0 خلان ذلك 
ثبت أن م تكون متصلة فقط عند النقطة (0 ,0) وقابلة للتفاضل هناك . 
و» - (ز) نفرض أن © ج822:© ممعرفة بأنها 
,(0 ,0) * (ن ,ع) عند 27 +*1/)22 صنو + 2ح) -(2 000 
(0 ,0) -(2,») عند 0- 
أثبت أن © قابلة للتفاضل عند كل نقطة للفراغ “3 لكن المشتقتين. الجزئيتين ©:2 و 2206 
غير محدودتين ( ومن ثم غير متصلتين ) فى جوار النقطة (0 ,0) . 
وم - (ح): نفرض أن 2ه ج21:22 معرفة بأنها 
,0 6ع عند زد منت جتم) در يم 
0> عرعنه (0,9) - 
أثبت أن 2:74 متصلة عند كل نقطة وآن 22 موجودة ومتصلة فى جوار النقطة (0 ,0) 
أثبت أن 8 قابلة للتفاضل عند (0 ,0) . 
وم - (ط) نفرض أن “48# ء ونفرضص أن *# ح :م قابلة للتفاضل 
عند نقطة © داخلية فى 4 » ونفرض أن “عن 2 إذا عرفنا © ح م:م بأنها 
8 (108-(2)م ‏ لميع مع ء أثبت أن بي قابلة للتفاضل عند © وأن 
"لاعن عند «١((ل)(ء)/)>-(م))عم‏ 
وم - (ى) نفرضص أن م6 نقطة داخلية من لج :م ونفرض أن 0ك لم 
(1) إذا كانت ثر قابلة للتفاضل عند 6 » أثبت أنه يوجد متجه وحيد ‏ ”8 ©>.ن محيث إن 


نيلف 


٠ه‏ م0 )0-2 )له لكل "عه 
يسبى المتجه .0 بلميل للدالة كر عند النقطة م » ويرمز له بالرمز 94 أو (6) 8,207 . 
وضح أن : 
(()2,1 ,.. . ,)]2) - 7 
(ب) استخدم متباينة شفارتز لإثبات أنه إذا كانت 1 بر نو . "عب » فإن الدالة 
(2)0 جد اطانباية عظمى عندما تكون * مضاعفاً موجباً للدالة “م7 . ومن ثم يكون 
الاتبحاه الذى فيه تكون المشتقة الاتجاهية للدالة كر عند النقطة © فى نهاية عظمى هو ميل الدالة كر 
عند القطة م , 
وم - (2) نفرض أنء نقطة داغلية من ”8 4 » ونفرض أن 8< 4:ع ل 
قابلة للعفاضل عند 6 وأن 2>» . أثيت أن 
ركان 
91 ماع + م79 10 - (ولاء” , 
وم - (ل) أوجد الميل للدوال الآتية عند نقطة اختيارية فى الفراغ در" 
(1) غي+ ةر جتعد ره ,رسام 


(ب) 2ع + هبر- ةد (2 ,ا دادر 
© رم > (2 ,نز لاد 


وم - (م) أوجد المشتقات الاتجاهية لكل من الدوال المذكورة فى ( وم - ل ) عنلا 
النقطة (2 ,1 ,0) ف الانجاه إلى النقطة (3 ,2 ,0) . 

وم - (ن) نفرض أن 82ح م ونفرض أندالة 8 جه 4:/ تمثل سطحاً ,3 
فى “85 بشكلها صراحة : 

(شء (« ,) : ((1 206 ,1 ,0)) حرق 
إذا كانت الدالة كر قابلة للتفاضل عند نقطة داخلية (ئز وم*) من 4 فإن المستوى الماسى 
سطع ,و عند النقطة ( (0لا ,و»#) / يوز .و ) يعطى بشكل الرامم المألوف 
زر 18-7 : رمن كر والمعروف بأنه 
(ولا- لإ ,ىع - )(ولا ,»)2/7 + (ونا ,وند)ر > (لا تا ودمى هر 
أثبت أن المستوى المامى للسطح ,5 عند هذه النقطة 
((0نا - «) 0ن ,ه) ؤو2 + (مء: - :)00لا ,م) ]12+ زلا ,م<)ر > ع : :8 » (2 ولا ,)1 

وم .- (س) أوجد المستويات الماسية السطوح فى *8 المثلة بأشكال الدوال الآنية للنقط 

العينة . ارمم شكلا تخطيطياً . 
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(أ) *«+* >(« ,)يمر 2 عند النقطة (0,0) وعند النقطة (1,2) . 
(ب) برع ح (ثر ,)ير عند النقطة (0 ,0) وعند النقطة (2 ,1) . 
زج) ”37+ 4-2 د رو وار عند النقطة (0 ,0) وعند النقطة (1 ,1). 
و - (عع) نفرض أن 1282 قترة ونفرض أن “8ح 2:ج تمثل بارامتري) 
منحنياً © ف الفراغ 8 : 
(3ع1: )يع ,#)يع ,ارع)) - 0 
إذا كانت م قابلة التفاضل عند نقطة داخلة وغ للفترة ى » فإن الفراغ المإمى للمنحنى ,© عند 
النقطة *6 » (00):ع ,(0)دع ,(10)رع) > ()ع يعطى بارامترياً بالرامم المألوف :2 جح 1زم 
والمعروف بأنه 
(-)0)ع2 + )ع > ويم 
أثبت أن الفراغ الماسى للمنحنى © عند هذه النقطة هو 
و(مظ - 400)4)زع + )رع ح عن : 8 ع رع ,و )ا 
((-))(م)ئع + لايع - 2 ,لم غ)( )ع + )يع دار : 
إذا كانت 8:00 ,(4بع ,(0):م 2 ليست كلها أصفارا » فإن هذا الفراغ الماسى 
هو مستقيم ق 22 ويسبى الليط المانى . 
وم - (ف) أوجد المعادلات البار امثر ية ل#نطوط الماسية للمنحنيات الآنية فى الفراغ :© 
عند النقط المعينة : 
(!) 17ت ىن > ( ,رع جويع 
عند النقاط المناظرة إلى 1 2 م » 0 2 م . 
(ب) (1,72,2- م) ج (ج ,بررع) جا مدق 
عند النقاط المناظرة إلى 1 دام ,» 0 دعم , 
(ج) ,ىم ظله 2 ,2 608 2) ع (2 ,بر,ء) جع :قم 
عند النقط المناظرة إلى © د م ٠‏ 26/2 دام , 
وم - (ص) نفرض أن 4287 ونفرض أن :18ج 8:4 تمثل سطحاً ,5 ى 
_ بار امتر يا : 
(لل 26 ,5) : ((2 ركاجط ,© ركوط ,(؛ ,5)ب8)) ح ره 
إذا كانت #/ قابلية التفاضل عند النقطة الداخلية (0 ,م5) من 4 ع حينئذ يكون الفراغ 
الماسى السطح ,5 عند النقطة *16 6 (0! موق)دطط ,(وط روق)ية1 ,(م1 روق)رة!) > ( روى) ف 
معطياً بارامترياً بالرامم المألوف ‏ “8ج #:..,4 2 والمعروف بأنه 
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( -؛ ,ود - 5)(م ,و3) 121 + (م رمى) 2 > (ك بكاو موه 
أثبت أن الفراغ الماسى إلى برك عند هذه النقطة هو 
وام - )00 روى)رطو12 + (وة - 10()5 ,مى)ر 8 + 10 ,مى)رظ < ع : لع (2 رلا ,)1 
و(و1 - )لآ ومة)طو82 + (جد - 0()5! ,وق)م ,2 + (ما ,وى)يط > نا 
((؛ - )10 ,.5) دلو + (مة - 5)(م! روى)مال 8 + (م1 ,مقاوط - ع 
إذا كانت المتجهات (2 .ى5) #5 و2 , (40 ووى) ول ع2 ,(وى#روى) :6# ير2) 
د (0؛ ءو5) واقأو2 ولغ ءو5) ونأو)ر(ى1 ..5)د8) ف الفراغ “8 ليست مضاعفات 
لكل مها لاكخر فإن هذا الفراغ المإسى هو مستوى ىق 27 ويسمى بالمستوى المامى . 
وم - (ق) أوجد معادلات بارامترية المستويات الماسية للسطوح الآنية فى :©ز عند 
النقط المعينة . 
(1) (52 + لجشىىم ,ى) ع (2 ,بررج ) ح (4,ى ):4 عند النقط المناظرة إلى, 
(1,1) د (2-0,0,ى . 
(ب) (2- 2و ,خم وىم ل ى) > (2 ,در ,ع) ح (غ زى) : م عند النقط المناظرة إلى 
01,2 0,01 ,ىم . 
هت (7 ,4 هذه د ,, 08© 5) ع (2 ,نررءا) ح (2 ,4) : 8 عند النقط المناظرة إلى 
(2,/2) , (1,0) قرم . 1 
(د) (2 8مك ,م ضلة ى صلق ربصلع ى 008) ع (ج ,ير ريرج م ,ى) : #4 عند النقط 
المناظرة إلى (2/4 ,4/) و (2/2 ,0) ,(0 ,0 > ( ,ه) . 
وم.- (ر) إذا كانت *©#ح ىم ء. وكانت © ح يىم:م بحيث إن المشتقات 
الجرئية ع,2,... ,رط موجودة ومحدودة فى جوارمامن عن ٠‏ حينئذ كر تكون. 
«تصلة عند © . (إرشاد : ناقش كا فى البرهان لنظرية و" - و) . 
وم. - (ش) نفرض أن كر معرفة ى جوار نقطة ‏ 2ج م بقيم فى © . نفرض أن 
“و2 موجودة ومتصلة فى جوار النقطة © وأن كر و2 موجودة عند © . أثبت أن كر قابلة 
التفاضل عند © . 
وع-(ت) نفرض أن “8ج م وأن »8ه ح :م و 26 هب روم معطاة . وإذا 
كانت “نج د نه عامج م يريس معرقة بأنها “((#«)ع ,(0) /ر) > ()” عند ءءء 
أثبت أن م قابلة التفاضل عند النقطة الداخلية 4رع© إذا وإذاً فقط كانت يم . كر قابلتين 
للتفاضل عند © . فى هذه الحالة نجد أن 


7 عن عند ((0)(ء)غ2 ,(س)(ء) لط) - رسمزء) "اط 


وم - (ث) نفرض أن #حا م اء 8286 وتفرض أن © ج-8 عام 6 
قابلة للتفاضل عند النقطة (5 ,©) ىق 8<لم . نعرف 97ح ترج و هرج 9درع 
بأنه « الراسم الجزفى » عند (5 ,©) والمطى بما يل 

(0)4,9 > (ر)يع * ,(ط ,002 - (جارع 
لجميع 8عر ,جرع . أثبت أن وهو يع قابلتان للتفاضل عند 8 و © » على الترئيب » 
وأن 
(5 ,5()0 به) 26 - (ه)(طايوط . ,(0 بن)(ط به) 29 - (م)زم)روط 

لجميع “2 عن ,20ج ين وبالإضافة إلى ذلك ٠»‏ نجد أن 

(0()0)يع 182 + (ن)(»)روط > (ن ر1)(ط يه) 100 
تسمى ('12 ,")ل ء (()رعط و (2 ,”)فى ء (ه)رو2 أحياناً « قالب تفاضلات جزئية » 
للدالة © عند (5 ,4©) ويرمز ها بالرمز' (5.ه) 26م (6.ه)0رر2 


الباب الأربعون ‏ نظريتا قاعدة السلسلة والقيمة المتوسطة : 

سوف ثثبت أولا العلاقات الجبر ية الأساسية المرتبطة بالمشتقات . س.نستخدم هذه الخواص » 
الى هى نفس الحواص لدوال حقيقية القيمة لمتغير واحد » بكثيرة ما يل . 

. 4 نفرض أن “4-3 وأن © نقطة داخلية من‎ . ةيرظن١‎ - 4٠ 

)غ0( إذا كانت مم وكر معرفتين فى 4 إلى “82 وقابلتين للتفاضل عند م » وإذا 
كانت #ء 8 و © ء حينئذ تكون الدالة م8 -ل كره - # قابلة للتفاضل عند 6م » يكون 

)ع8 + (ء) ]لله ع )ءادا 1 

(ب) إذا كانت 86 ج :مر و © جح هرم قابلتين للتفاضل عند م ٠»‏ فإن دالة 
حاصل ضرب “2 ج ف : زب - 1 تكون قابنة التفاضل عند 6 ويكون 

"8 ع نا عند إلسالء) إمتال)ب + ن)]إلس)لن)مص!! - (رال)عاطم 


البرهان . (1) إذا كانت 0 < هم » فتوجد 0 < (8)ية و0 < (8,2)8 بحيث 
إنه إذا كانت ([(82)8 (8:)8) تمصذ ك |إاء لع || ء فإن 
دلاء - علا ع ع اك -ع«) )مط - )2 - («)ر| 
أاء-عز| ء > اه -ع«)(م)وط - (م)ع - رمعا 
أى أنه » إذا كانت (()82 ر(ع)دة) كمز ع |إء - عرز| فإن 


إاء -عا| عداقا+ زه) > ازنك دعل)عطممق +0 - )7ط - )م - ممما 
ف 


بماأن (م)ع هق + (ه)ثر طه دالة خطية للفراغ ”© إلى الفراغ 26 ء فينتج أن / 
قابلة للتفاضل عند 6 وأن (©)ع888 +(©)](ه - (ء) اط 
(ب) يوضح حساب بسيط أن 
-عملء)[طن)م + )لك -0)0)مط)- )ع - )عا 
(0(])0 - ع« (ء)وط - )م - (0)م) - 
( -ع))/2 - )1 - )0 )م +إ(ه)1- )لاك -ع0 )مط + 
بها أن (2/)0 موجودة » فنستنتج من مفترض ( وم - ه ) أن “رمتصلة عند © » ومن 
ثم يوجد مقدار ثابت 44 محيث إن 24 > [[(*<) || عند 8 > ]|»- *|| . يمكن أن 
يتضح من هذا أن كل الحدود الموجودة فى الطرف الأيمن من المعادلة الأخيرة يمكن جملها 
صغيرة بدرجة اختيارية باختيار || م - <« || صغيراً صغر كافياً . هذا يثبت (ب) . 
وهو المطلوب إثباته 
تكد النتيجة الآئية الحامة جداً أن المشعقة لّركيب دالتين قابلتين للتفاضل هى التركيب 
للشتقاتهما . 
' 4 - 9 قاعدة السلسلة . نفرض أن ثر لا نطاق #0 ب هر ومدى فى الفراغ 86 » 
ونفرض أن م طا نطاق “ب 8 ومدى ف الفراغ “8 . نفرض أن /ر قابلة للتفاضل. 
عند © وأن بم قابلة للتفاضل عند (©) كر - 8 . حينئذ يكون التركيب كم - / قايلا 
التفاضل عند © ويكون 
0)إط٠زطا)عط«‏ د )طم (40.1) 
. وبالتعاقب نكتب 
(0)]ط١(()])28‏ - 0 )(]دع)12 (40.2) 
البرهان . يدل الفرض على أن ع نقطة داخلية من النطاق للأركيب /ر* م > #4 . 
(لماذا ؟) نفرض أن 0 <ع ونفرض أن (كر,8)8 و (8)86,8 هى كافى تعريفت 
( وم - )١‏ . فينتج من مفترضس ( هوم - ه ) أنه يوجد عددان موجبان دقيقان ع و ل[ 
حيث إنه إذا كانت “> ||ء + || » فإن 8©(*)م وأن 
ااء عل >1 > )م -دء»)راا (40.3) 
نكتب للبساطة » (28)6 - يآ و (12/)0 -,1 .من نظرية ( 8١‏ - 7 ) يوجد مقدار 
ثابت 34 محيث إنه 

"عب عه ,ألمن|| 34 > للمعمطز (40.4) 
إذا كانت ((ع ,ع)ة (1/6) ,) تمصهذع | م - || ء فيدل ( .4 سخ ) على أن 


رقف 


(م,ة)ة || 0)ر-(ع)م || الى تعنى أن 
إإء عع كلع > إإلء)/ - )| ء ع |(()]- («) )م - ((ء)م)ع - ((»))و| (40.5) 
إذا احتجنا أيضاً إلى أن (كر ,8)8 > |[ - || ء فنستنتج من ( 40 - 4 ) أن 
إاء - «ا| كلقع > از - »)بآ - )2 - («) ناما 
إذا ربطنا هذه العلاقة الأخيرة مع ( 4٠‏ - ه ) » نستنتج أنه إذا كانت 
((ك,ة )ة ,(ع ,8 )ة (1/6) ,9) تمص ح رة وإذا كانت رق ك |ء - + || و مع عر 


فإن 
إاء - عا ةع كعل)عء > لك -ع)بل)مآ - ((ء)/)ع -((«)ر)عاا 
الى تمنى أن ْ ش 
اله | قط + )ع > إ(ه -ع)رطه مآ - (ه)ردع - («)ره وا 
نستنتج أن مآهمآ - )2/1 وهو المطلوب إثبساته 


بالحفاظ على الرموز المستخدمة فى برهان النظرية » تكون (2/)6 ,1 دالة خطية 
من "2 إلى 826 وتكون (28)6 - .1 دالة خطية للفراغ 85 إلى الفراغ #2 . فيكون 
الثركيب 4آ*ية دالة خطية للفراغ "© إلى 220 » كلمطلوب ع لأن رهج -8/ دالة 
معرفة فى جزء من الفراغ ”22 بقيم فى "1 . ستعتبر الآن بعض أمثلة لهذه النتيجة . 

٠‏ - «#أمثلة . (أ) نفرض أن 1 حم ح بي ح مر ء إذن المشتقة (0) 2 هى 
الدالة الحطية التى نرسل العدد الحقيق م إلى #(»)”'ر » وبالمثل فى حالة (28)5 . ينتج أن 
المشتقة للتركيب ركع ترسل العدد الحقيق نا إلى #(©)' (8)6 . 

(ب) نفرض أن 1 ح م ح و ,1 < م . طيقاً لمشال ( 9 - م ) (ج) » نأخذ المشتقة 
للدالة كر عند النقطة ع النقطة (م« ,.. . رره) ح ما للفراغ ”2 إلى العدد الحقيق 

وا( ) ]رط ٠٠ ١+‏ جرسا(ء) 1211 
وإذن نرسل مشتقة "بم عند النقطة م هذه النقطة للفراغ “2 إلى العدد الحقيق 
[رن«الء) ]رط + +٠٠ ١‏ رسر)[طط]زم)ع 

(ج) نفرض أن 1ح م حم ,1 < هن . حسب على ( وم - م) (ب) ١‏ (ج) 
تأخذ المشتقة (ء) كر تأخذ العدد الحقيى © إلى النقطة 

"هذ ها )] ...ماك )ا]) ع )"إن - زب)( )لط 
والمشتقة (28)8 ترسل النقطة (,0,... .:*) - ا فى الفراغ 24 إلى المدد الحقيق 
ولا(6)عر8 + ٠ ١‏ ٠+رس6(1)‏ هبط 
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ينتج أن مشتقة ”ع - / ترسل العدد الحقيق لة إلى العدد الحقيق 
((0()')0)ع )د د بط((ء)](0)عويط ٠٠ ١+‏ +0(])0)عرططا- يالء)ءاط 
فرع للكية داخل القوسين ». التى هى (») “(يرهج) - (ع)/ أحياناً بالرمز الآقل دقة 


هلك 5ق _. . . علة عق 
١ 1‏ 43 8 


يجب أن يكون مفهوماً فى هذه الخالة أن المشتقات تحسب عند نقطة مئاسبة ‏ . 
( د) نعتبر الحالة الى فيها 2 ح © - م ء. 3 حدم . تلتبسيط الرموز ٠»‏ نرمز 
للأحداثيات المتغيرة فى ”2 بأنها (ر ,ند) ء ف الفراغ 224 بأنها (2 ,0) وفى الفراغ 'جر 
بأنها ( ,ى ,م) . إذن يمكن التعبير عن دالة كر فى “#8 إلى 26 فى الصورة 
(«,«)2 دع )8 ,)/لا ع بير 
ودالة يم فى 24 إلى "78 بمكن التعبير عنها فى الصورة 
(2 ,)1 دع ,(2 ,4)ى - و ,و( ,)8 دم 
المشتقة (©) كر ترسل (3 ميّ) إلى (ي ,60) طبقا للقانونين 
و(») ,/18 + 0(4) ىللا ده 
)2 + 2)0(6 - ع 
نكتب هنا 77 نتدل على #اآر2 ح لآير الخ . أيضا المشعقة (28)8 ترسل (ي ,2م) 
إلى( ,» ,6) طبقاً للعلاقات 
و (6) 8 + ه(0) .1 م 
(5,)5 + ه(6)ء5 <و (40.7) 
#(ط1)5 +ه(ط).1 دم 
يوضح حساب روتيى أن المشتقة كر"م ترسل (3 ,5) إكى (+ ,6 ,8) بواسطة 
[(©) +2 (ط) 12 + (©),/0(17) .18) + 6((») 2 (0) ك1 + (0 )11 (0) .1 - م 
10 ((©) و2 (ط) .5 + (ع),/17 (ط).5! + 0((6 )2 (0) .5 + (ء)ء/لآ(5.)6) ده (40.8) 
)2 (1:)6' + (),/1)6(17) + 0((6) 2 (1)5 + (ع )ءالا (1)0 دم 
ونكتب رموزا أكثر بلاغة 4ك ,مك بدلا عن 42 ,4# :8 ري بدلا من م ,0ه » 44 ,45 ,7ك 
بدلا من + ,© ,م . إذا رمزنا لقي المشتقة الجزئية 37 ء عند النقطة © بأنها *3«/8 اء 
الخ » فإن ( 4٠‏ -5) تصبح 


)40.6( 


بدك لاق 

ل وج 45 م - م4 
قبن 32 

م4 جع د هه 
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بالمثل » ( 0غ -7) تصبح 


وتكتب ( +١٠‏ - م ) على الصورة 


37 تماق 87 2 37 ساق 87 
+ + + - 
كك 2 02 م8 (/ 4 2 د + م( 4 


2 835 براق 85 2 35 بلاق 85 
: 4 + + - 
كك ل 0 8 0( 2 ُّ 02 عق 0( 4 


2 )2 اق 34 2 3 مق 84 
+ + + - 
,4 2 02 لإ 6 0 ل 02 2ق 0 24 


فى هذه امجموعات الثلاث من القوانين السابقة يكون من المهم التحقيق من أن كل المشتقات 
الجرئية المشار إليها محسوبة عند نقط مناسبة . إذا معاملات *ك ,لك ... الخ تتحول إلى أعداد 


يمكننا التعبير عن معادلة ( ١ - +٠‏ ) بمصطلحات المصغوفة بقولنا أن الرامم () 2 
من (3 ,5) إك (ي ,نه) يعطى بالمصفوفة 2 6< 2 


نس 
5 دن © عرق 50 00 
52 عة ]| [20 (26 


2 يي 


)40.9( 


بالمثل ( +٠١‏ - 7) تؤكد أن الرامم (28)6 من (ي ,ه) إلى (+ ,5 ,0) يعطى بالمصفوفة 
2 . 


ال 200 
25 5 | 
(0) رج (طايج |-] (طاء5 (طاءك (40.10) 
م 000 
أخير؟ » نؤكد علاقة ( .+ -م) أن الراسم (2)8"7(0 من (,) إك (2 ,6 ,م) 
يكون معطياً بالمصفوفة 2 ا 3 
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(©),0(2)ء5 + (»),/5.)0(18 2-0 (0)ءى + 0(11/.)0)ءك 
(©)1:)0(2 + (),/17 )1 2-0 (1)5 + ).11 (1.)0 
الى هى حاصل ضرب المصفوفة الموجودة فى ( 40 - ٠١‏ ) فى المصفوفة الموجودة فى 
( 0غ -9) بنفس الأ تيب 


0 م 


نظرية القيمة المتوسطة : 

نتجه الآن إلى المسألة الحاصة بالحصول على الحالة العامة لنظرية القيمة المتوسطة ( 17« - 5 ) 
لدوال قابلة للتفاضل فى ”2 إلى .226 . سيتضح أن تشابهاً مباشراً لنظرية ( 507 - 50) 
لايكون صميحاً عندما 1 < © . من الممكن أن نتوقع أنه إذا كانت الدالة /ر قايلة التفاضل عند 
كل نقطة من الفراغ 0 بقيم فى الفراغ “2 ء وإذا كانت 8 ,© تنتمى إلى “22 ٠‏ حينئذ 
توجد نقطة © ( تقع بين 8 ,© ) بحيث أن 

(ه -6)ء)[ططآ - (ه)[ - (0)] (40.11) 

هذا الاستنتاج يفشل حى عند 2 حت 4 ,1 حامر كا يتضح من الدالة كر المعرفة فى 2 إلى 722 
بالقانون 

(3 - عد ,تيد ء) > (0)][ 
(©)/2. هنا دالة خطية فى 2 إلى 22 الى ترسل عددا حقيقياً +3 إلى العنصر 

(نا(تء3 -1) ,با(»2 -1)) - (11)6()1 

الآن (0 ,0) ع (0)ثر و (0 0) ح (1)/ر » لكن لاتوجد نقطة م بحيث أن 

(0 ,0) ح (مو) رم 
لأى قيمة للعدد 4 غير صفر فى الفراغ 8 . إذن لايمكن للقانون ( )١١ - +١٠‏ أن يظل 
صيحاً فى الخالة العامة عندما 1 < » » حتَّى عند 1 - م . لكن ء يك لتطبيقات كثيرة 
اعتبار الحالة التى عندها 1 حت ي وهنا يكون امتداد نظرية القيمة المتوسطة سبلا . 

٠‏ - 4 نظرية القيمة المتوسطة . نفرضص أن كر معرفة فى فئة جزئية مفتوحة 52 من 
الفراغ 87 وها قيم فى 22 . نفرض أن الفئة 52 تحتوى النقطتين 8 ,© وجزء الخط المستقيم 
5 الذى يصلهما » وأن ث/ر قابلة التفاضل عند كل نقطة من هذا الجزء . حينئذ توجد نقطة © 
فى 5 محيث أن 

(ه - )0 )زط - لم)[- (0)] (40.11) 


البرهان . نفرض أن 27 جح 22 :اي معرفة بأنها 


يفف 


(» -ش5) + م حم + و( - 1) - )بي 
بحيث أن 5 ع (1)ب ,4ه ع (0)0 و 2ب 5ع()ب عند [0,1]ع: . ما أن الفئة 
الجزئية 52 مفتوحة والدالة © متصلة » فيوجد عدد 0 < ل محيث أن ب ترمم الفترة 
(د+1,-) إلى 52 . نفرض الآن أن © جب (ب +1 ,-) :2 معرفة بأنها 
(طا+ ه90 -1))] - )م٠‏ ] ع ()]1 
باستخدام قاعدة السلسلة ( أنظر 4٠‏ - م (ج ) وأيضاً .4 ع ) ينتج أن 
(()'م)(6 هق -1) زط - )عر 
(»-6()6 +2 -2/)1 - 
إذا استخدمنا نظرية القيمة المتوسطة ( ٠*0‏ - 1 ) إلى م » نستنتج أنه يوجد 
بحيث أن )"ل - (5)0 -(7)1 . بفرض وك ()ي دع ء نحصل عل (0,1)ج10 
(7)0 -(1) - (م)[- (0)] 
(ه -2])0)5 - (م)" - 
وهو المطلوب إثبائه 


مع أن معظم الامتداد الطبيعى لنظرية القيمة المتوسطة لايكون ميحاً عندما يكون مدى الفراغ 
هو 4<1 ,485 » يمكن وجود بعض امتدادات . وأحد هذه الامتدادات الأكثر فائدة يعتمد 
على متباينة بالأحرى عن متساوية . 


4٠‏ د 0 نظرية القيمة المتوسطة . نفرض أن "22-72 فئة مفتوحة ونفرض 
أن “8 +-142:/ نفرض أن 52 تحتوى النقطتين 6 ,© وجزه خط مستقيم 5 يصل بين 
هائين النقطتين » وأن ثر قابلة التفاضل عند كل نقطة من ' . حينئذ توجد انقطة م فى اك, 
حيث أن 

|اله - م)ء) رمز > إإ(م)- ٠(م)راا‏ (40.12) 

البر هان إذا كان (»)كث/ر ‏ (8)ل/ر ح وير المتجه الصفرى :ج23 » فإن النتيجة بسيطة . 
إذا كانت #0ملا نفرص أن نز ||/ونا ,ا ونستخدم حاصل الضرب القيامى فى 76 
لتعريف © جب 24:42 بأنها 

9ج عند اإبرا١(«)/-(2)2‏ 
من الواضح أن 
إإله)] - (ط)ر| رم ١‏ +(ه)] - (م)]) - (ه)8 - رم )قر 
ومن السبل اتضاح ( أمرين +٠‏ -ح ) أن 
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دل ٠‏ إ(ل)(*) |10 - (ب)(10181):0 
عند “جين ,وح بد . ينتج من نظرية القيمة المتوسطة +٠0‏ - 4 أنه توجد نقطة © فى 5 
محيث أن 
(ه-0)6 )281 - (ه)3 - (5)ق1 
وا ١‏ [(ه -10/)()6 - 
إذا استخدمنا متباينة شفارتز وحقيقة كون 1 > |إريز || » نمد أن 
أله - 6)(ه)/|| ك ٠ «١.‏ ((ه -6)(ء)زط!) - إإله)م - (5)م|ا 
وهو النتيجة المطلوبة وهو المطلوب إثبائه 
ما أن القيمة المضبوطة للنقطة 6 تكون عادة غير معلومة » فإن النظرية تستخدم غالباً 
باستعمال النتيجة الآثية © التى يستخدم نصها مفهوم العسود لرامم خطى 2 من 2 إلى 72 
المذكور فى كمرين ١*؟‏ - ل . من الضرورى فقط أن نتذكر أن |[م|| 3/4 > |() .|| نكل 
"عه » إذ! وإذا فقط كان الممود 24 > برإلمة|| ٠‏ 
4٠‏ - 5 نتيجة. نفرضص صحة فروض نظرية +٠‏ اه ونفرضس أنه يوجد 0 < 24 
حيث أن 34 > بم|(*)/2] لحميع 5+ . حينئذ نجد أن 
اله ح غ || 34 > إله)] + رم)را 


البرهان . ما أن ([ه - 8 || ممإا(ء)/2|| > إإله - 5/)6()5]| .وماآن 3>ء نغصل على 
اله - قا ة > إل - قإ| مرا(ء) رص > إإله - ق) )رص | > إالم)]- رق)را 
وهو المطلوب إثباته 


تبادل ترتيب التفاضل : 
إذا كانت ر دالة لها نطاق فى الفراغ "22 و.دى فى الفراغ 8# » حينئذ ربما يكون للدالة 
مشتقات جزئية « أولية» عددها م » نرمز لا بالرموز 


كان » .لقا 
وك 11 3 أو 101 


كل من المشتقات الحزئية هى دالة ما نطاق فى الفراغ ”2 ومدى فى #8 و لذلك كل من هذه 
الدوال م ربما يكون لما مشتقات جزئية عددها م . باتباع الرمز الأمريكى المقبول » سنشير 
إلى الدوال 2م الناتجة ( أو مثل هذه الدوال وجدت ) كالمشتقات الحزئية من الرتب الثانية 
للدالة كر وسوف نرمز ها بالآق 
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2 
2١ افك‎ 


و أد 
ينبغى ملاحظة أن المشتقة ابحزئية المقصودة بأى من الرموز السابقة فى المشتقة الحزئية بالنسبة 
إلى رئد للمشتقة الحزئية للدالة كر بالنسبة إلى ريد . ( يمعنى آخر : أولا رن ء ثم رن ). 


.مكننا بطريقة مشابهة » بحث وجود المشتقات المزئية من التر بة الثالثة والتى ها رتب أعلى . 
وكقاعدة » يبمكن لدالة فى الفراغ "8 إلى الفراغ *2 أن يكون لها ”م مشتقات جزئية نونية . 
لكن » توجد ملائمة ذات الأهمية وهى أنه إذا كانت المشتقات الناتجة متصلة فإن رتبة التفاضل 
ليست مهمة . وعلاوة على ذلك لانقاص العدد ( محتمل تمييزه) للمشتقات الحزئية من رتب 
أعلى » فإن هذه القيمة تزيل إلى حد كبير الخطر من القييز الرمزى الدقيق نوعا ما والمستخدم 
لرتب مختلفة للتفاضل . 


يكى أن نعتير تبادل رتبة المشتقات الثانية باعتبار كل الأحداثيات الأخرى ثابتة » نرى 
أنه لايوجد فقد حالة العامة لاعتبار دالة فى الفراغ 222 إلى الفراغ © . لكى نبسط رموزنا 
نفرض أن (ثر ,) تشير إلى نقطة فى الفراغ #2 وسوف نوضح أنه إذا كانت “ري » 
“ريرظ » كربريرط موجودة وأنه إذا كانت /ربرير متصلة عند نقطة » حينئذ تكون 
المشتقة الحزئية “رررير, 42 موجودة عند هذه النقطة ومساوية “ريرر2 . سيلاحظ فى تمرين 
٠ (‏ سش ) أنه من الممكن أن كلا من يري و / يرير2 موجودة عند نقطة ومع ذلك ليسا 
متساؤيين . 

التبرير الذى سيستخدم فى هذا البرهان هو توضيح أن كلا من هاتين المشتقعين المزئيتين 
اتختلطتين عند النقطة (0 ,0) هما نهاية خارج القسمة 


(0 ,100+ 2 ,1)0- (0 ,ط)خ ح ل| .)1 
2 
عنسا تقرب 6 ,#) من (0,0) . 


١-4٠‏ مفترض . نفرضص أن ثر معرفة فى جوار 8 من نقطة الأصل فى 2 بكم 
فى 8 ء وأن المشتقتين .2 ء ,2 موجودتان فى 80 » وأن “/ريرير2 متصلة عند 
(0 ,0) . إذا كانت 4 هى الفرق اتخلوط 

(0 ,0) + (! ,200 - (0 ,)7 - (عا 8)ر ح 1 ,8) هم (40.13) 


فنجد أن 


ماه .م - 
00 50 - (0 ,0) إرظط 
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البرهان . نفرض أن 0 < ع وأن 0 < 8 صغيرة بدرجة أنه إذا كانت 8 > | 6]| » 
5 >|8|ء فإن النقطة (6 ,) تنتمى إلى 00 وأن 
ع > |(0 ,0)طرط - در بط)زرط| (40.14) 
إذا كانت 8 > || فنعرف 8 عند 8 > |4] بأنها 
(0 ,)م - ا ,)م > (م) 8 
التى مها ينتج أن (8)0 - (8)8 ح- ( ,40# . حسب الفرض » المشتقة الحزئية ير 
موجودة فى /8 وإذن 8 طا مشتقة . بتطبيق نظرية القيمة المتوسطة لا« - ١‏ إلى 8 غء نجد 
أنه يوجد عدد و8 عند | 6 |'> | | > 0 حبث أن 
(مط)'8م - (8)0 -(م)8 ع ل] ,)م (40.15) 
( من الملاحظ أن القيمة المقدار 0/ تعتمد على القيمة للمقدار # » لكن سوف لا يسبب هذا 
أى صعوبة ) بالرجوع إلى تعريف الدالة 8 » نجد أن 
(0 ,مط )عط - زعا ,مط)قط - (مة)'8 
بتطبيق نظرية القيمة المتوسطة على الطرف الأرمن للمعادلة الأخيرة » نحد أنه يوجد عسدد م/ 
حيث | | > مك | > 0 بحيث أن 
((مع! ,م1) كرط)ءا - (8/')0 (40.16) 
بربط سادلتى 40 - ور)ء (0غ - 5()»ء نستنتج أنه إذاكانت 8 >|#|> 0 
و8 >|#|>0» فإن 
لا مشاه 
(6 .16) أمرط 7 يرز 
حيث |6 | > | | > 8,0 | > |4 | > 0 . ينتج من متباينة ( )١4 - 4٠‏ والتعبير 
السابق أن 
:> وهر قله 


- 12, )0, 0( 


١ 


عسا 8 >[|0>|/6 و 0>|4[>8. وهو المطلوب إثباته 


بمكننا الآن الحصول على شرط مفيد ( يرجم إلى شفارتز ) لتساوئ الفزئيات المخلوطة . 


| 1م نظرية . نفرض أن ث/ر معرفة فى جوار 80 لنقطة (بر ,*) فى 2ج بقم 
فى 8 . نفرض أن المشتقات الحزئية [يرر© ,كر بي 8 موجودة فى 80 وأن ]رط 
متصلة عند (بر ,«) . حينئذ تكون المشتقة الحزئية /.,10 موجودة عند (نز,*) ويكون 
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(2.*) / يرير2 ع ولا ,6ة) أ برير 8 
البرهان . لا نفقد الحالة العامة إذا فرضئا أن (0 ,0) - (نز ,) وسوف نفعل ذلك » 
إذا كانت 4 هى الدالة المذكورة ف المفتر ضة السابقة » فقد لاحظنا أن 


اث ىن - 
011 رمعلا - (0 ,0) رط 000 


وجود هذه الباية المزدوجة هى جزء من الاستنتاج . من الفرض » ر رر82 موجودة فى 0 » 

وإذن 

يطام 
0 


معوم ‏ ,((0 ,0) رط -(0 ,)ربط 3 5 يدق (040.18 


. إذا كانت0 < ع » فيوجد عدد 0 < ( 8)8 نحيث أنه إذا كانت (8)8 >[8|> ٠.0‏ 
(8)ة >|» | >0» فإن 


6 بام 
ع > إزو ,ورم لكبكاك 


بأخذ الهاية فى هذه المتباينة بالنسبة إلى 8 واستخدام ( ١8 - 4٠‏ ) نحصل على 
> |(0 ,0 لبرط -((0 ,0ازط - (0 بنا) زرط | 


لميع / الى تحقق (8)8 > |#|> 0 وإذن ٠‏ (82,.,/)0,0 موجودة وتساوى 
( 0,0 ) ره . وهو المطلوب إثباته 


مشتقات اعلى 
إذا كانت كر دالة ما ثطاق فى 27 وعدى فى 1 ء حينئذ تكون المشتقة (0) 2 
للدالة كر عند النقطة © هى الدالة المطية فى ”2 إلى 8# بحيث أن 

أغلاء > اد)0)مط -ه)/- د +ء )را 
عندما تكون 2 صغيرة صغراً كافياً .. هذا يعنى أن (ع)“ر2 هى الدالة الخطية الى تقر ب بتدقيق 
أكثر من الفرق (6)/-(6+2)/ عندما 2 تكون صغيرة . تقود أى دالة خطية أخرى 
إلى تقريب أقل فى الدقة عندما تكون 2 صغيرة . من هذه الخاصية للتعريف » يتضح أنه إذا 

كانت (ع) 2# موجودة ء فإنها تكون بالضرورة معطاة بالقانون . 

مة(6)]ول1 + ٠١‏ ٠+ىة‏ )رط - (ت)0ء)[ط 


حيث (وقرءء بوه) 2 فى 80 


خرف 


وبالرغم من أن التقريبات الخطية تنكون يصفة خاصة بسيطة ومضبوطة بدرجة كافيسة 
لأغراض كثيرة » يكون من المرغوب فيه أحيانا الحصول على درجة تقريب أدق من التقريب 
الذى يمكن الحصول عليه باستخدام دوال خطية . من الطبيعى أن نرجع فى مثل هذه الحالات إلى 
دوال الدرجة الثانية » دوال الدرجة الثالثة » . . . الخ ء» لإحداث تقريبات أقرب . بما أن 
نطاق دوالنا هو الفراغ ”2 » فينبغى أن نساق إلى دراسة دوال خطية مضاعفة فى الفراغ 77 
إلى © لنقاش شامل لمثل هذه الدوال . مع أن مثل هذه الدراسة ليست صعبة بصفة خاصة 2 
فستأخذنا بالأحرى بعيداً إلى الحقل حسب التطبيقات المحدودة الموجودة فى عقولنا . 


لهذا السبب سنعرف المشتقة الثانية (ع)ثر 22 للدالة حر عند النقطة »© بأنْها الدالة فى. 
“*8»ا”8 إلى جه نحيث أنه إذا كانت (2 ,/ز) تنتمى. إلى هذا الضرب وكانت 
(و2 رتت ) - 2 و (ملز,...روا) حبر اء فإن 

قلاع )له يلا - ره روم )زءم 
فى مناقشة المشتقة الثانية» سنفترض فما يلى أن المشتقات الحزئية الثانية لادالة “/ موجودة ومتصلة 
فى جوار النقطة م بالمثل » نعرف المشتقة الثالثة () ثر 23 الدالة كر عند » بأنها دالة 
2,0 ,نز) فى ##ر عر © »ا ”2 ومعطاة بأنها 
انار لا (©) 102 5 0 - ف و2 2200 
> .زا 


سنفرص عند مناقشة المشتقة الثالئة أن جميع المشتقات المزئية' الثالثة للدالة ر موجودة 
ومتصلة فى جوار النقطة © . 


ينبغى الآن أن تكون طريقة صياغة المشتقات العليا واضحة ( من وجهة نظر الملاحظات 
السابقة المتعلقة بتبادل رتبة التفاضل ء إذا كانت المشتقات الحزئية المخلوطة الناتجة متصلة » 
فإنها لا تتوقف على رتبة التفاضل ) . 
أحد الاخثر اعات الرمزية العميقة » نكتب 
«(10 و00( )1221 ده 1‏ “(س))]:2 
,(80 ونلا ولا)()1221 عهة ‏ “(سا)]*ط 


(0.... ,1 و8( )121 10 “(م0(ء)1"1 


إذا كانت 2 ع م وإذا رمزنا لعنصر من الفراغ 22 بأنه (ثر ,*<) وكانت 6 ,#) ع ابر 
فإن 0(2)(ه) كر232 تساوى التعبير 


1( )أررمة + علط( )م2 + خا( ) زرط 
افق 


بالمثل ٠»‏ 0(3)(©) 27 وتساوى 
تعال) ]برط + تعلط( ) ]ري 312 + 1:21 () إىى 312 + *ط(ه) إسططة 


"(0()0) ”2 تساوى التعبير 


".ترط ...+ 
الآن وقد قدمنا هذا المفهوم فإننا سوف نثبت الحالة العامة والحامة لنظرية تايلور لدوال 
فى 8 إلى 8 . 

4٠‏ - 4 نظرية تايلور . نفرض أن ثر دالة ذات نطاق مفتوح 92 فى “72 ومدى 
فى 2اء ونفرض أن ثر لما مشتقات جزئية متصلة من درجة 8 فى جؤار كل نقطة على 
قطعة مستقبم 5 يصل بين نقطتين ين +4 --8 ,#6 فى 52 . حينئذ توجد نقطة © على كف 
بحيث أن 

#(م)()*ط + ورم )رط + ره)[ - رج مار 


)"2 مي -*(يو)ره) ]2-1 حلي.. .4 


البرهان . نفرض أن م معرفة عند # فى 5 إلى 2 بأنها 
(ممجم)) - )سر 
وحسب افر اض وجود المشتقات الحزئية للدالة كر » ينتج أن 
,(ناا)(ية جه)]ط - )سر 
,“(سا(س + م)]*ط - )سر 


"(بالية + ع)]"ط د )لكر 
'إذا استخدمنا ترجمة نظرية تايلور م7  -‏ ابعد واحد للدالة م فى 1 » نستلتج أنعيوجد 
عدد حقيق #0 فى 5 نحيث أن 


1 
رومس طب رو)«مم سطس +. +٠ ١‏ (0)" ب+ (5)0 - (1) 


إذا وضعنا 14 + 6-24 0ع حينئذ ينتج المطلوب وهو المطلوب إثباته 
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تمريشئنات 0 

٠‏ - (أ) إذاكانت *ر+*:- .م/م و (3-غ2 ,1+غ38) -()ج » نفرض أن 
)ودر > )م . احسب (7)4/ بطر يقتين مباشرة و باستخدام قاعدة السلسلة . 

٠‏ - (ب) إذا كانت برع« ح (بر ,»)رو (25+34,45+8)-5,2)م » نقرض 
أن (#,ى) وك ح (,ى) اع احسب 7ج ,217 بطريقتين مبساشرة و باستخدام 
قاعدة السلسلة . 

٠‏ - (ج) إذا كانت برع ح (2 ,بر ,)يم و 69,29ى+5) 62ج ا 
نفرض أن 2 راوث ع ( ,ى)م » احسب 227 ,2:4 بطر يقتين مباشرة و باستخدام 
قاعدة السلسلة . 

٠ه‏ - (د) إذا كانت ج«+ مبر+ بم > (2 ,ل« )م 

و 8184 ,/08©ى صلق ,ى 008) > (2 ,ىاع 
نفرض أن (1 ,ى)ع" كرح 4 ,5) . احسب و2 ,2 بطريقتين مباشرة و باستخدام 
قاعدة السلسلة . 

٠‏ م (ه) إذا دارت المحاور الكار تيزية فى المستوى بالزاوية © ٠»‏ فإن الإحدائثين 
الحديدين «,*ن لنقطة ترتبط بالإحداثين الأصليين [ز ,ع بالعلاقتين 

#وم س+ 6 ملو ن ع بر ,6 هلو ه - 0 5م هر ع ير 
نفرض أن 2 ج-*8:/ قابلة للتفاضل فى 87 ونفرض أن (يز,)ث/ر - («رن) 2 
لكل «ر,ع . أثبت أن 
*[(2 جد ]+ *[(ن )ل 2ة] - *[(ن س)تقوط] + *[(د ,د)قرط] 

٠‏ - (و) نفرض أن 0  ]:83+8‏ قابلة للتفاضل فى *# وتفرض أن 
© جح 2 ا( + ,0): عم معرفة بأنها (60 هذه م ,8 205 م) ع (0 ,<)ع ونفرض أن ٠‏ 
و"ترح # . احسب و2 و و2 روضح أن 

*[(0 هنة , ,04 ومء م)ل,ط] ع *[(6 ,)طيمطط] رك تاطرطط] 
*[(0 هذ : ,8 وم م) ز,2]+ 

. 2 (ز) نفرض أن 88ح -28:/ قابلة للتفاضل فى‎ - +٠ 

(!) إذا كانت (جزء)ير ع (بر ,)”م ع فإن ‏ (بر ,)يهار ع زر ,)وير 
لحميم («ر,ع) . 

(ب) إذا كانت (برم + ج#ه)ك/ر ع (بر ,د احيث ‏ #ءطره فإن 
(< ,*)قيوطه ح زر ,و يرطة لميع (2 ,ع . 


نارق 


(ج) إذا كانت 9+ *>)] - (62)” فإ (تز,ء) 7 طعا - زر رعد) انبر 
لجميع (رء) . 

( د) إذا كانت 22-92 > (ر ,)5 فإن 20 (ن ,و 7وطج+ زر بط رطر للميع 
م . 1 

٠‏ - (ح)نفرض أن “8ب م ونفرض أن © نقطة داخلية من 4 . نفرض 
أن م كر معرفتان فى 4 إلى #5 وقابلتان للتفاضل عند م . إذا كانت 8# ج 2:4 
معرفة بأنها («)ع . (#«)ر ح (#«)لم لكل 4ع« ء أثبت أن 4 قابلة للتفاضل عند 6 
وأنه إذا كانت ”8ع ء فإن 

((مالء)عط) ٠‏ 0)]+ )ع ١‏ ((د)ه)61) - رب)زء)طط 

. ط) عبر عن نتيجة تمرين ٠غ - ح بدلالة دوال الإحداثيات‎ ( - +٠ 

6 - (ى) نفرض أن 4-8 ونفرض أن © نقطة داخلية من 4 . نفرضص أن 
"# :م قابلة للتفاضل عند © وبحيث أن 1 ح ||(*«)/|| عند 4مع»* . أثبت 
أن 0 عرس . (0)/ حيث “ع9 تشير إلى ميل الدالة كر عند 6 ( انظر تمرين وم ب 
ى ) . فسر هذه النتيجة هندسيا . 

٠‏ - (2) نفرض أن 8 ج+-*8:/ ( موجبة) متجانسة من درجة / يمعنى أن 

(م)7" - (م)م عند 0<) عم 

(أ) إذا كانت ثر قابلة للتفاضل فى 80 ء أثبت أنها تحقق علاقة أويلر(*) : 

() ,طب + +٠٠ ١‏ (»)]رطط دع رعلا 
لحميم (وك,... ,ع« ح 2 فى 88 احيث .#0« . 

(ب) وبالمكس ء نفرص أن كر تحقق علاقة أويلر ونفرض أن 0خو» ,87 ع6 
نفرض أن (©4)ثر ع (0)م عند 0< 4 ووضح أن ()ع/ > (0)ع/ عند 0 < 4 . 
استخدم هذا لإثبات أن الدالة كر متجانسة من درجة #6 . 

٠٠‏ - (ل) نفرض أن “8ح :20,2 م ونفرض أن الدالة ‏ "82ح (4)/:عم 
هى الدالة المكسية الدالة كر ,معنى أن : 


(*) ليونارد أيلر ( 107٠07‏ س ١078#‏ ) »© من أبناء يازل ء تعلم مع يوهن. برنوكق . 
أقام سنوات كثيرة فى البلاط الملكى فى بيتر زبورج » لكن هذه الإقامة قطعت مخمس 
وعشرين سنة فى برلين بالرغم من حقيقة أنه كان أبا لثلاثة عشر طفلا وأصبح أعمى كلية 
فقد كان قادرا على كتابة أكثر من ممائمائة بحث وكتاب وأعطى مساهمات أساسية لكل فروع 
الرياضيات . 
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لانت تا 
لكل مءعءع .و (ش)مرء(2 . إذا كانت ثر تابلة للتفاضل عند نقطة هاعه وإذا 
كانت ع قابلة للتفاضل عند (©) كر ح 8 » أثبت أن الدالتين المطيتين (2#)5 و (4) 2 
تكون كل مهما الدالة المكسية للأخرى . أى أن » (4) رط " (ط)ع2 و (ط)عط " (ه) /م 
هما المحايدان فى "8 , : 
+٠‏ - (م) نفرض أن #6 جح *#0-8 »8:80 خطية ثنائية بمعنى أن 
١ن‏ ,'*) قط (2 ,)هه - (ر ,نعط + عنه) 8 
(« ,)68 + (2 )قله - (”رط+ ره ,)8 


6# به وجميع ابر ,'* ,»ا فى «0. من الممكن البرهنة على أنه توجد 
006 بحيث أن |إس || ||« ] 34 > || (ر ,»)8 | لجميع «ر,عد فى مم . بفرض 
هذا ٠‏ أثبت أن 8 قابلة التفاضل عند كل نقطة ‏ تج - 90 »ا ع (ر,ج) - وأن 


(ثا ,ن) 8 + (د ,<) 8 - (ن بن)(< ,)618 


الجميع (7,ن) فل 8ه د جه زمر 


٠‏ - (ن) نفرض أن #6 جب »8:80 خطية ثنائية بالممنى المذكور فى 
القرين السابق ونفرض أن (*« ,*)8 ع («)م لكل “عع . أثيت أنه إذا كانت 
"8 معنا » فإن 

(1) (م«ع)ع 2 ع (مرم)ع لكل 8ع 

(ث1) («ام)وط - زع ب8)4 + زه ,)8 - ()(«)ع 2 

(نتا) ممع + )لوم + ممع - رج ماع 

وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت 8 متاثلة معنى أن (+ ,در)8ه - (بر ,)8 فإن 

ف يك 0600 

. (م)‎ 64١ (ح) مستخدما‎ - 4٠١ (س) اعط برهانا ثقرين‎ - 4٠ 

- (ع) نفرض أن “2-2 مفتوحة ونفرض أن #6 جب 2:م قابلة للتفاضل فى 
. نفرض أن (4,8) - / قترة مفتوحة فى © ونفرض أن *2 +-8:1 قابلة التفاضل 
فى # ومحيث أن 29 0)ع . إذا كانت *ه8 ه-15:وهم - 2 أثبت أن 

((ع'ع)(()ع )زم دعم 
٠م‏ - (ف) نفرض أن “42212 مقتوحة ونفرض أن 85 ج-92:/ . تفرض 


1/ 


أن 42 تحوى النقطتين 6,8 وقطعة خط 5: واصلة بين النقطتين ٠‏ وأن الدالة كر قابلة 
التفاضل عند كل نقطة من 5 . أثبت أنه يوجد راسم خطى ‏ *8 ج1.:80 محيث أن 
© - ش6)عة - (ه) وسا(ة) ر. 

٠‏ - (ص) نفرضص أن "2-8 فتتمتصلة مفتوحة ولفرض أن © ج 2©:/ قايلة 
للتفاضل فى 42 . إذا كانت 0 ح (*«)كرط لكل 9ع » أثبت ان (ز)ثر ت () رز 
لكل 14ع(«,< . اثبت ان هذا الاستنتاج ربما يفشل إذا كانت 52 غير متصلة . 

٠‏ - (3) نفرض أن ”7-8 خلية مفتوحة ونفرض أن 8ج 3:م قابلة 
التفاضل فى ل . وضح أنه إذا كانت المشتقة الحرئية 0 > (ج) كر و2 لكل لع * » حينئذ 
كر لا تعتمد على المتغير الأول بمعنى أن 

ا 0 
لأى نقطتين فى /ى الى الإحدائثى الثانى » . . . » الإحدائى الذى رتبته م تكون متساوية . 
- (ر) وضح أن الاستنتاج للتمرين السابق ريما يفشل إذا فرض أن ل ليست غلية . 
- (ش) نفرض أن © جه :م معرفة بأنها 
لع 
(0 ,0) >( ,») :]1 2-0 
أثبت أن المشتقتين الحزئيتين الثانيتين كير و كريرير 82 موجودتان عند النقطة (0 ,0) 

٠٠‏ - (ت) استخدم نظرية القيمة المتوسطة لتحدد بالتقرب المسافة من النقطة 
(3.2,4.1 ) لنقطة الأصل .' اعط حدود اللطأ لتقديرك ., 

12 (ث) إذا كانت “42-2 مفتوحة وكانت *# ج-92:م . نفرض أن‎ - +٠ 
تحتوى النقطتين 8 ,© وقطعة الفط 5, الواصل بين النقطتين » وأن كر طا مشتقات جزئية‎ 
متصلة فى كر ..أثبت أن‎ 

نل (ه -ط)((ه - ط)» + عاط | - (ه)1- (طا1 


7 (خ) نفرض أن # ج 8:ج ,الا مشتقات ثانية متصلة فى‎ - ٠ 
إذا كانت عه وأن (هدم)ع+ زر ع)م- روه‎ )1( 
) أثبت أن #2 ج82: تحقق ( معادلة الموجة‎ 
,لا)ختررط >( )غ710‎ ١( 
. الحسيممع (ررع)‎ 
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(ب) إذا كانت (22-ع)ع +(2 +ع3)/ >(« ,اه أثبت أن 8 <-82:ه 
تحقق المعادلة 
80-0[ ,)310,0 -(73 ,3)نةى 4102 - (82 ,)نا 410 , 
لكل («ر,») . 
6خ - (ذ) إذا كانت 82ج822:م لا مشتقات جزئية ثانية متصلة وكانت. 


(0 صنه م ,04 8مهم)ير ح (0 ,)م عند 0968 ,0< ء أثيت أن 
(0 ,6 )ملموط + 0 ,»ا صقبط 4+( ,متطيط - (و جه ؤررط + زو ,)زرط 


(0 ,)لمي ره بط بط 0 - 


حيث 0 مزو م > بر ,0 ومن م > بر 


٠. 0 


٠ متشروع‎ 

٠‏ - © (هذا المشروع هو تعديل لطريقة نيوتن التقليدية لتحديد الحذور عندما يكونه 
جذر قريب بكفاية معلوما ) . نفرض أن ثر معرفة ومتصلة فى فئة مفتوحة تحتوى على الكرة 
المعلقة. ( > |مد-ع|: 90 ع - ).8 بقيم فى 26 . نفرضص أن كر قابلة للتفاضل عند 
كل نقطة من (ن#)م8 وأنه يوجد عدد © » حيث 1 > © > 0 » ورامم داخلى خطى, 
+8 ج26 بحيث أن © -1) > |لم»)ز»1| وأن 

© > مرم|(:)/2١٠5-1]||‏ عند »)عع 

(أ) نفرض أن "8 ج ).8:ج معرفة بأنها (2)ه1- > (2)ع عند (,)بءع 
أثبت أن ج قابلة للتفاضل عند كل نقطة من ).8 وأن تتقلص م بثابت 1 > © ( انظر 
؟؟-4) ف (وت)رق . 


(ب) عرف (بع-,ج او («امدي..ع عند لازعم ‏ . وضح أن 
لإمد- هاا "© > إمد- .| وإذن ينتج أن 7© > مد .كا عند 0  <‏ < » . ومن 
, بوت ص" 
«>اأمد-ءةا| عند و1 ,0 لعز 


(ج ) أثبت أن () متتابعة كوشى ومن ثم تقترب إلى عنصر (.8.)2 ع © بحيثه 
أن *-(2)م . وبالإضافة إلى ذلك » نحصل على التقدير ,*0 > |ج- يا 

(د) وضح أن 0-:ت)م) وأن + هو العنصر الوحيد فى (م*).8 الذى عندهم 
تتلاثى /ر ل 


لفرف 


الباب الحادى والأربعون ‏ نظريات الراسم والدوال الضمنية : 

نفرض أن 52 فئة مفتوحة فى 0ج ونفرض أن كر دالة بنطاق 92 ومدى “8# ه؛ 
لانفرص أن دام ما لم توجد إشارة خاصة . سيتضح ء تحت فروض سينص عليها » 
أن يشار إلى « الخاصية الموضعية » للراسم /ر عند نقطة (14ع© بالراسم الى 0) زم 

بدقة أكثر قليلا . 

(1) إذا كانت وك م ء (ع)/2 ادخالية (- واحد - واحد) فإن كر ادشالية 
فى جيرات صغيرة للنقطة م6 » : 

010 إذا كانت و < م وكان (©)/ر2 رامما فوقيا (- يرسم ”# فوقيا إلى83) » 
فإن الصورة تحت ثر لحوار صغير النقطة © هى جوار للدالة (6)ر؛ وأن 

(للذ) إذا كانت وي عم وكانت (2/)6 تناظر أحادياً ( - واحد - واحد وفوقيا - 
عكسيا ) » حينئذ /ر ترمم جوارا 7 للنقطة © فى نظام واحد - واحد فوقيا إلى جوار لآ[ 
للدالة (©) ر . توجد فى حالة (ل) ء دالة معرفة على 7 عكس تقييد الدالة كر إلى له . 

كنتيجة لهذه النظريات للراسم سنحصل على نظرية الدالة الضمنية الى هى إحدى النظريات 
الأساسية فى التحليل والمندسة . نقدم أيضاً نظرية باراءكرية مفيدة والنظرية اطامة للرتبة , 
الصنف (01)92 : 

محرد وجود المشتقة ليس كافيا لأغراضنا ء تحتاج أيضاً إلى اتصال المشتقة . نتذكر أنه 
إذا كانت “8 <-2:/ قابلة التفاضل عند كل نقطة من “42-27 ؟ فإن الدالة 
(#د)ثير طجاعد راسم من 492 إلى الجموعة (84 ,)2 لمميع الدوال الخطية من ”1 
إلى “8# . من الملاحظ فى باب ١؟‏ أن هذه الغئة (*2 ,”59012 هو متجه قراغ » لاحظتاً 
فى تمرين (1؟ - ل) » أن هذا الفراغ هو فراغ عمودى تحت العمود 

1ع اعلا كع : :)اا مده - مرزانطزا (41.1) 


١؛‏ - ١‏ تعريف . إذا كانت 598 مفتوحة فى “22 وكانت 26 ج-92:م ٠.‏ نقول 
أن كي تنتمى إلى الصنف (1)92© إذا كانت المشتقة (*) 2 موجودة لكل 9ج 
وكان الراسم (<«)/2 حجدير من 2ك إلى (42)18”,15 متصلا تحت العمود (1-41) . 

نتذكر من مثال وم - م ( د) ء أنه لكل 42ع# » بمكن مثيل المشتقة ()/12 
بواسطة م كا © مصفوفة يعقوبية [(*),رر2] . ومن ثم نمثل (2])9-(+«)/2 
باللمصفوفة م < 9 . 

1 رط - («) ن]رط] 
1 


ينتج الآن من متباينة ( 8١‏ - ه) ء أن 
[00 ]ره - هم نرها يي بل ! > مادورط- رصا 
وإذن يدل الاتصال لكل من المشتقات الحرئية 805 فى 58 على أتصال (ن)](12 جاير 
سنترك للقارئ إثبات أن المكس هو أيضاً صميح » وإذن نحصل على النتيجة الآنية . 
(4-#نظرية. إذا كانت ”1 42 مفتوحة وكانت 29 <-42:/ قابلة للتفاضل 
عند كل نقطة من 52 ء فإن كر تنتمى إلى صنف (42)*© إذا وإذا فقا كانت المشتقات 
الخزنية ‏ ...1 > [ ,و ...1 >1 بر للدالة كر متصلة فى © . 

سوف نحتاج إلى المفتر ص الآقى » الذى هو مغايرة لنظرية القيمة المتوسطة . 

/:42 مفترض . نفرض أن "4218 فئة مفتوحة ونفرض أن “1 ج‎ " - ١ 
قابلة للتفاضل فى 19 . نفرض أن 12 تحتوى على النقطتين 2,8 وقطعة خطية 5 تصل‎ 
بين هائين النقطتين » و نفرضص أن 42م . حينئذ نجد أن‎ 

(مم|(معاطط - درطا جد له - ط|| ك اله - 5)(»)]ط -(ه)] -(0)ا 

البرهان . تفرض أن “2ج ج (1:ج معرنة عند (2©5 بأنها 

()(<)[ط - نع)] - رماع 


بما أن (مب) كر خطية » فينتج أن »)2 -(»)]2 - (ع)وم عند 4ع 
إذا استخدمنا نظرية القيمة المتوسطة ٠غ‏ - ه » نستنتج أنه توجد نقطة 85 ع0 محيث أن 


|الم)ع - (ط)ع || > اله - ط)(مء)مط - رم)] - (5) را 
االه - 5)((م»)لرط -(ء)/ )| > إ(ه - م)(ء)وط|ا ع 


(+مإا(م») رط - رع)رط|) مد له - م وهو الطلوب إثباته 


النتيجة الآئية هى المفتر ض الدليل لنظريات الرامم 

/:9 مفترض تقريب . نفرض أن "18 92 مفتوحة ونفرض أن 26 جه‎ 4 - ١ 
تنتمى إلى الصنف (1*)42© . إذا كانت 6152م وكانت 0 <ع © حينئذ توجسد‎ 
(ع)8 محيث أنه إذا كانت ,2 ,1 -ط ,(ع)ة > امد عنا| » فإن 9ع« وأن‎ <0 
)41.2 2 اسحسعلاء > العصحموهرط -همم- دمر‎ 

البرهان.. بما أن (مر)/ر2 جح عد متصلة فى 52 إلى (25 ,)2 ء بإعطاء 0 < م 
توجسد 0< (8)8 0 2 بحيث أله إذا كانت (8)8> م -ء|| فإن 2942 ا وأن 
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> مم|(م<)]13 -(2/)2|| . نفرض الآن يد ,عد تحققان (8)8 > | - .|| فينتج أن 

قطعة الفط المستقيم الذى تصل د » وعد تقع داخل كرة مغلقة مركزها م ونصف قطرها 

(ع)ة 8 أى داخل 492 . أستخدم الآن مفتر ض (4-ج# لممصول عل الاستنتاج المذ كور 5 
وهو المطلوب إثباته 


نظرية الراسم الادخالى : 

سنوضح الآن أنه إذا كانت ثر تنتمى إلى الصنف (1)9 © وإذا كانت () رط 
إدخالية » فإن تقييد الدالة كر لحوار مناسب للنقطة © يكون إدخاليا . 

سيتذكر القارئ الم بعلامة « الرتبة » لتحويل خطى » أن 26 + ”1:8 تنكون إدشالية 
إذا وإذا فقط كانت رتبة و> م-(8ة) 

4١‏ - ه نظرية راسم إدخالى . نفرض أن ”8 ج22 مفتوحة » وأن "8 ج-92:[/ 
تنتمى إلى صنف (1)62© » وأن ()/2 حل إدخالية . حيتشذ يوجد عدد 0 < 8 
بحيث أن التقييد للدالة حر إلى (8 > |إء - ع||: ”28 ع »«)ح وه إدخالى . وبالإضافة إلى ذلك » 
يكون عكس التقييد م8 | م هو دالة متصلة فى 24 ك(,8)م/ إكى "2 ,2 

البرهان . بما أن الدالة الحطية (6) “2 ح بك إدخالية » فينتج من نتيجة «مس*0 أنه 
يوجد 0 <م بحيث أن 

"8# عياعهةم إلباء)/|| ‏ إاساء (41.3) 
نستخدم الآن مفترض التقريب 4١‏ - غ حيث مله حداع لتمصول على عدد 0 < 8 بحيث أنه 
إذا كانت 2 ,1 -ط ,8 > إاء- »| فإن 

| - صد|| 27 > | لو - ,)نط - (وع)م - )مرا 
إذا استخدمنا متباينة المثلث للطرف الأيسر طذه المتباينة » نحصل على 
أل حع|| 2 ك |إلوع)م - (ع)مر|| - الدع - )|| 
إذا ربطنا هذا مع ( 41 -8) حيث دا - رع حي ء محصل على 

)م - ()م/||ع امع - بعد| ,2 (41.4) 
عند 86 ع يعد . هذا يرهن أن التقييد للدالة كر إلى ,8 إدخالى ؛ ومن ثم يكون ذا القيد 
دالة عكسية سوف نرمز لها بالرمز يم . إذا كانت (:8)/ © علا » حينثك توجد نقط وحيدة 
(ردم عدي« فى .8 بحيث أن (:)/ - ير . ينتج من ( 41١‏ - غ) أن 

إإدب- دنر || (م/2) > |الورع - رمعا 
ومنها ينتج أن '-(.8 | /) ع متصلة بانتظام فى (م8)/ إلى 82 .0 وهو المطلوب إثباته 
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لاحظ أننا لا نحتاج لتعريف مم فى حوار (6)لر ؛ أى أن ٠‏ (6)ثر لا تحتاج لآنه 
تكون نقطة داخلية من (,8)م/ ١‏ لهذا السبب لا يمكننا عمل أى فرص عن قالمية التفاضل 
لدالة بم . ستثبت فيا بعد نظرية. عكسية أقوى تحت فروضص إضافية . 


نظرية الراسم الفوقى : 

النتيجة الآنية نتيجة زميلة نظرية الرامم الإدخالى . تثبت هذه النظرية » الى ترجع إلى ل. م. 
جرافز(*) أنه إذا كانت كر فى صئف (1)2© وكان الرامم (©) 82 لبعض ,© 66 
فوقيا للفراغ 2 إلى >8 فإن كر ترسم جوارا مناسبا للنقطة 6 إلى جوار لدالة (©) ير 
أى أن كل نقطة من 26 الى تكون ملاصقة بدرجة كافية إلى الدالة (6)/ر هى الصورة تحت كر 
لنقطة قرب © . 

سيتذكر القارىء الم بعلامة « رتبة » لتحويل خطى أن الرامم "2 جه 1:80 يكون 
فوقيا إذا وإذا فقط كانت رتبة م > 4 (1) 

4١‏ - 5 نظرية الراسم الفوق . نفرض أن “22-2 مفتوحة ونفرض أن 
“8 ج-2:/ تنتمى إلى الصئف ()1© . نفرضص أنه عند بعض 52ج 6 ء تكون الدالة 
اللطية (0) 2 حدرة فوقية للفراغ "8 إلى "84 . حينئذ يوجد عددان 0 < 7# و 
0 < » بحيث أنه إذا كانت +27/يه > |[(0)/- بر| و 86 عبر 
فإنه يوجد عع صحيث أن >-(*)م و »> |ه-ي| 

البرهان . بما أن .2 فوق ٠»‏ فإن كلا من المتجهات الآساسية 

(1ى...,0,0) 2 وهر و(0 رن و1 ,0) يه و(1,0,...,0) 2ع 
فى 25 هو الصورة تحت 22 لمتجه ماى "72 » مثلا بلا ,. . . ورية ورين . تفرص الآن أن. 
2 جب 24:15 هى الدالة الخطية الى ترمم رء إلى رف عند © ...1,2 حتارء أى أن » 


سه ير - (مه )لد 
ينتج أن 36 ”2 هو الراسم المحايد فى "32 » أى أن ب - ()1.004 لكل "8 © (ز . إذ! فرضنا 


"سا احم 


(*) لورانس م. جرافز ( ١895‏ - 1978 ) ولد ق كانساس » لكن أرتبط يجامسة 
شيكاغو لنشنوات كثيرة كطالب وكأستاذ . ومن أحسن .ما عرف به مساهمته فى التحليل الدالمه 
و حساب التفاضل والتكامل للمتغيرات . : 
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حينئذ يدل تطبيق متباينى المثلث وشفارتز على أنه إذا كانت كنه :53 - ل » فإن 


لاسن مها بل > ركم 


لاد الك 0 ٍ< 


ا«ا| مد 
حسب مفار ص التقريب 4-41 يوجد عدد 0 < © بحيث أنه إذا كانت 
2 > به > ||ء -ي|| ٠‏ فإن 42عغ< وإن 


ال - .هر جلج > الود - ,هط - (وه)] - لن)ما (41-5) 
نفرض الآن (ه > |[ه - |: 2ك بع - ,8 ونفرض أن 26 6 بحيث أن 
21 > |(»)/- ]| . سنوضح أنه يوجد متجه ب حيث .8 © + بحيث أن (6«)ر ح بر 
نفرض أن م ح معد ونفرض أن ((7)00- 2409 +0 - ,د بحيث أن 
36 > |إ(»),- رز »م ك مد - | » ومنها 
+1-2) عداء دا 1طم: د > ام:- كا 
نفرض أن 30 ,.. . وان ,0ك >> © قد اختيرت بالاستنتاج فى ”2 بحيث أن 
(“1/2 -1) > |[ء | ,“2/ه» > |إديد - دزا (41.6) 
عند 4-1,...87 . نعرف الآن (1 < 2) دمر بأنها 
[(دسمة - )مط - (-منة)] > (.2) ]14 - مد 2 بم (41.7) 


١‏ ينتج من 41١(‏ - 0) أن 
[الحسمد - مد)سط - (ضمد)م - (مد)مرا| دج كك إامد - مدا 


لدم - مرا > 
وإذن ينيج أن '*"2/» > ("2/ه)ة ك مد - دمم|و أن 
إاء - ذكداا+ الم || ك إأه مدا 
ه(1-1/2) +( *"2إه)ا ع 


1-1/2*3) - 
ما يغبت ( 5-41 ) عند 1 ل م ح عل . لذلك » بممكننا هذه الطريقة تركيب معتابءة 
() فى .8 . إذا كانت م < مم ء فنجد أن 
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ألحكد - مد | + ٠ ١ ١‏ + |إممم - بجو || + |[دسمة - مند|| > |إسعد - مدأ 


4 ره ٠‏ «4 
زمه ركفو 0 م2 217 - 


ينتج أن (,«) هى متتابعة كوثى فى <2 ولذلك تقترب إلى عنصر ما ب . بما أن. 
("1/2 -1) > |[ه - | » فينتج. أن هدلء-دا أى أذ مهعع . 
بماأن ((2002-170 -مء- يعر ء فينتج آن 
٠14) - ])(( - « - ])<(‏ .آ1 - (مء - )رآ 
وبالإضافة إلى ذلك » نجد من ( 4١‏ - 7 ) أن 
[(ححمة - )سآ - (-م:)] - (,:)]] ا .1- > (د - ب )رآ 
!0م - ).1 - (-مند)] - )11 - - 
[(-مت)] - ()/] - (-م* - ,)رآ - 
بالاستنتاج نجد أن 
()] - نا > زم ).1 
ومنبا ينج أن (*)/- ()/ ار وإذن تكون كل ثقطة بر تحقق 
1 كك |إ()/ - || صورة تحت ثر لنقطة 29 © عدا حيث © > ]م - + |[ . 
وهو المطلوب إثبائه 
١‏ - 7 نظرية راسم مفتوح . نفرض أن "8 42 مفتوحة ونفرض أن "2 ج-92:/ 
تنتمى إلى صنئف (1)49© . إذا كانت المشتقة لكل (+) “2 لكل 92 © د فوقية » وإذا كانت 
92 0 مفتوحة ء فإن (©) / مفتوحة ق 187 . 
البرهان . إذا كانت (6)م © 8 » فإنه توجد نقطة © عع عحيث أن 5 ع ) /ر. 
ينتج بتطبيق نظرية الرامم الفوق ١غ‏ - 5 على © إثر انه توجد 0 < 6 بحيث أنه إذا كانت 
8 > || سم || حينئة توجد © © عد بحيث أن () كر > بر . إذن (©) /ر مفتوحة ق04© . 


النظرية العكسسية : سي 


سثر بط الآن نظريى الرامم فى حالة ي ح م . مفروض هنا أن المشتقة (©) 2 مفروض. 
إدخالية . هذا يحدث إذا وإذا فقط كان للمشتقة (©6) كر عكس الى تكون بدورها صميحة 
إذآ وإذا فقط كانت قيمة محدد جاكوبيان 
[(©)ر] أع2 > [ن) تررط] غعل > )رك 
تختلف عن صفر . 
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سيذكر القارى الم بعلامة « رتبة ٠‏ لتحويل خطى أن © ج 15.:2 إدخالية إذا وإذا 
فقط كانت رتبة و-م-() 

ينتج من اتصال الدوال الحزئية والمحدد أنه إذا كانت (4) 2 لطاعكس » فإن (م) (2.. 
لما عكس عند بد اللاصقة بكفاية إلى © . 

/:92 + 2" م نظرية عكسية . نفرض أن “20 مفتوحة ونفرض أن‎ - ١ 
تنتمى إلى صنف (4)62© . إذا كانت 2 ©© م بحيث أن (©) “ر2 إدخالية » حينئذ يوجد‎ 
جوار مفتوح 7 للنقطة 6 بحيث أن (87) كر س 8 جوار مفتوح للدالة (6) كر والتقييد للدالة كر‎ 
إلى 7]إدخالى إلى 77 فوقياً بعكس متصل ع . و بالإضافة إلى ذلك تنتمى بم إلى صنف (13)10© وأن‎ 

7اع ع0 “[((00)ع)/0]- (بموط 
البرهان . من الفرض (©) “2 - لك إدخالية » وإذن تدل نتيجة +7 7 عل أنه توجد 
0< بحيث أن 
"هءدءهة |(2)هء)/|| ع اءاا 2 
بما أن كر موجودة فى صلف (1)2© ء فيوجد جوار للنقطة م الى فيها تكون () “ر2 قابلة 
للمكس و تحقق 
"اععءه5 إإز(ع)(ع«)م/| > اعلا (41.8) 
حصر اثتباهنا أيضاً فى جوار 87 للنقطة © الذى فيه تكون الدالة كر إدشالية والتى تكون محتوية 
فى كرة مركزها © ونصف القطر © ( كا فى نظرية الرامم الفوق 4١‏ --5) . حينئذ تكون 
(0) يرح 8 جوارا للدالة (0) كر » ونستنتج من نظريات الرامم السابقة أن التقييد 8 |ثر 
له دالة عكسية متصلة 12 ج-37:م . 
يبى أن نوضح أن م قابلة للتفاضل عند نقطة اختيارية ‏ لاج/ب . نفرض أن 
2 © (ربر)ع ح يعد » بما أنثر قابلة للتفاضل عند .بد » فينتج أنه إذا كانت 57 مد » فإن 
()عة |إمعد ح عد|| - زع - )0( ) [ط - جع )] - () 1[ 
حيث 0 + ||(*)»:|] عندما و ح د . إذا فرضنا آن 241 هى الدالة المكسية للدالة الخطية 


»)رط ء فين 
[(* - ع 0) ]4لا د عع 


[(0)ه إإد ح زا - ()] - (14,]/)0 - 
إذا كانت 57 ع* » فإن (نز)ع ح ب عند قيمة ما :لا ©(*)/ - لا ؛ وبالإضافة إلى ذلك 
)يم ح وبر ء» لذلك ممكن كتابة هذه المعادلة فى الصورة . 
((*) 6 كة معد - عد || - > زر - بو ركة - (رب)ع - (ر)ع 
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بما أن (رعد) 2 إدخالية » فيفتج كا فى البرهان لنظرية الراسم الإدخالى ١غ‏ - ه أن 
ألم - || 46 لمم - )مز > إإرنو- نو 
بشرط أن رز تكون ملاصقة بكفاية إلى وز . وبالإضافة إلى ذلك » ينتج من ( 4١‏ - م ) أن 
أل| 1/0) > ممق نكل "هع . وإذن ند آن 
ألدد- نز ادها ذ/2) > المح - )ركه - نجع - رع || 
الآن عندا ونرج بر ء فإن ,مدت زع جح ()ع -عد وكذلك ‏ 0ج |(6)|| 

نستنتج » لذلك ء أن ( )ع2 موجودة وتساوى +-((,:<) [2) ح راق . 

تنتج الحقيقة الى تقول إن م تنتمى إلى الصنف (/1)1© من الملاقة “7 [((2/)8)7] > (ر)ع2 
حيث 87 © لز » ومن الاتصال للروامم 5 

الآجارة ‏ ,(*«)/2 جا ,زنج جار 


عن (7خ2)38,13 جح (127 ,)2 د (27 ,10)ي ج تع بلع ج 17 » عل الترتيب . 
(انظر تمرين 4١‏ -ل). وهو المطلوب إثباته 


دوال ضمنية : 

نفرض أن * دالة معرفة فى فثة جزئية من *2ز ”80 إلى 25 . ( إذا أجرينا التحقيق, 
الواضح للفراغ 225 ”2 بأنه ٠‏ حينئذ لا نحتاج لتعريف ما المقصود بالقول أن 7 
متصلة ٠‏ أو قابلة للتفاضل عند نقطة » أو موجودة فى صنف +0 فى فئة ) نفرض أن 7 ترسل, 
النقطة (5 ,4) إلى متجه الصفر من 88 . مسألة الدوال الضمنية هى حل المعادلة 

0 )م 

متغير مستقل واحد ( مثلا ء نز ) بدلالة الآخر بمعنى أننا نوجد دألة © معرفة فى فئة 

جزئية من 27 بقيم فى 26 بحيث أن (4)ب هم وأن 
0 > )م )8 

لكل د فى نطاق الدالة و . نفرض أن م متصلة فى جوار النقطة (6,5) وتأمل فى 
استنتاج أن « دالة الحل» © متصلة فى جوار © . سيكون ممتملا أن القارئ سوف لا يندهش 
إذا فرضنا أن م تنتمى إلى صنف +© فى جوار النقطة (8 ,4) ؛ لكن ء حم هذا الغرض 
لا يكون كافيا لضمان الوجود والوحدوية لدالة حل متصلة ب معرفة فى جوار © . 

فى الحقيقة » إذا كانت 1ع ي ح و » فإن الدالة الممطاة بأنها و تير زر ,20 
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لها دالتى حل متصلان هما .رت ربر)ري و -(ج)رب مناظرتان للنقطة (0 ,0) . ها أيضا 
حلان غير مت متصلين » مثل 

عد - )وب ٠‏ د قياسية 

داه #0 غير قياسية 
الدالة 2ب ع (بر ,)0 الها دالتى حل متصلتان مناظرتان للنقطة (0 ,0) » لكن لا يمرف 
أى منهما فى جوار النقملة 0 ح عد . لإعطاء مدال أكبر غرابة نجد أن الدالة 8 ج 275:2 الممرفة 
بأنها 

,0 در ,ا >( ,)11 


1 
مع (2) مويك 
؟: 0 04 


تنتمى إلى صنف +4© فى جوار النقطة (0 ,0) ٠»‏ لكن لايوجد دالة حل متصلة معرفة فى جوار 
النقطة 0 2ت بع« . 


فى جميع هذه الأمثلة الثلاثة كانت المشتقة الجزئية بالنسبة إلى ”زر تتلائى عند النقطة نحت 
الاعتبار . فى الحالة 1 وعدم » نحتاج لنص إضاق لضيان وجود وانفرادية دالة الحل وهو أن 
المشتقة الجزئية ليست صفرآً . فى الحالة العامة » نلاحظ أن (8 ,2)4 دالة خطية متصلة 
فى 22 >< ”22 إلى *12 وتنتج دالة خطية متصلة © ج ©22 :,.5 معرفة بأنها 
(« ,6()0 مه)*1دة - (د)مآة 
عند وجوج . بمعى ممقول جدآ » تكون وك هى ٠‏ المشتقة الجزئية » للدالة م بالنسبة إل 
5 بو عند النقطة (8 ,4) . الغرضص الإضاق الذى سنضعه هئ أن يرك لما دالة عكسية , 


نرغب الآن فى تفسير هذه المسألة بدلالة الأحدائيات . إذا كانت (م* .... ,ن*) حه بر 
و (ينز,... ,رن) > بر ء فإن المعادلة 0 ح '(ثز ,)م تأخذ الصورة لممادلات عددها 4 فى 
متغير أت مستقلة ي -4 مر » ولا ,. . . ودلا و3 ...ود معطاة كا يل 


,0 > (ولا 0 ودلا وو ٠0‏ وعد 

ما فوعاعء له قفا ءا .ا عي 2-000 4149) 

00> (ولا و ودلا وو ونع و61) و 
لأجل الملامة ء نفرضص أن 0 -م و 4-0 بحيث تتحقق هذه المحصموعة عند 
0 > ولو,. . . ,0 > ولو ,ل > مد ,. . . ,0 > ,ير ومن المرغوب إيحاد الحل على الأقل بالنسبة 
للمتغير نز بدلالة ا عندما يكون د صغيرآ صغر] كافياً . إذا كانت الدوال رثر خطية » 
فإن الشرط لقابلية الحل هو أن محدد المعاملات ,نز . لايساوى صفراً . إذا كانت الدوال بر ليست 
خعطلية » ححيكذ الشرط هو أن محدد جاكوبيان 
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0 (ط به) 1 0 بكاة 


0 
)ا ...)8 
توجدى هذه الحالة دوال ي,...,1-ز[ ,ري معرفة ومتصلة بالقرب من 0 - م 
بحيث أنه إذا عوضنا 
)0 ...)رب > رب 
(30 ...باوب > ولا 
فى الموعة ( 4١‏ - 4) » فنحصل على متطابقة فى رع 
١‏ - 4 نطرية دالة ضمنية . نفرض أن 126 < ”+1 - 2). مفتوحة ونفرض أن 29 »© (8 ,0) 
نفرض أن + 5:92 تنتمى إلى صنف (1)69© » و أن 0( ,8) ء و أن الراسم الخطى 
المعرف بأنه 
6ن .(ه ,0)(ط6 به) 121 ع (ن)مآ 
هو تناظر أحادى 26 إلى فوقيا . 
(1) حينئذ يوجد جوار مفتوح 1# من "2 © هم دالة وحيدة “© ج 117/7 :ي منتمية إلى 
صنف (01)17 بحيث أن (6)ن > 8 وأن 
7ك ع ااه مر 0-(2<)ب ,)12 
(ب) يوجد جوار مفتوح 7 للنقطة (8,5) فى “2 >< 32 بحيث أن الزوج 8 © (ر ,) 
يحقق 0 ح (ز ,:)2 إذا وإذا فقط كانت (#)ب ح ترعند 3ع . 
البرهان . لاتفقد الحالة العامة عند افتراض أن 0ح-م و 0 2ه . نفرض أن., 
20 ج22: 13 معرفة بأنها 
92> ب :15 ((2 ,)ل ,) > (ن ,)11 
ينتج حالا ( أنظر تمرين م ات ) أن 2 تنتمى إلى صنف (01)42© وأن 
((0,ن)(2 ,)”121 ,ل) - (ن رلا)(ا ,)13م 
عند 2كع(نرره<) اي 144< ”2 » (8 ,/ا) نطالب الآن بأن (0 ,27700 ها دالة عكسية فى 
*2 “87 .فى الحقيقة » إذا فرضنا أن (25 ,”)2 > :1 معرفة بأنها 
"عه 2م (0()4,0 ,21)0 - (ب)ر1 
حينئذ تنبت الحقيقة التى تقول إن (0)ج.آ + ()ررآ - (0 ,هز)(0 ,721)0 أن الدالة عكسية للدالة 
(287)0,0 هى رامم خطى 2 ق.25 25 معرف بأنه 
([(«)مة- ع]' مآ .) > (2 )ك1 
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وإذن ينتج من نظرية الدالة المكسية ١(‏ 4-م) أنه يوجد جوار 87 للنقطة “28 >< "28 © (0 ,0) 
محيث أن ()8 - ا هو جوار مفتوح للنقطة 26 ”2 ع(0,0) وتقييد 47 إل 0 
هو تناظر أحادى إلى 77 فوقيا بدألة عكسية متصلة / ج- 77 : © التى تنتمى إلى صنف (/1)1© 
ويحيث (0 ,0) ح (0 ,0) © . الآن © ها الصورة 

ماع( ,:) عم ((2 )دب ,(2 بنتارب) ح (2 ,) 
حيث "12 جدللا:زري #50 جد لازرب . إما أن 
[(2 )دب ,(2 ,) م] 1 - (ع ,)© 8٠‏ د زع ,) 
[((2 عايب ,(2 )رب)ط ,(2 ,ت)رب] - 
فنستنتج أن »د (2 ,“)رب لكل 7ك (2 ,:) . ومن م © تأخذ الصورة الأبسط 
/ا 21 .<) به ((2 ,ادب ,2) - زج ,2) 
الآن إذا كانت #6 ج 24 »0 :م معرفة بأبا 2 - (2 ,)8 » فإن 2 خطية ومتصلة 
وأن © 5 طم ح رب ؛ لذلك وب تنتمى إلى صنف (/[)© ونجد أن 
/ا»(2,2<) +10 ((2 ,)دب ,«)ط عدج 
الآن نفرض أن (/ 2,0(6): 27 ع - 187 بحيث أن 87 جوار مفتوح العنصر 0 
فى ”© » ونعرف (0 ,)وب ح («)بي عندما لوعي . من الواضح أن 0 > (0) 
وينتج من القانون السابق أن 
/اا عد عم 20-((2)ب بداط 
و بالإضافة إلى ذلك (0 ,)(0 داوب - (ن)(«)ب2 عند "رع ير بلالاع ع ء وإذن 
نستنتج أن © تنتمى إلى صنف (1)18© . هذا يبر هن جزء () ١‏ 

لإكال برهان جزء (ب) » نفرض أن (] ©(7,*) تحقق 0 ح (ثز ,)م . حينئذ 
7 ع (0 ,) - ((ر ,)2 ,) د زو )1ع ومها ينتج أن بعر . وعلاوة عل ذلك 
(()ت ب - ((0 ونايب بن) > (0 رداظ زر أى أن (8)م د بر 

1 وهو المطلوب إثباته 
يكون من المفيد أحيائاً وجود قانون صريح لمشتقة الدالة © . لكى نعطى هذا جد من المناسب 
أن نقدم فكرة كعلة المشتقات الجزئية للدالة م . إذا كانت 42 (لا ,*) . فإن كتلة المشتقات 
الجزئية ( ,بو رى2 هو راسم الدالة الحطية»جج ب 90و معطى بأن 
"غآاع ب 101 (0 ,2()4 ,)دآ - (ن)( ,)ا طورمطا 
و كتلة المشتقات الجزئية (نو,ع)ر2 هى رامم الدالة الخطية 24 ج 825 الذى يعطى بأنه 
9 ع نم عو1] (ه ,2()0 )لط - (ه)(ر )لوطا 
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ما أن (م ,0) +00 ,) - (ن ,4ا) فن الواضح أن 
(ن)(2 )"ل 12 + (ه)(2 ,) لوى 2 - (ن بن)(2 ,)121 (41.10) 

لاحظ أن الراسمين ج.ظ و وك المذكورين ف البر هان السايق هما (0 ,0) 1ر2 و(0 ,0ر2 
عل الثر تيب . 

٠١-4١‏ نتيجة . بفروض النظرية » يوجد 0 < * بحيث أنه إذا كانت 7 >|[ه > ع 
فإن المشتقة للدالة © عند * هى العنصر من 20 ,)د والمعطى كا يل 

[((*)» .ت) ”أن “٠12‏ [((8) ,)تل 2]- - («) مهم (41.11) 
البرهان . نفرض أن 26 “20 ج /11: 1 معرفة بأنها 
/7ا عع عم ((<)ب ,) - («) كل 
حينتذ ها أن 60-((0)م ,)ص - () رمم افتجد أن مجر جب 7[ عزوم هى دالة 
ثابتة . وعلاوة على ذلك » كما رأينا حالا أن 
"1ع ب 108 ((1)(«) مط ,ن) - (ن)(») 1م 
فينتج بتطبيق قاعدة السلسلة +٠‏ - ؟ على الدالة الشابتة عكر * # أن 
(:«) عاط ٠‏ ((«)ءة) "1ط - (م) ٠16‏ )2 - 0 
إذا استخدمنا ( )١١ - 4١‏ » نجدأن 
(2(()0) ب بد تلى 12 + (ن)(()م )وى - (ن ,ن)(()م ,)21 
ينتج من هذا أنه إذا كانت 8ع » فإن 
(0)()ت 0()12(*)م ,)”روط (ن)(()م بداطاوط - (ن)(()م )لاط - 0 
(ن)[0<)؟12١((<)ه‏ )كل 12] + (ن)((*)ب ,)ان 2 - 

ومنها نحصل عل . 
()©2((512)ب بد) كن 12 + ((<)ب ,بطرم - 0 
لكل “تع بر . من الفرض (8 ,ه)رى22 - .1 طا دالة عكسية . ما أن 7 و ومتصلتان» 
فإنه توجد 7<0 بحيث أنه إذا كانت /9>|إأهسدد || ء حينئذ يكون للدالة (()ب ,)كرو 
دالة عكسية . ومن ثم ينتج معادلة ( ١١ - 4١‏ ) المغادلة السابقة وهو المطلوب إثبائه 

ررما يكون من المفيد تفسير قانون ( ١١ - 4١‏ ) بدلالة المصفوفات . نفرض أن لدينا' 
مجموعة من © معادلات فى © -ل م متغير ات مستقلة معطاة فى ( 4١‏ - و) . كنا لاحظنا يتطلب 
الفرض لنظرية الدالة الصريحة أن المصفوفة 


1-١ 


ا ال 


1 0 تجمو] 
لما مصفوفة عكسية عند 'النقطة (6.ه) . ( تذكر إن رو تشير إلى المشتقة الجزئية للدالة ل 
بالنسبة للمتغير الذى دليله نر ) . فى هذه الحالة تعطى المشتقة لدالة الحل © عند نقطة د بأنها 


01 الل 0 ودمد] 2007 الجورل 


2 رربو مول 200 ابول 
حيث من المفهوم أن تقييم كلتا المصفوفتين يكون عند النقطة ((0)3 ,*) بالقرب من (8 ,2) 


نظريتا البارامترية والرتبة : 
مكن اعتبار نظرية الدالة الضمنية ( 4١‏ - 4 ) بأنها تعطى الشروط الى تحتها « المنحى 
المستو ) . 
(0 >( )5 :20 »20 ب زر 6 
الذى مر بالنقطة (8 ,©) . مكن أن بمثل بارامترياً على الأقل موضعياً مثل المنحنى فى “22 ا 720 
ادالة مامعرفة فى جوار /87[ من "2 حم إلى*8 ؛ أى أن 
(/0((:677)م ,) دن 
سنمثل الآن نظرية أخرى تعطى شروطً تحتها بمكن أن تكون الصورة لدالة ترسم فئة جز ئية 
مفتوحة من “2 إلى 22 مثلة بارامتّرى بواسطة دالة © معرفة فى فئة مفتوحة فى فراغ فى بعد أقل . 
لوجود هذه النظرية » سنحتاج بعض حقائق أولية » و لكلها أساسية ء من الجبر المطى الذى 
ربما يكون مألوفاً للقارىء!*) . نتذكر أنه إذا كانت 25 جح ”1:72 تحويلا خطياً فإن المدى أو 
الصورة +1 من بك هو فراغ جزك من 226 معطى يأله 
(ل1ء :رآ ع بيج[ 
والفراغ الصفرى ( أو اللب ) .30 من ب هو الفراع الجزئ من 0ج والمعطى بأنه 


(1)5-0: 8ع عد نر 


*# لتفصيل أكبر » استرشد بكتب هوفمان © كونزى أو منكبيز المدونة فى المراجع ٠‏ 
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يسمى البعد (3)؟ من 16 رثبة م » ويسمى البعد (1)3 من ,ا بصفرية . . ( أى أن 
رئبة 4 هى عدد المتجهات المستقلة الخطية.فى 24 الى نحتاجها لرؤية المدى ,12 » وصفرية .1 
هو عدد المتجهات المستقلة الخطية فى ”8 الى نحتاج إلها لرؤية الفراغ الصفرى ,30 ) . نبرهن 
كتمر ين أنه إذا كانت (للا ,... ردها1 ( حيث (.0)1 - م ) فئة متجهات مستقلة خطية فى 
"2 تشبح 200 الى نضيف إليها # م متجهات ملا ,.. . ...14 لتحصل على أساس الفراغ 
”2 » حينئذ تكون الفعة ((1)س1 ,.. . ,(+ملا)سة1 فثة متجهات خطية مستقلة فى “18 تشبح 
0 . لذلك ينتج أن (.7)1+(2)1 - م ء ومن ثم : يكون البعد انطاق ,2 مساوياً لحاصل 
جمع صفرية ورتبة 8 . 

إذا مشلنائة بمصفوفة م ا © كا فى (8- ١‏ ) » فيمكن توضيح أن رئبة تلاهى العدد الأكير 
م حيث أنه يوجد على الأقل مصفوفة جزئية « كا م محددها ليس صفراً . 

تؤكد نظرية القثيل البارامترية على أنه إذا كانت كر هى راسم *© لفئة مفتوحة ‏ “12 © 
إلى "2 بحيث أن (:)/2 الا رتبة مساوية م لجميع 2ع وإذا كانت 24 » ( > (64)/ 
لقيمة ما (؟ © 6 ٠»‏ حينئذ يوجد جوار 77 العنصر 4 بحيث أن التقييد للدالة مر إلى 7 يمكن إعطاؤه 
كالراسم 03 الذى يرسم ب المعرفة على جوار فى 8 . 

١١-١‏ نظرية القثيل البارامترى . نفرضص أن “42-18 مفتوحة وئفرض أن 
ج 42: / تنتمى إلى صنف (0)'"© . نفرض أن (2/)2 الا رتبة م لكل 42 © ونفرض 
أن “8 »  (‏ (4)] لقيمة ما 9ه . حينئذ 

)0( يوجد جوار مفتوح 42 7 العنصر © ودالة'1<+- 87 : » فى صئف (/01)17 6 و 

(1) توجد فئة مفتوحة '2ح /ل[ ودوال 20 ج /8:18 263 ج لا زياء بحيث أن 

(نآ) («)عهم - (ع«)ر لكل لاعع . 5800[ -()م كل /لاء؛ 

ألبر هان , بدون فقد الحالة العامة يمكن فر ضص 9ع0<م م8برع ند 

نفرض أن (10])0 - .1 بحيث أن "8 ج ”22 : .1 الا رتبة م » ونفرض أن 1م ١.2,‏ ,*) 
هى أساس فى ”122 بحيث أن [0:2.. :1*1 تشبح الفراغ الصفرى من ئ . نفرض أن ,26 
هى رؤية ( ,... ,دكا وأن ل( -ة هى رؤية (م,...,ر.) . ينتج كا ذكرناً 
سابقا أن 152 :1 نظرت بواسطة ‏ ((<)لة > ءا ,...,(,*)ط > :4 0 . نفرض أننا 
أختر :ا (ولا,ى... ,سا4 حيث أن (ولا,...والا1 هى أساس “2 ونفرض أن يلا هى 
الرؤية المقداز ينو , . . . ,ربا 

ينتج أنه لكل .مجه ”1 © ب« تمثيل وحيد فى الصؤرة امير + +٠٠١‏ ررم 2 عر 
نفرض أن روط و ,2 تحويلان خطيان فى 220 ومعرفان كا يل 


1 


د - )م ادن بة رمام 
1+مدق 2725 


واضح أن المدى المقدار :8 يساوى 2 ,1 - [ ,را . بالمثل » نفرض أن 0 و 04 تحويلان 
خطيان فى “22 ومعرفان للمقدار ولاي© +١٠٠+:1ا:©‏ >( بأنهما 


لاز ادليه وزلا)© 09,0022 
واضح أن المدى المقدار 0 هو 2 ,1 - [ ,إل 
إذا كانت ورك هى تقييد .كه إلى ول » حينئذ يك هو تناظر أحادى من ,ل إلى وا فوقيا ؛ 
نفرض أن ,يز ج رلا : 4 هو عكس ولك . تلاحظ أن < - (401.)2. لكل إل :د وأن 
«ا-(00 م ه80 لكل بلاع نر . نعرف 2 الآنى “2 9 إلى ”2 بأنها 
6ع« ,(ع«)وط+ («)ر 0,0 مم - (ع)ن (41.12) 
أى أن 0 > (0), ء نه ترسم 09 إلى ول » وأن 
92> ,و + (*«) ]01510 هم - (2) 12 
ومن ثم تنتمى + إلى صنف (0:)62 . وبما أنه قد لاحظنا حالا أن. (2:)0 هو الرامم الايد 
على ”22 » حينئذ ينتج من النظرية العكسية ( 4١‏ - 8 ) أنه يوجد جوار مفتوح 0 من 0 - » 
بحيث أن (8):: ح “80 هو جوار مفتوح من 0 » وأن تقييد * إلى /] هو تناظر أحادى إلى “ل 
وله راسم عكنى 0ج[ ج '[]:1-ين - بير ينتمى إلى صنئف ('4)8© . و بالإضافة إلى ذلك ٠‏ نجد 
أنه بإحلال “80 و 87 بفئتين اصغر منها » يمكننا أيضا فرض أن “7 محدبة (أى أنها » تحتوى على 
جزء الخط المستقيم الواصل بين أى نقطتين من نقطها ) . 
نفرض الآن أن 26 ج '7] :ع معرفة بأنها 
«اع 'لآع2 2 ,((2)م)/- (ها)ع 
واضح أن م تنتمى إلى صنف (1)87/7© وأن 
'نآع2 .(2 )دآ ١((ع))]12‏ - (عاوطاآ 
مما آن (+) “2 لا رئبة م لكل © © وأن (210)2 للا دالة عكسية عند '[] © * حينئذ 
ينتج من انظرية فى جير خطى أن (28)2 لا رتبة م لجميع "1 © ج . و بمعى آخر 
((ع) 0ر٠0‏ +0) - (م)ع 
((2) 0[ 025 + ((ع) م )00 - 
حيث أن كير عد نير » فينتج من ( 8-45()أن 
'لأع 2 2 ,((ع)سميط + ((2)س)ر ه0٠4‏ - ((ع)م)ه دع 
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لكن ما أن,0 - ٠0,‏ هه ] فى 86 وأن 0-.مهآ فى 87 نجد أن 
(2)ع 06 - ((ع) )0,02 - (ع)ءا (41.13) 
وما ينتج أن (ج)ع2 0,0 - .]1 عند '] ع2 . لذلك » إذا كانت 'لآ © 2 ١‏ حينئذ يرم 
المؤثر © مدى (28)2 ( الذى بعده هو م ) فوقياً إلى مدى ,2 ( الذى أيضاً له بعد م ) . ينتج 
أن © إدخالية فى مدى (28)2 عند 'ناع ع ؛ ومن ثم » إذا كانت '0) ع2 و "1ع 
محيث أن 0 ع (+«) بك فإن 0 ح («)(28)2 ونتيجة لذلك نجد أنه » إذا كانت "لا 2 
و ع8 > يكلا عوج فإننا نستنتج أن 0>-(ع)(2)ع« . 
سنوضح الآن أن "6 <- 'ل] : 8 تعتمد فقط على ,لزج ,2 معنى أنه إذا كانت '00 © 2 
و بلاعوج بحيث أن 'ناعيج +2 »ء فإن (ج)ع- (رج+ع)ع اللاحظة هذا » 
نستخدم نظرية القيمة المتوسطة ( 0+ - 0 ) لاستنتاج وجود نقطة 20 على قطعة الخط المستقيم, 
الواصل بين 2+2 ,2 ( ومن ثم فى '87) بحيث أن 
0 - إإزوع)لمع)ع )|| > |إزم)ع - « + )ع || ع 0 
وإذن (2)ع -(2+22)م كلمطلورب . 
نستعد الآن لتعريف الرواسم ي ,8 ,م نفرض أن "2 ج-8:© هى تحويل خطى. 
يرمم العناصر الأساسية القياسية ,» ,. . . .© فى "2 إلى المتجهات ا ,...,:* الى تكون 
قاعدة للمقدار ولا . حينئذ © هى تناظر أحادى من “2 إلى ,ل فوقيا وإذن 2 ج ,6 :0-1 
موجودة . نفرض أن (71)1('63760© - )070 - 11 2 بحيث أن "4 ع هر 
جوار مفتوح عند 0 فى '12 ونفرض أن [] 017/7 جوار مفتوح عند 0 ع-ه محيث أن 
"لا ك(7)ياه,م . نعرف الآن 20 ج-107 :نه م2 ج98 :8 بأنها 
0)© هصرح )8 )م056 ع (بر)ع (41.14) 
عند /اع* و #إلاع:. من الواضح أن » تنتمى إلى صنف (/1)9© وأن /لا ك (/9)» 
وأن 8 تنتمى إلى (/18)"© و 7 ك (/8)18 . نعرف الآن 25 ج 100 :ب عند /لا عغ بأنها 
60)0مع - ()ب 
ومنها ينتج أن : 
8)0ه] - )0 ٠(مرده])‏ - ()ب 
وعلاوة عل ذلك » نجد أنه إذا كانت ثلا »ا . فإن 
(«)سادع - )يه (نعوه]) - (ل)يه 0:)] - (0«)ل 
لكن » قد رأينا أن («)ماهرطمع > («)ياهعم بحيث أن 
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()(مفرط)( 0 هم)دع - («)بامع - (0)[ 
(«)(ناعرط 70 )5 (0مع) - 
(*) هو - 
إذن («)0م -(7)2 كل لاع . وهو المطلوب إثباته 
أثناء هذا التركيب » قد أثبتنا فعلا معلومات أكير قليلا نستفيد فى هذه النتيجة من التصور 
المستخدم فى برهان النظرية , 
15-49 نتيجة . (أ) الراسم “2 ج /17:ي يكون فى الصورة 2+ رب حيث 
وب هى التقييد إلى 777 للر اسم المطى من 26 ج '#النى يأخذ 8 © © إلى 
...1 >[ ,(ند)ط > زا فوقيا وحيث ولا ء (/71آ)2م 
ب( إذا كانت /]آ ع ) » فإن > (8)4 ٠ه‏ 
١ج‏ إذا كانت 87630 ع* » فإن 7ع و *>-(+«)»ه8 
البرهان . (1أ) ما أن 0208 +0,058 - 8 فينتج من (15-41) أن 0208 +1 8 
وإذن » من تعريف ب نجد أن © ٠ج‏ »0 +1200 م الى ها الصورة المبينة فى (1) . 
(ب) إذا كانت /17 ع » فإن 1ع )0 دصر ع )8 دع ا خاصية كون 
بم "تناع (0)© - )معي - ()يد ء ومنثم ‏ “لا00(6 - (ع)با ترط 
أى أن ل ع ع« وأن ,)0-2060 د )م0236 د (86)ه 
مما يغبت نص (ب) . 
١ج(‏ إذا كانت ا 0 2 > بد عفإنه ينتج من )١5-41(‏ وحقيقة كون 0 > ():2 وأن 
رك («)ل ومن ثم إذا كانت ,0236 تناع بر فينتج أن :36 0 "0 («)ن - )ةط أى 
أن 0 ><« . وبالإضافة إلى ذلك 
)زيط ٠)‏ (0ه س) 2ت (2«) ه٠8‏ 
عد ع («)ياه مر ع () ين 0060-36 موود 
وهو المطلوب إثباته . 
يمكننا الآن استخدام النتيجة لنظرية البار امترية أو اليل البارامترى لبر هنة نظرية الرتبة . 
18-4١‏ نظرية رتبة . نفرض أن "2-2 مفتوحة ونفرض أن "8 + 9:/ 
تنتمى إلى صنف (1)9© . نفرض أن (:) ك2 الها رتبة م لجميع 69ج بد ونفر أن 
“8 ء ( - (4)/ر عند قيمة ما 4م . حيلئة : 
(1) يوجد جواران مفتوحان 7 للنقطة © » ”7 للعنصر 0 فى “8 » ودالة “/: + # : © 
فى صنئف (/0")1© لا دالة عكسية 377 ج-0:3/77ى فى صنف ‏ 00019779 ؟ 
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(11) يوجد جواران مفتوحان 7 للنقطة 8 »'2 العنصر 0 فى 124 »ودالة 2 ج-'2:+ 
فى صنف (01)2 لا دالة عكسية '2 ج-7':2+ فى صنف (01)2 ؛ 

(ننة) إذا كانت اع »ء فإن (2)هدزه+ -(2)/ ء حيث 24 هج 20 :نز 
هو الرامم المعرف بأنه 

قلع (0 ...و0 ره رب )> (مك ربت ربجت و6 0000 60)ما 

البرهان . نفرض أن 0 - 8 و 0 4 وسنستخدم التصور والنتائج الى أثيعناها أثناء 
البرهان لنظرية الثثيل البارامئرى . نفرض أن "2 ج ”8:2 هى الدالة اللطية الى ترسم 
العناصر الأساسية القياسية ,© , . . . ,© من "32 إلى المتجهاث م« , . . . ب“ ؛ إذن 8 هو تناظر 
أسادى من ”8 إلى ”8 فوقيا وإذن 8-4 موجودة . الرامم "8 ج-22:س المعرف بأنه 
(«)ياه'-8 > (»)ى ينتى إلى صنف (1)9© وما أن التقييد هن إلى 67 له راسم عكبى 
0هر جح 'ل] : بها يرسم إلى 87 فوقيا » فينتج أن تقييد © إلى 07 له رأمم عكمى 8ح ىن 
ترمم ('8-1)00 إلى ل8 فوقيا . 

إذا فرضنا أن 22 - /18 وأن 24 جح /187: ي هى كا فى النظرية البارامترية ونفرض أن 
5 + 0 :11 دالة خطية ترمم العناصر الأساسية القياسية 6 ,. . . ,ر» من *8 إلى المتجهات 
...ردلا ؟؛ حينئذ 4 هى تناظر أحادى من “18 إلى“ 1#فوقيا وإذن 8-4 موجودة تعرف 

[/لا 0ت بجت : 85 ين .بن )) د نه 
ونفرض أن "2 ج “8/7 :اج معرفة بأنها 
(و6 بتي ولعه و0 و و2)0 +( وت و)ن > (وة رت )م 

فينتج من نتيجة ( (١ - 4١‏ ) (أ) أن 11 -(27)0 ٠»‏ وإذن تدل نظرية الدالة المكسية 
(41-م) عل أن تقييد + إلى جوار ما '2 المنصر 0 هو تناظر أحادى إلى جوار ما 2 من 
0 > (0) + فوقيا . 

وبتقييد أبمد /3 إذا كان ضرورياً » بمكننا فرض أن 7 -(/1)/ . نفرض الآن أن 
/اع ير ونمتير (»«) 8-0 -(ع)ى . إذا كانت م2 معرفة كما عرفت أعلاه » فإن 
(0 ,(«)ه) > (0 ,(«) هط 2) - )ىو ه,ز . إذن (8)] > (د)ىوم - (ر)و هنهم 
ميم ياع ير . وهو المطلوب إثباته. 


تمرينات : 


2 )#+( -(أ) نفرض أن 2280 مفتوحة وأن »8 جب 0.م . إذا كانت‎ 4١ 
موجودة الجميع وعء وإذا كانت م,...,21ز بو,...,1دزاء حيئئذ أثبت أن‎ 


ع1 


سم|(<)/ط -(»)اط] > إ(ج) قرط - )| ومن ثم إذا كانت ثر تنتمى إلى صنف (©):© 
فإن كلا من المشتقات الجرئية بكر متصلة فى © . 

4١‏ - (ب) نفرض أن "92-8 مفتوحة وأن *# ب 2:م . إذا كانث كر تنتمى 
إلى صنف )00 وكانت 822 مدمجة ٠‏ وضح أن (2/)2 حاير متصلة بانتظام بمعنى 
أنه لكل 0<ع توجد 0< 8 محيث أنه إذا كانت عرع ربر و 8>|در-ع|| فإن 

ع > مرا(د)2 - ععرط|| 

4١‏ -(ج) نفرض أن 9228© و *8ج,2 مفتوحة ونفرض أن “8 ه-2:/ 
تنتمى إلى صنف (9)'© وأن '# ج,92:م تنتمى إلى صنف )00 . إذا كانت 
2 )27 »© أثبت أن 0ع تنتمى إلى صنف  ©")©(‏ 

4١‏ -(د) نفرض أن 8< 7:8 معرفة بأنها ديد ح («) كر . أثبت أن ثر تنتمى إلى 
فصل (8)'"© وأنه تناظر أحادى من 2 إلى 8# فوقيا وا دالة عكسية *"«-(*)م لكلل 
8ع . لكن (2/)0 ليست رأسماً إدخالياً أو فوقياً . هل تنتمى ع إلى صف (8)"© ؟ 

4١‏ - (ه) نفرض أن © جه #:عم بحيث أن #40(*)م لكل #ج< . وضح 
أن م تناظر أحادى من 2 ليل (8)ج فوقيا . 

4١‏ -(و)نفرض أن "428 ء. ونفرض أن "2ج 4:/ ء ونفرض أن 
8 ح (م)م :م هى الدالة المكسية للدالة كر . نفرض أن ثر قابلة التفاضل عند 4 عه وأن بم 
قابلة للتفاضل عند (4)ر - 8 . إذا كانت (2/)8 ليس لا دالة عكسية » حينئذ أثبت أن 
(28)5 ليست لا دالة عكسية . 

١؛‏ (ز)- نفرض أن 22 ج282:/ معطاة بأنها 

(ناه + 22 ,+ ) >(« ,)1 

(أ) احسب (2 ,*) كر فأثبت أن (نز ,+) كرض لا دالة عكسية إذا وإذا فقط كانت 
2 © 

(ب) افحص الصورة لمريع الوحدة ([2,2(:,«]0,1)) عند 2,3 ,1 - ه , 

١؛‏ - (ح) نفرض أنثر هى الراسم من© إلى 87 فوقيا الذى يرسل النقطة (ثز ,) إلى 
النقطة (< ,) حيث 

2 عن تيا 
ارمم بعض منحاءات مقدار ثابت - ١‏ ومقدار ثابت ح /؛ فى المستوى (2 ,*) وبعض منحنيات 
مقدار ثابت حت بز ومقدار ثابت عت بد فى المستوى (< ,/ة) . هل هذا الرمم واحد - واد ؟ . هل 
ترمم كر كل “8 فوقياً ؟ . أثبت أنه إذا كانت 0 كج عد » فإنر ترمم جوارا ما للنقطة («ز ,+) 
بنمط واحد - واحد إلى جوار (2ز* ,*) فوقيا . فى أى نطاق فى المستوى (< ,ة) ترمم الدالة بر 
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المستطيل (2 > بع 0 ,2 > د ع 1:(ز ,)14 ماهى النقط فى المستوى (2 ,*) ألى تر نسم تحت 
عر إل المستطيل (2 ع ن > 0 ,2 > ها ع 1 : (0 ,/ا)1 

4١‏ - (ط) نفرض أنثر هو الرامم من 87 إلى 22 الذى يرسل النقطة (لز,ئد) إلى النقطة 
٠‏ (<,) والمعطى كا يل 

١ 0> 21‏ تبر تبر دين 

ماهى المنحنيات فى المستوى (2 ,*) الى ترمم تحت ل إلى الخطين مقدار ابت ح- لطا ومقدار 
ثابت حدم إلى أى منحنيين فى المستوى («,خة) ينقل الخطين ومقدار ثابت -ز ومقدار ثابت صدهر 
أثبت أن كل نقطة ١(‏ ,/) ليست صفرية هى الصورة تحت ثر لنقطتين . إلى أى حيز ترسم الدالة كر 
المربع (1 > برع 0 ,1ع + > 21:0 ,)1 ماهو الخبر المرسوم بالدالة كر إلى المريم 

(1 > هم>0 ,1 عدي > 0:(دبن)! 


4١‏ -(ى) امرض أن 1< 4:1 معرفة بأنها 


معوعر 105 لمن 2+ - روم 
0ع 101 20 
أثبت أن # لاتنتمى إلى صنف (8)"© وأن #/ ليست إدخالية فى جوار 0 . لكن » فوقية فى 
جوار 0 أن (0) 2# ا دالة عكسية . 
١غ‏ - (ك) نفرض أن 82 ج22 :/ معرفة بأنها 32+ ع ,)> (9 60[ عند 2ع زوب . 
ثبت أن ث تنتمى إلى صنف 0177© وأنت/راها دالة عكسية فى جوار ما لنقطة اختيارية من 2ه . 
ارمم الصورة تحت ث/ر المستقبات 2 ,1غ ,0 - برلمة 22 ,1+ ,0 دعر . أوجد الدالة 
المكسية 2ه ج هونم دي واثيت أن “از ,2/6 رلور ,مموط 
4١‏ - (ل) (هذا القرين يحتاج إلى معرفة معى محدد المصفوفة المربعة ) . تفرض أن. 
(8*.80) .1 ونفرض أن [,] هى مصفوفة تمثل .2 بالنسبة للقاعدة القياسية فى “8 . 
وضح فى عل الجبر المطى أن .2 لما مصفوفة عكسية إذا وإذا فقط كان[]066 > ى ليس 
صفرا . وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت 0 كد 4 » فإن مصفوفة 2-4 تكون فى الصورة 
[ذايم] » حيث رم كثيرات حدود فى به . 
(أ) أثبت أنه إذا كانت ميك ها مصفوفة عكسية وإذا كانت مرأم1-.1]5 ١‏ صغيرة 
بكفاية » فإن .2 لا معكوس . 
(ب) أثبت أنه إذا كانت و ها معكوس ٠‏ فإن الرامم .1 جد.1 يكون متصلا فى 
جوار 2,0 بالنسبة للعمود فى (167 ,56)34 
(ج) نفرض أن 2225 مفتوحة وأن “8 +-2:/ تنتى إلى صنفا (0:)0) 


5105 


إذا كانت (2/)6 لها دالة عكسية عند بعضص 42 ع6 ء فإن ()/2 لا دالة عكسية فى 
جوار ما العنصر ©. 

(١‏ -(م) نفرض أن © ج822:م معرفة بأنها عر-#بر- رو ,)م . أثيت أن ز 
تنعى إلى صنئف 0823© لكن 0 ح (0 ,7)0ج2 . أثبت انه لا توجد دألة © معرفة 
فى جوار مثل 77 للعنصر 0 يحيث أن 0 ح (()0 ,)ل لجميع بلك بد . 

4١‏ - (ن) نفرض أن *8 ج-83:/ معرفة بأنها 

(2<2 - جو - جر رع جر + ع) - (2 رو ,)ل 
محبيث (0 ,0) ع (0 ,0 ,0) كر وأن (0 ,0 ,0) “رط معطاة بالآق 
] 
(1) أثبت أنه يمكننا الحل بالنسبة إلى (0)2 > (ز ,:) بالقرب من 0 2 وأن 
١‏ [)-]-0مم 
(ب) أد الل الصريح عند (0)2 > (بز ,:) للعصول على 


2-7 2 5 
يتك وو جحيو) - هاه 


حقق النتيجة الموجودة فى جزء (أ) . 
(ج ) أثيت أنه بمكدنا الحل بالنسبة إلى () لو > (2 ,[) بالقرب من 0 ح عد وأن 
| !]| -0بم 
(د) أد الحل الصريح عند (), > (2 ,نز) لتحصل على 


2 2 
5 1 ع 
2 م لكف 


حقق النتيجة الموجودة فى جزء (ج ) . 
١‏ - (س) نفرض أن 82 ج 2:25 معرفة بأنها 
1 (1 ع يوج عر + ببؤن يي ,2ع لج بيهلا + عزن ل بإنهة) > (ن8 ,ا ول و80 رالا )17 
بولاحظ أن (0 ,0) > (1,0--2)2,1,0 
)0( وضح أنه مكننا حل (0 ,0) نت (نز ,د ,نلا و« ,نم بالنسبة إلى (,) بدلالة 
(10,<ا ولة) بالفروض (0 ,1 ,2) . 
(ب) إذا كانت (0 ,ا ,/ة)ب ح(ثز ,ءد) هى الحل فى جزء ( أ) » أثيت أن (1,0 ,2) و2 
تعملى بالمصفوفة . 
1 


1 
4١‏ -(م) نفرض أن “428 ونفرض أن 8 ج 7:4 تمثل ضمنياً ملحا :252 
فى 22 مثل « السطح المستوى » 
(2(>0 ,رن : شه (2 ,3 ,)) دوي 
إذا كانت # قابلة التفاضل عند نقطة داخلية 
المامى السطح جرك, عند هذه النقطة هو فئة النقط 


1 1 


ع5 206 .لا .ه*) فى 4 »© فإن الفراغ 


(0 > (2 ,8 )و ومن كك :”8 © (2 ,ا ,)1 


0 
حعيعث و رورم د 


هو الرامم المألوف من © ج #2 والمعمرف بأنه 

(20 - 2 وول - ل رو - )200 رولا ووعا) 1217 + (مج رولا ,وع<) 1 > (2 ولا ج3)لوء.ورءوى لد 

(20 - 2 وولا - لا وم - 200036 مولا وم*) ”11 - 

(1أ) اثبت أن الفراغ المامى عند النقطة 200 ,ولا,,*) يعطى بالآق : 
(0 > 0ج - 2002 ,ون ,,) قوط + زر - )لمج ,ونا ,م*) لوط + لم - )20 رولا ,)1 :(2 ,98 ,)1 
حينئذ الفراغ المانى السطح ع5 يكون مستويا إذا كان واحد على الأقل من الأعداد 
(20 رولا ووئة) 17و10 ,(20 رولا ,و»ة) “101 ,(20 ,ولا ,)12,1 يختلف عن صفر . فى هذه الحالة يسبى 
الفراغ الماس للسطح م5 بالمستوى الماس للسطح .5 عند النقطة (20 ,ولا ,..*) 


١‏ - (ف) نفرض أن © ج<82:/ ء والمعطاة أسفل » تمثل ضمنئياً سطحاً +5 ىق 
كالسطح المستوى 


(0 > (ع ,ىن ,)2 :20 ء (ع ,ل ,)) دوق 

فى كل من الحالات الآثية » حدد فراغ اماس للسطح م5 عند النقط المبينة 

(أ) نفرض أن 2-2 + > (2 ,ا ,3) عند النقطتين (1,1:2) و (0,2,4) 

(ب) نفرض أن 22-25 +*و+ 2 > (2 ,ل ,)5 عند النقطتين (0 ,4 ,3) و (3,3,0/7) 

(ج) نفرض أن «<- > > (2 ,« ,)”م عند النقطتين (1 ,1 ,1) و (2 ,8 ,4) 
4١‏ -(ص) (أ) نفرض أنه ء بالإضانة إلى فروضص نظرية الدالة العكسية ( 41-م) » 
من المعروف أن الدالة كر مشتقات جزئية متصلة من رتبة 1 < 2 . أثبت أن الدالة المكسية 
"# ج-37:ع الا مشتقات جزئية متصلة من رتبة 72 . 

(ب) أثبت النتيجة المناظرة لنظرية الدالة الفسمنية ( 41 - 9) . 

» ق) نفرض أن 2 +-*2:/ تنتمى إلى صنف (1)82 . وضح أنثر ليست إدخالية‎ (- ١ 
تقييد الدالة /ر لفئة مفتوحة من 82 ليست إدخالية‎ ٠ فى الحقيقة‎ 


لفت 


4١‏ -(ر) نفرض أن #2 جب ©#:ع تنتمى إلى صنف ‏ (1)10© . وضح أنه إذا كانت 
8 >6 ء حينئذ تقييد الدالة م لأى جوار © ليس راسماً فوقياً إلى جوار (©)8 . 

4١‏ - (ش) نفرضص أن (*87,85)” 1 إدخالية ونفرض أن 0 <م بحيث أن 
الممطلاء اعلا لكل ©#ءخ . وضح أنه إذا كانت (2)8",85 ع1 محيث أن 
:> ورا -مطاا » فإن وم إدخالية ( ومن ثم تكون الفئة لروامم إدخالية مفتوحة فى 
ا ا 2 

١‏ -(ت) نفرض أن (*8#0,8)ع 1 رامم فوق وأن 0 < دم هى كا فى برهان 
(:؛ -ه) . أثبت أنه إذا كانت (0م جه)صو عر محيث أن لس > ررزلة- 1 ©» 
فإن وك راسم فوق . ( من ثم » تكون فئة الرواسم الفوقية مفتوحة فى (*2 ,")2 ) . 

|| (ث ) نفرض أن "28 ج- 87 :ع تنتمى إلى صنف (01)187© وتحقق 1 > © ك مر|(>)ع‎ - 4١ 

لكل" ء » إذا كانت («)ع + » - (ج)م] عند "626 ء وضح أن الدالة كر تحقق 
ألمحد] ه > الع -,ء) - )2 - ز,) ما 
لجميع ون« رود فى"2 وأن تناظر أحادى من "8 إلى 8 , 


مشروعات : 

١‏ - (4©) ( يعطى هذا المشروع برهاناً أولياً ومباشراً لنظرية الدالة الضمنية ) نفرض 
أن 2287© مفتوحة ونفرض أن 8 ج-92:م تنتمى إلى صنف (9©9)'© . نفرض أن 
5((»9,ه) وأن 0ع (طبه)5 وأن 0< (ط به)طيط 

(أ) أثبت أنه توجد غلية مغلقة [ءط ,,ط][يه,ره]- 0 مركز (4,8) بحيث أن 
0<(« ,«)طرط لكل ©ع(رع) وبحيث أن 0>(ط)5 و 0<(رمبع)م لكل 
زمه رماع 

(ب) إذاكانت [يه ,ره]ء عد »فإن الدالة *1 جح [يط ررط]: ,5 المعرفة بأمها(ز ,)م - (ر) 8 
عند [بطررطاء بر تكون بحيث أن (يم)5 >0> )م و 0<زنام عند لفررضاء ار . 

(ج ) توجد دالة ب ترمم [يه,,ه] إلى [دط.رة] يحيث أن 0-(*)ي ,)8 الجميع 
له ررهم]ع 2< . 

(د) إذا كانت (مه,ره)ء د وكانت || صغيرة بكفاية » أثبت أنه توجد ./ عند 
|| 8.1 >260 يحيث أن 

[()م بحا -[(2 + ع)م بطع ع]سم دم 
[(<)ب -0ط+ عاع][(بط جع)ب ررط+ ماطيط + 5 [(م + عم ,رط +ع]م,م د 
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(ه) أثبت أن ب قابلة للتفاضل فى (ج4» ,,») وأن 
[(0)ج ,آلو /[()م بحاقرط- - رير)'ي 

( و) عدل الاستنتاج السابق لدالة "4 معرفة على فئة مفتوحة "+1 29 

(ز) نفرض أن 2-72””47 مفتوحة ونفرض أن 2 + 2: © ,7 تنتمى إلى صدف 
(9)'© ونفرض أنه لنقطة ما 287 6,5(6) نحصل على 0-(5ب5)0 م 0-(6,5)© 
تفرض أن 

(طبه)طيبرظ ‏ (طبه) ارط 2 
را سه 

حينئذ لا يتلاثى على الأقل واحد من (5,ه)5,., و ((يه)طري,ط نتفرض أن 
0 6ت (ط ,ه) ,12 ونستخدم (و) لنحصل على (:,,3 .)ب ع وءرنا فى جوار 1 < "2 » (رط به) 
ومن ثم 0 > ((بيجة و ٠ ٠‏ وو6) © وييجة ...)1 فى هذا الجوار . نضع الآن 

(لصمة نب و00 © نوه و 0+ )© > (بيو ...)14 
حسب قاعدة السلسلة يكون 

(جم82,,0()10) + برط > لآربط 

حيث حسبت هذه الدوال عند نقطة مناسبة . بها أن (قدي,)/(لروط)- > مر.,2 فنستنتج أن 
"قو,/ة- ح يق ,2 الى لا تنعدم عند (52 ,©) . حينئذ رمكننا استخدام (و) لممصول على 
(1,... .)شل ,يد فى جوار “8 ج 4ج . ( هذا يثبت نظرية الدالة الضمنية فى الحالة الى فيها 
2 حي نمحصل على امتدادات حمالة ألى فيها تكون © عامة بالاستنتاج ) . 

4١‏ - (8) (هذا المشروع يوازى المشروع 4٠‏ - بن ويعطى برهاناً مباشراً بدرجة أكثر 
لمزء الأول لنظرية الدالة العكسية 4١‏ - م ثم للمزء المذكور فى النص ) . نفرض أن 
”8 2 مفتوحة » وأن "2 +-42:/ تنتمى إلى صنف (001)42 وأنه عند بعض ‏ !12061 
يكون الرامم الخطى (,+)/2 تناظراً أحادياً . نفرض أن »)2 -:1 

(أ) أثبت أنه توجد 0 <م محيث أنه إذا كانت + >|.«- | »ء فإن 
1ك )مط ٠١‏ -ة|ا . 

(ب) نفرض أن |4 >5 وتعرف عند ثبوت بر حيث ‏ 5>|(م/- | » 
«(-*)/- )اك عند ,> ود . حينئذ ير قابلة للتفاضل 12 > |(م<) 5505| » 
ع مرااظط هط -قز عند ,د عدجا . 

(ج) إذا كانت 5 الوم «, » نفرض أن © معرفة عند ٠‏ > | | 
بأنبا ()5 15 ع -(»),© 0 حينئذ ,© تقلص مقدار ثابت. ؛ على سطح هذه الكرة , 

(د) إذا كانت : > لمعا - جو تعرف مح (جع)ب ٠»‏ (7).ت),0 - (إ)رر.ي عند 


رف 


,2 ,1 ,0 ع م . أثيت أن 2*7 > رمم - (عيهز| "2 > إ[(د)يث - (كنيف وها 
ينتج أن +2 > |(«).ب-(0)...م]] عند 0< :« < » . بوجه خاصيكون ؟ > |إ:- (9).م| 
أى أن هذا التكرر ممكن . 

(ه) وضح أن كلا من الدوال (يم) متصلة عند 5 > |(,:)/- <| وأن المتتابية .م 
تتقارب بانتظام إلى دالة متصلة ب حيث أن (9)م - ((<)9),© عند 5 > ||(م<)/- <ا|| ومن ذلك 
ينتج أن بر ((00)م)/ عند > |إلم)/-<«] . حينئذ تكون الدالة يو هى الدالة المكسية 
للدالة كر فى الفئة (5 > |](<)/ - «|: نا) وثرسمها إلى الفعة (7 > أو - *|: *) 

4١‏ - (7) (يوازى هذا المشروع مشروعى .+ - © » ١غ  -‏ ويعطى يرهانا 
مباشراً لنظرية الدالة الضمنية ) . نفرض أن “8 8 42 مفتوحة ونفرضص أن 92 07( ,5) 
نفرض أن #6 جب-25:2 تنتمى إلى صنف (©)'© ء وأن 5)*..10-0 . وأن ألراسم 
الخطى "جر ج126 :12 المعروفث يأنه 

"اع نه 10 (ن,20)0 ,)12 > (م)مسآ 

هو تناظر أحادى من 85 إلى *2 فوقيا » نفرض أن 1-1١‏ 

(1) أثبت أنه يوجد 0 < ” بحيث أنه إذا كانت *7 > “ولا - «إا+ ”م - + حينئذ 

"عه عم |إصزا؛> إ(دس,م)زج وعط»1- د 
(ب) نفرض أن !> و>0 بحيث أنه إذا كانت 45 | حينئذ 
لتنا 
لكل *« ثابتة عند 5ك ال«- ع نعرف (بر )”10 برح زر).كت عند 16 > ور | 
بقيم فى 14 . أثبت أنه لكل « عند 5>|ى- ]| » يكون 
أ« دزا ع المت - نر«)يه )|| 

لجميع وز روز اللذين يحققان ,41> [ام- د« , 

(ج) إذاكانت : د اءد- ع ٠‏ عرف ,بر (ع)وس و ((>اء) ين (+*) رن عند 
-4 . وضح أن +2 > |(»)رب - («),بمل|| عند 0 < م <ه ومن مم 
]| » أى أن هذا الكرار مكن . 

(د) أثبت أن كلا من الدوال يل متصلة عند 5 > |إ,- || وأن المتتابعة (ا) تقاربية 
منتظمة لدالة منتظمة /و محيث أن 

5 > اام - || اله :10 0 - ((م)ل اسل 

(ه) لتوضيح أن و قابلة للتفاضل عند 5>أ*- !ا استعمل تمرين وم اث 

واستخدم استنتاجا مشابها للذى فى (د) 4 (ه) فى مشروع ١‏ - © لكل مركبة ال 
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الباب الثانى والأربعون ‏ مسائل إضافية : 

ناقشنا فى باب 50 باختصار العملية المألوفة لتحديد نقط داخلية الى عندها تئال دالة حقيقية 
القيمة لمتغير واحد وقابلة للتفاضل نهايات عظمى أو صغرى نسبيا . لم يناقش دائما الاستفسار 
عن كون نقطة حرجة ( أى » نقطة نتلاشى عندها المفتقة ) هى فصلا نقطة نهائية » لكن بمكن 
غالبا در استه باستخدام طريقة نظرية تايلور م7 - 5 . التحليل لنقط الرجوع ( النهايات ) الى 
تنتمى إلى حدى النطاق يؤدى غالبا إلى تطبيق لنظرية القيمة المتوسطة ا« - 5 . 

فى حالة الدالة بنطاق ى (1 < م) ”2 ومدى فى © » يعتبر الموقف غالبا أكثر تعقيدا » 
وتحتاج كل دالة إلى در اسة قائمة بذائها . لكن » توجد نظريات عامة قليلة ومفيدة ستقدم هنا . 


نفرض أن 29 1422 ونفرض أن 2 ج 7:2 . يقال لنقطة 42 © 6 إنبا نقطة نباية 
صغرى نسبية الدالة كر إذا كانت توجد 0< 8 محيث أن (*)/ > (0)م/ لكل 42 © عند 
8 >|©-*|| يقال لنقطة 42©© إنها نقطة جاية صغرى دقيقة نسبية للدالة كر إذا كان يوجد 
8<0 محيث أن (*)م >()/ لكل 42 ©* عند8 >||ه- *|| >0 بالفسل نعرف نقطة 
هاية عظمى ( دقيقة ) نسبية للدالة “أر. بالإضافة إلى ذلك » إذا كانت 6192© هى نقطة نهاية 
صغرى ( دقيقة ) نسبية أو نهاية عظمى (دقيقة ) نسبية للدالة مر » نقول إن © هى نقطة نهائية 
( دقيقة ) نسبية للدالة كر » أو إن /ر لها نماية ( دقيقة ) نسبية عند التقطة © . 

الننيجة الآتية مفيدة جدا فى حالات كثيرة . 


؟؛ - ١‏ نظرية . أفرض أن”22 2-2 ونفرض أن 2 ج-12:/ إذا كانت نقطة 
داخلية © من 42 هى نقطة نهاية نسبية للدالة كر » وإذا كانت المشتقة الحرئية (52,/)6 للدالة 
كر بالنسبة إلى متجه ”46 © موجودة » حينئذ 0-(12,/)0 


البر هان . من ألفرض تقييد الدالة كر إلى تقاطع رع مع الخط المستقم (12 1 : يم +ع) 
له نهاية نسبية عند © . لذلك ينتج من نظرية ا« ب + أن 0>-(2,/)6 
وهو المطلوب إثياته 
47 - ”5 نتيجة . نفرض أن ”12287 »2 ونفرض 2# ج-2:مم . إذا كانت 
نقطة داخلية م من 22 نقطة نباية نسبية من الدالة كر » وإذا كانت المشتقة (10/)6 موجودة » 
فإن 2/)0-0 


البرهان . ينتج من ننيجة .هم - + أن كلا من المشتقات الحزئية م , . . . ,1 > ز ,(»)/,2 
«وجودة وأنه إذا كانت ”2 6 (ملا ,. . . ررا) ده اء فإن 


(©)]رطرنا 300 ()2/1)0 


1 


من النظرية السابقة يكون 0 -()/,82 عند م,... ,1 حدثر »ومنها 0-(ب)(10/)0 
لكل *1عين . وهو المطلوب اثباته 

ينتج أنه إذا كانت ”2 4 »ء وإذا كانت 2 ج22:م ذا نقطة نباية نسبية عند 
2؟ع » و إذا كانت (©) /2 مو جودة » حينئذ 

42.1) ل« ,... ,مد )لط‎ 0->0 ١ 

تسمى نقطة داخلية © التى عندها 0 > (ع)/72 نقطة حرجة الدالة كر . نستنتج أنه إذا 
كانت 22 فتة مفتوحة فى "#2 الى فيها تكون ث/ قابلة للتفاضلى » حينئذ تحتوى فثة النقطة 
الحرجة للدالة كر على كل نقطة الهاية النسبية للدالة كر . من الطبيعى ر بما تحعوى هذه الفئة النقط 
الحرجة أيضاً نقطا عندها لا يكون الدالة كر نقط مباية نسبية . 

( وبالإضافة إلى ذلك » رربما يكون الدالة /ر نقط نهاية نسبية عند نقط داخلية © من 5 عندها 
لا تكون المشتقة (»)/2 موجودة أو ربما يكون الدالة كر نقطة نباية نسبية عند نقطة 42 © 6 
وال ليست نقطة داخلية للفئة 42 ى أى حالة » سوف لا تكون النقطة © نقطة حرجة للدالة /ر ) . 

«؛ -م أمثلة . (أ) نفرض أن 3ير - (*)لكر عند [1,1-]©2 . حيلئذ 
0 - (2/,)0 ء لكن » ري ليس لا نقطة نهاية عند 0 تس عد . ومن زاوية أخرى » الدالة 
وكر الها نقطة هاية دقيقة عند النقطتين 1 + (١.‏ اللتين ليستا نقطتين داخليتين من النطاق و ليستا 
نقطتين حر جتين ) . 

(ب) نفرض أن | + |-(*)ي عند [1,1-] جد . حينتذ (2/:)0 غير موجودة» 
لكن ء ير لها نباية صغرى دقيقة نسبية عند النقطه الداخلية 0 . ومن زاوية أخرى » 
ور اها نقطة نماية نسبية عند النقطتين 1 3 . 

(ج ) نفرض أن 2 ج122 :ى] معرفة بأنها تزع(« ,+)و/ . حينئذ 0ح-(0 ,2:00 
أى أن نقطة الأصل (0 ,0) نقطة حرجة للدالة ور » لكن » ليست نقطة ناية للدالة وكرلآن : 

0< نر ين؟ (ير ,دام > (0 ,مدر 

0 > دعم (بر عام < (0,0)مر 
نقول أن نقطة الأعلى (0 ,0) هى نقطة ركوب ( نقطة بردعة ) للدالة وكر بمينى أن كل جوار 
(0 ,0) يحتوى نقطا عندها ور أكبر بدقة من (0 ,0) زكر وأيض] يحتوى نقطا عندها كر أقل بدقة 
من (0 ,0) وك . 

(د) نفرض أن 8 ج-2 2:1 معرفة بأنها  2+2(‏ بز)(2ع سا بز) عت (يز ,)وك . 
أثبت أن 0 > -(0 ,2/,)0 وأن تقييد ور إلى كل خط مار بالنقطة (0 ,0) له نباية صغرى نسبية 
عند نقط الأصل . لكن » أثبت أنه فى كل جوار (0 ,0) توجد نقط عندها كر موجبة بدقة 
ونقط أيضاً عندها ير سالبة بدقة . 


للف 


اختبار المشتقة الثانية : 

نظراً إلى الأمثلة السابقة » يكون من المناسب وجود شروط نكون ضرورية ( أو كافية ) 
لضمان أن نقطة حرجة هى نقطة نهاية أو أنها نقطة ركوب ( بردعة ) . نعطى النتائج الآتية شر وطا 
بدلالة المشتقة الثانية للدالة كر الى قدمناها عند نهاية باب 4٠‏ . 

4٠‏ - 4 نظرية . نفرض أن ”82 42 مفتوحة ونفرص أن 7 + 17:/ ها مشتقات 
جزئية ثانية متصلة فى 2 . إذا كانت 42 © © هى نقطة لهاية صغرى نسبية ( على الترتيب » 
نباية عظمى ) للدالة كر » حينئد 

0د سسزعازيط يل - مراص 42.2 


[ عل الآرتيب » [0 > 00(2)(ه) ر#ه] لكل ”جع م 
البرهان . نفرض أن 1 > |[م| ,87 ء مد . إذا كانت م هى نقطة نهاية صغرى نسبية » 
فتوجد 0 < 8 محيث أنه إذا كانت 58 > | | حينيذ 0« )/-(مم +ع)م ‏ . ماأن 
2 مفتوحة » فيوجد 0 < ,8 عند 8 ك رق بحيث أن «ام -له تنتمى إلى © عند رق > + ك 0 
من نظرية تايلور 4٠‏ - 4 تود ,+ حيث ,8 > + > ,م ك 0 محيث أنه إذا كانت 
با يي ٠.‏ فان 
“(سه)ن» )”1+ زمو)ن )زم +ل)] - رسم جع )زر 
مما أن © هى نقطة نبساية صغرى نسبية وينتج من نتيجة 49 - م أن 0 > (0) 2 ؛ 
حيلئد نجد أن 
0 < *(سعى)(ن) 1 
عند ,8 > : > 0 . ينج أن 0 < 2(ص)لى) 2 22 . ما أن | : | ك | | - [[ه حرم 
فينتج أن »جيك عند 0 ج-م. ما أن المشتقات الحزئية الثانية للدالة م متصلة » إذن 
(0)ير 22 0 < 2م نكل 88 ع سر حيث 1 > |[ ||ء اانى منْها تنتج النتيجة . 
وهو المطلوب إثباته 
التتيجة الآتية هى نتيجة عكسية جزئيا لنظرية + 4 . لكن © لاحظ أن فرضها أقوى 
قليلا من الاستنتاج 9 - ؛ . 
4٠‏ -ه نظرية . نفرض أن "49-72 مفتوحة ء ونفرض أن 2 ج+-92:/ لها 
مشتقات جزئية ثانية متصلة فى 52 » ونفرض أن 22 © © هى نقطة حرجة للدالة كر . 
(أ) إذا كانت 0 < 2(س)(م)ير 22 لكل 0غدسر 2و 85 عدا ع حينذ /ر ها 


نباية صغرى دقيقة نسبية عند © . 
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(ب) إذا كانت 0 > 2(س)(م)ثر 22 لكل 0 كسد ,#89 ع 0 اء حينئذ ير الا نباية 
عظمى دقيقة نسبية عند © . 
(ج ) إذا كانت 0()00(2)ثر 22 تأخذ كلا من قيم موجبة دقيقة وقيم سالبة دقيقة عند 
”6 ع بن » حينئذ ”رالا نقطة ركوب ( بردعة ) عند © . 
البرهان . (أ) من الفرس نجد أن 0 < 2(م) (م)عر 22 عند د فى الفثة المدمجة 
(1-اس]: "2ع «) . ما أن الراسم 6()00(2)ثم 22 ح ا متصلة فتوجد 0 < :7 
حيث أن 
1 - ام ع1 71 عد “(م) )122 
ما أن المشتقات المزئية الثانية للدالة حر '.تصلة فى 9 » فتوجد 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت. 
5 > |]»-« ]| فإن 
1>|ما ع مد د “م0 )2 
حسب نظرية تايلور +٠‏ - 4 » إذا كانت 1 + ك 0 فإنه توجد نقطة ,© فى قطعة الخط 
الواصل بين © و 26+40 يحيث أن 
“(سم)ن )”4+ (مم)ن )زط +ن), - رس بن )ز 
بما أن منقطة حرجة فينتج أنه إذا كانت 8 > + > 0 و 1 ح || || ٠‏ فإن 
0< ننمة < *(م)(ن )27 - (0)] - رمم جى )ل 
أى أن ()/<(»+6)/ عند 8 >إإه »|| > 0 ٠‏ وإذن كر ها نهاية صغرى دقيقة 
نسبية عند 6 . أى أننا قد برهنا الحزء (أ) وبرهان الحزء (ب) يكون بالمثل . 
(ج ) نفرض أن 7 ,+10 متجهى وحدة فى ”8 بحيث أن 
0 > *(دسوزء)ز*2 2 ,0< :م1 
إذن ينتج من نظرية تايلور أنه عندما تكون 0 < 4 صغيرة بكفاية نجد أن 
()] > دم + ع)م 2 ,)2/< رس جار 
أى أن م نقطة ركوب ( بردعة ) للدالة بر. وهو المطلوب إثباته 
تقودنا مقارنة نظريى +4 م ه ء مغ - ه ء إلى أجزاء التحمينات الآتية : 
(1) إذا كانت 42 ع6 نقطة نهاية صغرى دقيقة نسبية » حينئذ 0 < 0(2)() 22 
لكل 0عدسر 29ء سراء 
(13) إذا كانت 42> 6 نقطة ركوب للدالة عر » حينئذ 6()0(2)ير 22 تأعذ كلاه 


من قبم موجية دقيقة وقما سالبة دقيقة 0 
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(للا) إذا كانت 0 < 2م0(م) ير 22 لكل ”22 © فإن م نقطة نهاية صغرى 
نسبية . جميع هذه التخمينات باطلة » و يمكن ملاحظة ذلك بأمثلة , 
لإكال نظرية *؛ - اه نجد من الضرورى معرفة ما إذا كان للدالة 2(م)(م0) ثر 22 ج بر 
علامة واحدة . بمكن استخدام نتيجة هامة ومعروفة جدا فى الحبر ( أنظر كتاب هوفان وكونتس 
المدون فى المراجع ) . لتحديد هذا . لكل م ,... ,2 ,1 ح ارا نفرض أن رك هى المحدد 
للمصفوفة ( الممائلة ) . 
نه 0 (إفرتردها 


() ]10 مان () 1ط 
إدا كانت الأعداد وذ ,... رك ورك كلها موجبة بدقة » حينئذ 0 < 2(م)(ه) ثر 22 
لكل 0 مسر وأن ثر ها نهاية صغرى بدقة نسبية عند © . إذا كانت الأعداديك,... ريشررظ 
على التعاقب سالبة وموجبة بدقة » فإن 0 > 0(00(2) ثر 22 لكل 740« وأن رالا نهاية 
عظمى نسبية دقيقة عند © . فى الحالات الأخرى بمكن وجود نقط ماية ونقط ركوب . 
تكون صيغة أقل تعقيدا فى الحالة الخاصة الهامة التى فيها 2 -- م أكثر ملاءمة وجزء أكير من 
المعلرمات بمكن اشتقاقه نحتاج هنا لدراسة دالة الدرجة الثانية . 
02 جد و8 2 + ةيرم - 0 
إذا كانت 0 < 82 - 406 ج فى » حينتذ 4*0 (وأن 0*© ) ويمكن تككلة 
المربع ونكتب 
ث3ه -عه) + رمه دسم)] ل - نو 


وإذن علامة 0 هى نفسها علامة 4 ( أو 6) . ومن ناحية أخرى » إذا كانت 0 > 4 » 
فإن © تأخذ كلا من قي موجبة بدقة وقيم سالبة بدقة . يتضح هذا من المعادلة السابقة إذا كانت 
معو هر وال أثبعناها حالا عنما 0 >- 4م . 

تجمع هذه الملاحظات فى نص أسابى . 

؟*4 -5 نتيجة . نفرض أن 142122 مفتوحة » ونفرض أن © ج 2:م لا 
مشتقات جزئية ثابتة فى 52 » نفرضص أن 4ع 0 نقطة حرجة للدالة ر » ونفرض أن 

*[)زرط]- )زموطء)/ رط دده (42.3) 
(أ) إذا كانت 0 < ى وإذا كانت 0 < (©)/ر 2 فإن للدالة كر نباية صغرى دقيقة 


نسبية عند التقطة © . 


لكف 


(ب) إذا كانت © < لى وإذا كانت 0 > (6)/ر و2 فإن للدالة كر نباية عظمى دقيقة 
نسبية عند النقطة © . 


(ج) إذا كانت 0 > ى » فإن للدالة /ر نقطة ركوب عند النقطة م . 


بعض المعلومات الخاصة بالحالة التى فيها 0 ح لى ستعطى فى القّارين . 


مسائل نهايات بقيود : 
قد ناقشنا للآن الحالة الى فيها تنتمى نباية الدالة 8 <- 12: /[ داخل نطاقها "2 2 © . 
م نستخدم إحدى ملاحظاتنا لتحديد نقط الماية عند الطرفين . لكن » إذا كانت الدالة معرفة 
عند طرق 5402 وإذا كان هذان الطرفان 52 بمكن مثيلهما بارامّريا بدالة ي » حينئذ تستلتج 
مسألة نقط الباية بفحص نقطةالهايات للترب م"ثر . 


توجد مسألة متعلقة تقود إلى طريقة لطيفة ومشوقة نفرض أن 5 هو « سطح » محتوى فى 
النطاق 2 لدالة حقيقية القيمة /ر . يكون المطلوب غالبا هو إيحاد قم الدالة كر الى تنكون نباية 
عظمى أو صغرى من بين جميع القيم الى تناها على 5, . مثال ذلك » إذا كانت "2 -2؟ وكانت 
|[دا| - )م ء فإن المسألة الى وضعناها تكون مختصة بإيحاد النقط على السطح 5 التى تكون 
أقرب ما .مكن » أو أبمد ما بمكن » من نقطة الأصل . إذا كان السطح 5, معطى بصورة 
بارامترية » فإنه يمكننا معاملة هذه المسألة باءتبار تركيب الدالة كر بالتّثيل البارامترى 
السطح 5 . لكن » ليس من المناسب غالبا التعبيز عن 5 هذه الطريقة . ونرغب بدرجة أكثر 
فى طريقة أخرى . 


نفرض أن 5 يمكن إعطاؤها كنقط + فى 52 بحيث تحقق علاقة على الصورة 
0- رمع 


لدالة بم معرفة فى 99 إلى 48 . سنحاول إيحاد قيم اللهاية النسبية للدالة ر لهذه النقط *« فى 42 

الى تحقق القيد ( أو الشرط المابى ) 0 > (+)م . إذا فرضنا أن م و “/ر موجودين فى صنف 

()'© وأن 0 (0)ع2 » فإن شرطا ضروريا لأن ع نقطة نهاية للدالة كر بالنسبة إلى 

النقط +« الى تحقق 0 -- («)ع » هو أن المشتقة (©)ع2. تكون مضاعفا للمشتقة (0) 2 

و باستعمال المشتقات الحزئية » يكون هذا الشرط هو وجود عدد حقيق 3 محيث أن 
(©)212:8 )1م 


سيةي ةم ةلل 0000000000 424 
(©)8 ,للح - (0) ]مط 
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وعمليا نرغب فى تحديد الإحداثيات م للنقطة » الى تحقق هذا الشرط الضرورى لكن » العسدد 
الحقيق .3 » الذى يسمى عادة بمضروب لاجرانج » ليس معروفا كذلك . تحل المعادلات م المعطاة 
فى أعلى » سويا مع المعادلة , 

0>-0م)ع 

حينئذ للكنيات الههولة 1+ م ٠»‏ ومبها تكون إحدائيات النقطة م ذات فائدة , 

!4 - 7 نظرية لاجرانج . نفرض أن ”42-8 مفتوحة ونفرض أن ه و كر دوال 
لقم موجبة فى صنف (9)*© . نفرض أن 142©© بحيث أن 0 > (6)م وأنه يوجد 
جوار 8 من © تحيث أن 

1)©0- 0)/ أو )> (0)ز 

لكل نقط ] ©« الى تحقق 0 ح («)ع . حينئذ يوجد عددان حقبقيان .2 وير وأن كلا منهما 
لا يساوى صفرا » بحيث أن 

(©)1028 - ) ]ماس (42.5) 
و بالإضافة إلى ذلك » إذا كانت 0 كد (0)ع2. » فيمكننا أخذ احير . 

البرهان . :فرض أن27 < 7:8 معرفة بأنها 
لامع +5 (*)ع ,(«)نم) - مام 
وإذن # تنتمى إلى صنف (]01)8© وأن 
"عه ,ناعع 2 ,((م)(ع)عط ,(م)(م)/0) - رم)م)طم 

وبالإضافة إلى ذلك » تحةق نقطة لآ ©* القيد 0 ح (#«)م إذا وإذا فقط كانت 
(0 ,(<) ر) ح رم 

إذا كانت (©) رك (#«)ثم لكل [] >< الى تحقق 0 مت (+«)ج » حينئذ تكون النقط 
(0,”) حيث ” > ()ث/ر ليست فى الصورة (7)8 ؛ ومن ثم (2/)0 ليست تناظرا أحاديا 
للفراغ ”8 إلى 27 فوقيا . لكن ما أن المدى الراسم المطى (2/7)0 هو فراغ جز من 
87 ولا ينطبق على 87 » فإن مدى (2/7)0 يكون محتويا ى خط ما لى 22 يمر بالنقطة 
(0 ,0) . لذلك » توجد نقطة (0 ,0) ع (مم ,3) بحيث أن مدى (2/)6 يكون محتويا 
فى الحط المار بالنقطتين (0 ,0) ٠‏ (بم ,3) . وإذن نحصل عل 

"لع د ,كتغل عه لله :15 (م)ء)عطد - (م)ل) إطير (42.6) 
ومن ثم تنتج معادلة ( 48 )0 


أخير ا » نفرض أن 0 كد (28)0 . إذا كانت 0 حاير » حينيذ المعادلة (49 - م ) 
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تدل على أن 0 ع 3 » مما مخالف حقيقة كون أن (0 ,0) حد (2 ,لم) . لذلك يحب فى هذه الحالة 
أن تى ن ٠‏ القسمة 1 5 
ان تكون 0 حو مم و بمكن القسمة على مم وإبدال م//3 بالمقدار .2 ٠"‏ وهو المطلوب إثياته 
53 أن ”* ح [] » فإن معادلة ( 4١‏ --؟) حيث و6 ...© ع بر تنتج المجموعة 
لمعادلات بر : 
)وطح - ) ]رماس 


(ء)عورطه - () ]رماس 


إذا لم تتلاثى جميع م ,... ,1  -‏ ,(2,8)6. » فيمكننا أخذ 1 حت هم للحصول على المجموعة 
(4 -؛)). 


يجب أن نو كد أن نظرية لاجرائج تنتج شرطا ضروريا فقطا » وأن النقط الى نحصل عليها 
بحل المعادلات ( الى غالبا يكون إجراؤها صعبا) ربما تكون نباية عظمى نسبية » نباية صغرى 
نسبية » أو ليست أى مهما . لكن » نستعمل نتيجة 41 - 1 الآنية غالباً لاختبار الأباية 
العظمى أو الصغرى النسبية . بالإضافة إلى ذلك ؛ يكون فى تطبيقات تحديد ما إذا النقط هى فى 
الحقيقة . نقط هاي .ممكن تأسيسه على اعتبارات هندسية أو فيز يائية . 

+4 - م أمثلة. (أ) نرغب فى إيحاد نقطة فى المستوى (5- 3-2 +22 :(2 ,ا ,)1 
فى الفراغ “2 الى تكون أقرب ما يمكن إلى نقطة الأصل . لحل هذه المسألة » سوف نجمل 
الدالة الى تعطى مريع المسافة إلى نقطة الأصل فى لماية صغرى . 

2 +2 جع د (ج با ,»)زر 
تحت القيد : 


0 -5-ج -بير3 +22 - (2 ,ا ,داع 
ما أن 0 كد (0)ع2. نكل ”8 > نآ » فإن نظرية لاجرانج تقودنا على اجموعة 


,22-2 
280-39 
ب2-- ع2 


2+398-2-5-0 


حينئذ » عند حذف 2 ,لز ,د ء لحصل على 


22+300-)-2-5-0 


أو 1482-48+98+2-10 ومها 5/7 - 2 . ونحصل عل النقطة الوحيدة 
(5/14 - ,15/14 ,5/7) .. من اعتبارات هندسية نستنتج أن هذه هى النقطة فى المستوى الى 
تكون أقرب ما بمكن إلى النقطة (0 ,0 ,0) . 


يفف 


(ب) أوجد أبعاد صندوق على شكل متوازى مستطيلات » مفتوح من أعلى الذى حجمه 
أكبر ما بمكن إذا كانت مساحة سطحه هى 4 . نفرض أن 2 ,لز ,يد هى أبعاد الصندوق » 
حيث 2 الار تفاع . 

إذن نرغب فى جعل الدالة 

2 > (2 ,لا ,)17 
نباية عظمى تحت شر ط القيد 
0-م - م2 + 222 + برد > (ج ,لا ,)اع 
بما أن للنقطة المطلوبة إحداثيات موجبة بدقة » فهقودنا نظرية لاجرائج إلى المجموعة 
(2)9+22 د مر 
,(2)2+22 - جر م 
رم ععمدد و ١‏ | : 
مدمدهأ مرج بع 
إذا ضربنا الممادلات الثلاث الأولى فى 2 ,لز ,لياعلى الترتيب » ثم ساوينا وقسمنا على .3 
(لمذاتكون 0محدة ؟) ء نصل إلى 
22 + 22 ح 2 + بوم ح ج22 + بور 
تدل المتساوية الأولى على أن «ر ح د » وتعطى القانية 22 ح (ز . حينئذ تكون نسبة 
الاضلاع 2:1 :2 وينتج من المعادلة الأخيرة أن جر ع2ج2+4ج2+4ج4 تعمطلى 
52ح - 2 . لذلك يكون حجم هذا الصندوق هو 4/3(3/2) 4 . 

يوجد غالبا أكثر من قيد واحد » فى هذه الحالة نجد أن النتيجة الآتية مفيدة . 

؟4 -4 نظرية . نفرض أن ”88 42 مفتوحة ونفرض أن يرع ...#15 وك هى 
دوال حقيقية القيمة فى (1)2© . نفرض أن 6142© تحقق القيود 

0> («#)يع ,... ,0 > (ع«)رع 


وأنه يوجد جواد مفتوح 87 محيث أن (©)ثر 5 (<)ثر [ أو (0) /ر < (*)/ر ] لميع 
ل * الى تحقق هذه القيود . حينئذ توجد أعداد حقيقية ع3 ,... ,و3 ,لم ليست كلها 
أصفارا بحيث أن 


(ع)عوطد +٠٠ ١+‏ )رع - ()إماس 42.7( 
البر هان . نفرض :+“ ج (ع :12 معرفة بأنها 
لاعع عمع ((<«)ععج ١...‏ . ,(«ابع ,(8)]) - )م 


نرفث 


وبرهن كا فى برهان نظرية ( 4١‏ -/ا). وهو المطلوب إثباته 

٠١ - 1‏ نقيجة . بالاضافة إلى فرص نظرية ( 49 - 4 ) » نفرضص أن الرتبة المصفوفة 
()ورط <١‏ (عارهيط 

: ' (42.8) 
هط 0 اعبط 

تساوى (م >)/ . حينئذ توجد أعداد حقيقية بببة ,... ,31 ليست جميعاً أصفاراً بحيث أن 

(ع)موطيةر+ +٠٠١‏ )روطن د )زرط 
ماعاثد .د قاعاثاقة ان ةاعد امام .ا نف أ--32 42.9) 


البر هان . إذا طبقنا القانون الم على ”8 6م©1...,6© ». نحصل على مجموعة 
من معادلات طرفها الأمن هو الطرف الأعلٌ /( 49 - 4 ) وطرفها الأيسر هو الطرف الأيسر 
فى ( ,4 - ه ) مضروباً بلمقدار مر . إذأر أت 0 ح هر » فإن الفرض بأن الرتبة مساوية 4 
تدل على أن 0 ح ع3 - .. . س .3 » اهلف الغفرض . ومن ثم 0 حب هر ويمكننا أن نجمل 
هذه امجموعة طبيعية #مصول على ( 417 - 4 ) وهو المطلوب إثباته 

؟ - ١١‏ مثال . أوجد النقط الموجودة فى تقاطع الاسطوانة . (4 -*بر+*+:(ج ٠,‏ ,)) 
والمستوى (6 - 31+22 +<2(:6 ,لا ,)1 الى تكون أقرب ما يمكن إلى نقطة الأصل 4 الى 
تكون أبعد مايمكن من نقطة الأصل . 

سنبحث النقط اللهائية النسبية للدالة 

2 + + ةر > (ج ,و ,)ل 
نحت القيود 


,0 ع4 - ةير + ةع د زجع ,رلا )رع 
2-6-0 + 2و3 + 62 - (2 ,لا ادع 


المصفوفة المناظرة إلى ( *4 - م ) فى هذه الخالة هى 
6 *«2 
ل 
2 0 
ذات رتبة 2 ماعداً عند النقطة (0 ,0) > (ن[ ,) الى لاتحقق القيود . حينئذ يمكننا استخدام 
النتيجة ل#صول على المموعة 


1/5 


,(22)6 +(8)22 < 2 
,(3)ي2 +(2)28 و2 
,(2)ي2 225 
4 ع تلرجتعر 
6-ح6+39+22 
الحمس معادلات فق خمس متغيرات المعادلة الثالثة تعطى 2ح ونة » لذلك يمكننا حذف 32 من 
المعاداتين الأوليين . لحذف 3.1 » نضرب المعادلة الأولى الناتجة فى رز والثانية فى »د ونطرح » 
لتحصل على 
(«-32)20 - عع 3 - جر - 0 
ينتج أنه إما 0 اج أن او و 
إذا كانت 0 ح ج » فإن المعادلة الخامسة تعطى 2 ح بر -4 26 . وعند ربطها بالمعادلة 
الر ابعة نحصل على 


4 2ب 4 + برق -4 + تير ع :2(2 -2) دير 


وإذن 0 ح (8 --«5)ج ح بر 8‏ 2ر5 ومن ثم 0 > 2 أو 8/5 ح # . تقودنا هذه 
الحالة إلى النقطتين (0 ,2 ,0) و (0 ,6/5 - ,8/5) الى تكون كل مهما لما على مسافة 2 من 
نقطة الأصل . 

ومن زاوية أخرى » إذا كانت «ز2 ح عد » فإن المعادلة الرابعة تعطى 4 2ر5 أى أن 
5 د بر (فإن (4//5 - » ) أو 2/45- - ر (وأن (5//+- -» ). بالتعويض فالمعادلة 
الخامسة نحصل على ردب +3)1 دج و (ى/ل.-3)1 -ج »ء عل التر تيب , لذلك » تقودنا هذه 
الحالة إلى النقطتين ((5/.+3)1 ,2//5- ,4//5-) و (5/-2//5,3)1 ,4//5) ويلاحظ 
أن مربع المسافتين بين كل من هاتين النقطتين ونقطة الأصل هما 180/5 -58 و 1805 +58 » 
على الثر تيب . 

نستنتج أن كلتا النقطئين (0 ,6/5- ,8/5) و (0,2,0) تمجملان المسافة من 'تمطة الأأصل 
وهذا التقاطع هى نباية صغرى » وأن النقطة ((5/-+3)1 م2/5- ,4//5-) تجمل هذه المسافة فى 
مباية عظمى . من اعتبارات هندسية نلاحظ أيضاً أن النقطة ((5/-3)1 ,2//5 ,4//5) تعطى باية 
عظمى نسبية بين نقط هذا التقاطع . ( ينبغى على القارىء أن يرسم شكلا ليساعده لرؤية هذاالموقف ) . 


قيود متباينة : 


فى السنوات الحديثة » ازدادت مسائل النقط الهائية الى تحتوى قيودا هى متباينات أكثر من 
متساويات أهمية . أى ربما نرغب فى إبجاد نقط نبهائية نسبية لدالة © ج 42: م كل نقط 17 422 
الى تحقق القيود 


ع1 


0< (ع«)ءية,... ,0 2 )يم 
سئرى أن مثل هذه المسائل يمكن أيضاً معاملها بطريقة لاجرائج . 
.ما تحتوى مسألة نقطة نهائية أحيانا كلا من متساويات ومتباينات » لكن بما أن المتساوية 
0 > («)م تكافى' المتباينة 0 < 2((*<) م)- ء فإن مثل هذه المسائلى بمكن دائما اخّز الها 
إلى مسألة تحتوى فقط على قيود متباينة . 
١١ - 4١‏ نظرية . نفرض أن 827 2152 مفتوحة ونفرض أن الدالة كر والدوال 
ع/ و... ,#1 دوال حقيقية القيمة فى (1)52© . نفرض أن 42 © © تحقق القيود المتبايئة . 
0< (ع«اءة ,... ,0 < (ع)ريط 
ونفرض أنه يوجد جوار مفتوح 87 من » بحيث أن (0) / ك ()/ [أر (0) / < («) رع 
لجميع [) > الى تحقق هذه القيود . حينئذ توجد أعداد حقيقية غ3 ,. . . ,وية ,لم ليست 
كلها أصفارا ححيث أن 
(ع)مططيح ٠ ١+‏ جل )رططرح - (0)زطم (42.10) 
وأبيد من ذلك » إذا كانت 0 < (6)ر# لبعض 2 » فإن 0 عدارة , 


البرهان . نفرض أن '**2 ج [] :7 معرفة بأنها 
لاعع جه (()مط ,... ,)رط ,()/) - )م 
إذا كانت © نقطة فى 7 حيشد تتحقق القيود وحيث تكون/ إما فى نهاية عظمى أو فى نباية. 
صفرى » حينئذ لابمكن أن تكون ()/2 رامما فوقيا ولذلك نجد أن تظل ( 40 )1.١-‏ 
صتريحة . 


إذا كانت © > ©)رة ,... ,0 ع (م)يظ لكن 0 < )ية ,. ١‏ . ,0 < )برا 
حينئذ نفرضص أن لآ ترلة هو جوار مفتوح للنقطة © الذى فيه تكون ين ,. . . ,ودم/ 
«وجبة بدقة وأستخدم النظرية للقيود 0 2 (<)م#, . .. ,0 < (<8).ة/ . 
وهو المطلوب إثباته 
؟4- 18 نتيجة . بالإضافة إلى فروضص نظرية ١١-48‏ © نفرض أن رتبة المصفوفة 
المنارة إلى ,م حيث 0 ح (0) ,م مساوية إلى ” . حيتذ مكننا أخذ 1 عه بر فى 


(ءابطرط ٠٠-١‏ (ع)طرجة 


)42.11( 


(ع)بطرط ٠٠-١‏ (ع)رطمدط 
1 


)٠١ - 4(‏ وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت () ر > (+) كر على الترتيب » [(0) ثر < (:«) /ر] 
لكل 1< الى تحقق القيود وإذا أخذنا 1 ح نم فى ( + - ٠١‏ ) فإن 0 كر على 


الرئيب » [0 < ي3] عند مى... 2-1 


البرهان . البرهان الذى مكننا أخذ 1 ع يم فى ( ٠١ - 4٠١‏ ) ماثل للبرهان فى ننيجة 
٠١-41‏ . نفرض » إذن » أن 1 ح مر وأن )يرك («)ير لكل ل1 © الى تحقق 
القيود . بما أن الرتبة المصفوفة ( )١١ - 4١‏ هى / > م » حينئذ إذا كانت + > ترك 1 
فإنه يوجد متجه "2 © إن بحيث أن 
و8 > (رن)(2) طططا 
وإذن » إذا كانت 0 < + صغيرة بكفاية » فإنه توجد نقطة ,ع على قطعة الخط المستقيم الواصلة 
بين © و00 +60 ححيث أن 


(رنة)(101)6) -(رن)(ه)]ط > 0)] - (نه + )] < 0 


و نتيجة لذلك نحصل على 
بد - (م)ك) ماد ب - رورم - (4ال- لسكلا يون دم 
وإذن 0 كاري عند مى. .. ,1ع تر . وهو المطلوب إثباته 


لممصول على يرهان أولى » لكن مختلف جدا لنظرية لاجرانج الى تحتوى قيودا متباينة » 
أنظر مقالة أ.رج ماك شان0*) المدونة فى المراجع 


قمرينئنات : 
؟4 - (أ) أوجد النقط الحرجة للدو ال الآثية و حدد الطبيعة هذه النقط 


)غ0( و4 + :ةع > (زر,ء)] 
© 7+ بن - ج32 + *ر2 لجخي > (و ,)ل 
رج 122-362 - تبره بتع - وير 
)د وده - نع - (ر ىل 
)م 210 ح 23 + بورك شير ج زب ,2)[ 
)و2 7م12 - 3ر4 - برق + تيرج زر ,)1 


(#) أءج ماك شان ( 114.6 000 ) حصل على درجة الدكتوراه من شيكافى . وارتبط 
لمدة طويلة بجامعة فيرجينيا وسعروف عالميا ببساهيماته فى نظرية التكامل وتفاضل وتكامل 
المتغيرات © نظرية التحكم الامثل والقذفيات والطروم والدقشومات الخارجية ٠‏ 


يفف 


؟4 - (ب) نفرضص أن 42227 مفتوحة ء نفرض أن © جب 2:2 الا مشتقات 
جزئية ثانية متصلة فى 52 » ونفرض أن 1492©© نقطة حرجة للدالة كر » ونفرض كذلك أن 
6<0ة. 

(أ) أثيت أنه إذا كانت 0 < #(ص)(م)ثر 2ه لكل 8 > |[ - + || >0 وأن 
"عبر ء فإن © هى نقطة نباية صغرى نسبية للدالة كي . 

(ب) أثبت أنه إذا كانت 0< 0(2)(*)ثير 22 لكل 8 >||اء-+ | >0 
وي 0*# ,"#6 0م ء فإن م هى نقطة نجاية صغرى دقيقة نسبية للدالة كر . 

؟4 -(ج) نفرض أن ©9228 مفتوحة » ولفرض أن 2 +-2:/ ها مشتقات 
جزئية ثانية متصلة فى 52 » ونفرضص أن 012 هى نقطة حرجة للدالة /ر » ونفرض كذلك 
*((«),,) - («) زرط »)ل ,رط - رع)د 
علد عبر . نفرض أنه عند قيمة ما 0 > 8 » فإن 0 < («)ة لكل 5 > |إه- * || . 

(أ) إذا كانت 0 < (<)تر ريه (أو إذا كانت 0 < (<<) كر ووص) لكل بد بحيث أن 
8 > || م -+ | > 0 ء وضح أن ع هى نقطة نهاية صغرى نسبية للدالة كر . 

(ب) إذا كانت 0 > (*«)/ر ريط ( أو إذا كانت 0 > («) كر ور) لكل عد محيث 
أن 8 > ||ء + || > 0 » وضح أن © حى نقطة نهاية عظمى نسبية للدالة كر . 

!4 -(د) نفرض أن 8ج 820:/ قابلة التفاضل فى 8 وأن 0 - (#)ثر لكل 
“عع حيث 1 - || || . وضح أنه توجد نقطة “عه عند 1 > || »|| بحيث أن 
0 ع (ه) “رط . (هذه هى ترجمة نظرية رول *8 ) . 

؟!؛ - (ه) استخدم نظرية الرامم الفوق ( ١ - 4١‏ ) لإثبات نتيجة ( 4١‏ - 8). 

+١‏ - (و) وضح أن كلا من الدوال الآتية لا نقطة حرجة عند نقطة الأصل . أوجد 
تلك الى لها نقط نباية نسبية والى ها نقط ركوب عند نقطة الأصل . 


ىفن نكا ١ب‏ ال اا 
(ج) توت د زمر ا ا 
زه) ذم - رتح زر )زر ف “برج كع - زر ,0 


؟؛ - ([ز) أثبت أن الدالة “لاير4 +»2 -(«,«)/ ها نقطة حرجة لكن ليس 
لها نقط مباية نسبية . 

؟+ -(ح) ادرس سلوك الدالة #برعدة - 3م ح (ز ,)كر فى جوار نقطة الأصل, . 
يسمى الشكل. هذه الدالة أحيانا « بردعة القرد» لماذا ؟ 

؟+ - (ط) أوجد أصغر مسافة من النقطة (3 -,1 ,2). للمستوى 4 - 7-22 + :2 
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4١‏ - (ى) أوجد الأبعاد لصندوق قائم ٠‏ مفتوج من أعلى غ٠‏ نحجم معلوم بحيث 
نكون مساحة سطحه فى نبهاية صغرى . 

9 - (ك) أوجد أصغر بعد بين المطين ,2-4 > + : (2 ,لز ,ج)) حول 

(5 +3 - ع ,2-3 > بر رو -1 > 2< : (2 رلا,«)1 1 7 (1-20- ع 0 +3د ول 

؟4؛ - (ل) اعط أمثلة لتوضح أن كل التخمينات المنصوصة بعد نظرية 47 - ه باطلة ‏ 

؟ - (م) نفرض أنه لدينا # نقط 8 ,. . . ,1 ح ثر ,(رنز ,رد ) فى 22 وتريد 
إيحاد الدالة المألوفة © <- 5:8 المعطاة بأنيا 8+ + -(8)82 محيث تكون الكية 


ات 
فى نهاية صغرى . وضح أن هذا يؤدى إلى المعادلات 
ردي - لقعب لزه 
لاي قمعو رم 
للعددين 8 و 4 . [ تسى هذه الدالة ‏ بالدالة المألوفة الى « هى أحسن توفيق للنقط 7 بمفهوم 
طريقة أقل المربعات » ] . 


4٠‏ -(ن) نفرض أن 1< [0,1]:/ متصلة فى [1 ,0] . نرغب فى اختيار أعداد 
حقيقية 0 ,8 ,وم بطريقة تجمل الكبية 


5 الك دعق دسم - هنا | 
أصفر ما يمكن » وضح أننا يحب أن تختار © ,8 ,4 لتحقق المجموعا 
0 وت | عماج هيعما 
عه وا | دهاج مجم 
عه مار | عه + هزد مز 
[ يقال للدالة النائجة 8+6 +47 جا أنها دالة درجة ثانية الى هى أحسن توفيق 
للدالة كر فى [1 ,0] بمفهوم طريقة « أقل المربعات» ] . 


؟؛- (س) استخدم نظرية لاجرانج لتحديد النقط على المنحى 2- + يدبن 
الى عندها ريما يكون ألدالة برس عر ح (2 ,)كر فقط نباية نسبية . حينئذ ارمم رمما تخطيطيا 


لف 


المنحى والمنحنيات المستوية للدالة كر لإثبات أن النقطة ( النقط ) الى حددتها ليست نقطة ( نقطا) 
لنقط نباية نسبية للدالة كر . 

؟؛ -(ع) نفرض أن 2 ج 2:12 دالة من الدرجة الثائية *بوم + بزبد20 + تبنم > (ر ,3)[ 
عند 8 (2ز,*) . نرغب فى إبحاد النقطة البسائية النسبية للدالة كر فى دائرة الوحدة . 
(1 -*بر +**:(ر ,)1 . استخدم نظرية لاجرانج لتوضيح أن النقط (ولز ,مئ) التى عندها 
تكون هذه النقط نقط نباية نسبية يحب أن تحقق المموعة 

0 تروط +( -»6) 
0> موود -ع)جمءم 
حيث مضروب لاجرانج .3 هو جذر المعادلة 
0-تمدعه) + ريل ج+ع) لتم 

أثبت أن القيمة المناظرة للمضروب 322 تساوى القيمة البائية للدالة حر عند مثل هذه النقعل 
ألهائية النسبية 

4٠‏ - (ف) حاصل جمع ثلاثة أعداد حقيقية هو 9 . أوجد هذه الأعداد إذا كان حاصل, 
ضر بهم أكير ما يمكن, 

؟؛ - (ص) أثبت أن حجم أكبر صندوق الذى يمكن رسمه دأخمل المحسم الناقص 

|51 ات 2 8 

( حيث © ,8 ,© هى أعداد قوجبة بدقة 00 

١‏ - (ق) أوجد قيمة اللهاية العظمى والنباية الصغرى لكل من الدوال الآثية فى الفئة. 
المعطاة ( عند التخصيص » اعتبر إشارة المضر وبات ) . 

4 00 
١ب‏ (1 ع ذبر+* :رو ,)2 35 خب + ع2 +2 - رر نار 


(ج) ‏ 1ع ااا داعا ,(ج جا 3 ,تو +ع2 +ع - (ر ور 
(د) 1 > ا«١ااء1‏ داعا ,زد كنا 5 ,لامو تع-1)-(( مر 


؟؛ (ر) - نفرض أن ثر معرفة عند 0< لا ,لا< إلى 6 بأئها ا/1 + رمه + ع/1 -(ن ,)رز 
)1غ( عين مواقع النقط الحرجة للدالة كر وحدد طبيعتها . 
(ب) إذا كانت 0 < م > نفرض ( > بو+ع ,ل0>1 ,0>13:(ن ,) - و 
حدد قي الثهاية المظمى والصغرى النسبية للدالة كر فى 5 . 
؟؛ - (ش) أوجد القم البائية للدالة *2+*+*+* -(2 ,8 ,)م متحت القيود 


2-1+رر+ير و1ع2ج+”بربتعر 
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؟؛ -(ت) نفرض أن ثر لحا مشتقات جزئية ثانية متصلة فى فئة فئة مفتوحة تحتوى على 
الكرة ‏ (,شدااءا|: "ع إلى 8اء ونفرض أنه توجد © حيث م > || © || بحيث إن 


م حل > أزع|: )ر) مده < ()ز - 1 
نفرض أن ع معرفة بأنها 
اه دا 2 لش ب مر -(م)ع 


أثبت أن 4ق - )8 بينا 24 > («)ع عند م ع |[ + || . حينئذ بم تصل إلى نهاية عظمى 
عند نقطة ما وم حيث ” > || :© || » وحيث نحصل على 


0 >( - 4ه بد- > (ع) زرط بآ 
9 -(ث) نفرض أن "2-82 فئة مفتوحة محدودة ٠»‏ نفرض أن (8)2 هى الفئة 
لنقط حدودية من © ( انظر تعريف 7-9 ) ء ونفرض أن (©0)طل0© -2© هى إقفال © 
يقال لدالة © ج 1:27 أنها توافقية فى 52 إذا كانت متصلة فى -42 و تحقق معادلة لابلاس 
0-> ارط 
لكل 4ع 
(أ) استخدم الاستنتاج فى الدّرين السابق لتوضيح أن دالة توافقية فى 52 تنال أعلى قيمة 
وأدل قيمة فى (8)9 . 
(ب) إذا كانت مه و ثر دالتين توافقيتين فى 12 وإذا كانت (#يم -(ع)م عند 
(؛)طعع » حينئذ (+)م -(2)] لكل عع 
(ج ) إذا كانت ع و كر دالتين توافقيتين فى 52 وإذا كانت (<) > (*)ع ,(«)ب - («)م 
عند (0)42 > ع« حينئذ 
(2كامع ع : | )ب - ق)م|) مندع زلىع ع : [(م)ع - («)م|) ند 
( هذا الاستنتاج بمكن نصه بقولنا إن « الحلول لمسألة ديرشلت للفراغ 42 تتوقف دائماً 
على البيانات الحدودية ع( 7 
:1 - 0 أثبت أن الهاية العظمى للدالة *(مد ٠٠١‏ ,+) > (م,... ,)م ء تحت القيود. 
1 - ”,عر +...+را تساوى #م/1 . استخدم هذا لحصول عل المتباينة : 
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؟ -(ذ) أثبت أن المتوسط اندسى لمجموعة أعداد حقيقية موجبة [,ه,...,ره] 
لا يزيد عن متوسطها الحسابى » أى 


(مه ٠+‏ جيه ع اليه :-2يه) 


؟؛ - (ض) (أ) نفرض أن 1/0+1/9-1 ,4<1 ,1<م . أثيت أن الهاية الصغرى 
للدالة (0< نا ,0< ) “«(و/1) + *+*(م/1) 10,20 نحت القيد 1 ح طبر تساوى الواحد 


الصحيح . 


(ب) استخدم جزء (أ) لتوضيح أنه إذا كانت 0< ,0<ه . فإن 
م لمعم لط ع مو 
8 ام 


(ج) نفرض أن «,...,1-: ,[ه) ,م4 هى أعداد حقيقية موجبة . أثبت أن 
متباينة هولدر : 


الال لا ده 


بوم “من 2 دق ,“زمه 7 دم وتطبيق جزء ( ج ) على قاط -ط ,ذاه < ه 
( د) استخدم متباينة هولدر فى ( ج ) لنمصول على متباينة منكوفسكتى 


1 


"سن "سرج “(مسسرة) 


( إرشاد ىب “”إطجم|إضا+ »”إطجهز|ه| > “"إهبه||مجمو|ع تإهعهز| ). 


اي 
00-8 
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المصل اللشامن 
تكاملا ف 855 

سنقدم فى هذا الباب النظرية لتكامل دوال حقيقية القيمة فى الفراغ [+٠‏ حيث 1< ر. 
الاقتراب المستخدم هنا هو نفسه الذى ابتدأنا به فى باب 84 فى حالة 1 حم » لكن سوف 
بم هنا فقط بتكامل ريمان ( واليس تكامل ررمان - اشتلعجز ) . 

سيلاحظ فى باب “4# أنه » لدوال محدودة معرفة فى خلية مغلقة فى 27 »© فإن النظرية 
لا تتطلب بالفعل تغييراً فى تلك الموجودة فى 8# . لكن » لإمكانية القدرة على أن تكامل على 
فئات عامة فى ”80 يكون من الضرورى أن نطور» كا نفعل فى باب 44 » نظرية « محتوى » 
( كما سنسمى التصور «المساحة » ذات ”420 من الأبعاد ) لعائلة فثئات مناسبة فى الفراغ 2 . 
سوف “ميز نظرية التوى من هذه العائلة من فئات » وتوضح كيف تعبر عن تكاملات فى ”غ1 
كتكاملات متكررة . سنخصص الباب الأخير لتطور نظريات هامة على تحويل الفئات وتكاملات 
تحت رواسم قابلة للتفاضل . المشاكل النظرية تستحق الاعتبار » لكن نيم بنظرية مفيدة جداً 
تحقق تغيير المتخير أت ّي فى حالات ر بما يجوز فيها التحويل كية محدودة من سلوك « شاف » . 


الباب الثالث والأربعون ‏ التكامل فىي/8 : 


ناقشنا فى الأبواب ه؟ - ١م‏ التكامل لدوال #دودة حقيقية معرفة فى فّرة مدمجة ل 

فى الفراغ © . قد يلاحظ قارىء بصير بالحالات العامة أن جزءاً كبيراً من الذى أجريناه فى هذه 

الأبواب بمكن إجراؤه عندما تقع قم الدالة فى الفراغات الكارتيرية 126 . و بمجرد تعريف 

هذه الإمكانية فليس من الصعب إجراء التعديلات الضر ورية للحصول على نظرية تكامل لدوال 
فى ك/ إل 86 . 


وطبيعى أن نسأل عما إذا كان من الممكن الحصول على نظرية تكامل الدوال نطاقها هى 
فئة جزئية من الفراغ "2 » وسيتذكر القارىء أن هذه قد أجريت ف الحقيقة فى مقررات التفاضل 
والتكامل حيث اعتبر نا تكاء.لات » مزدوجة » أو ٠‏ ثلاثية » . سنبتدىء فى هذا الباب بدراسة 
تكامل ربمان لدوال حقيقية القيمة معرفة فى فئة جزئية محدودة مناسبة من الفراغ 22 . وبالرنم, 
من أن كثيراً من نتائجنا يمكن امتدادها لتسمح بقيم فى 227 عند [ < © »© فسوف نترك هذأ 
الامتداد القاريء . 
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محتوى صفر ‏ : 
نتذكر من باب ه أن خلية فى 7 هى فئة يكون لما إحدى الصور الأدبع : 
[طيه)ة ,(طي.ه]ا ,[طيها] ,(طبه) 

حيث 8 > © . يسمى العددان 8 ,© بالنقطتين الطرفيتين هذه الخلايا . خلية فى"12 
هى حاصل ضراب كار تيزى 7 كال دل تخليات م فى 2 . يقال تخلية ل 
نما مغلقة ( على الترتيب » مفتوحة ) إذا كانت كل الخلايا ,ل ...لل مغلقة ( على الدّر تيب » 
مفنتوحة ) فى +1 . إذا كانت الخلايا ب طا نقطتان طرفيعان (م ,... ,1 ع 4)رق ك ره » 
فنعرف المحتوى من 30<٠٠ ٠>,‏ > 3 بأنه حاصل الضرب 

(مه ح مط) ٠٠١‏ (يه حرط) > (3)»ء 

إذا كانت 1 حم » يسمى محتوى عادة « طول » » إذا كانت 2 حم »© فيسمى 
الحتوى « مساحة » » إذا كانت 3 ح و » فيسمى الحتوى: حجم » . سنستعمل الكلمة « م#توى » 
لأا خالية من مدلولات مصاحبة خاصة لكلمات أخرى طا مدلولات . 

لاحظ أنه إذا كانت رل»ا 2*0 - 3 ور .20.0 ,> - ع خلايا فى 120 
بحيث إن النقطتين الطرفيتين تخلية ,7 هما نفس. النقطتين الطرفيتين الخلية ري لكل 
م, ... ,اع ة» فإن ©1)ء - (7)ء . بالمثلء إذاكانت »2 > عه لبعغرم , ... ,1 د / 
فإن نخلية , محتوى 0 > (7) م ؛ لكن ». ليس ضرورياً أن 7-0 

إذا كانت :3ل خلية بنقطتين طرفيتين ,8 ك ,» و إذا كانت0< مه - رط - ٠٠١‏ د ره درم 
فنقول إن 

ارق دل 

هو مكعب . ريما يكون مكعباً مغلقاً » مفتواً أولا واحد مهما . ستسمى العدد 0< ره رط 
الطول الجائى المكعب . 


١ - 4‏ تعريف . يكون للفئة ”2 2 محتوى صفر إذا كان يوجد لكل 0 < ع8 
فئة محدودة 3:,...,.40 للخلايا الى يحتوى اتحادها 2 وبحيث إن 
ع > زل)ء +0 +٠‏ )0 
من المهم أن يوضح القارىء أن شخصاً يحتاج إلى كون الحلايا الظاهرة فى هذا التعريف 
مغلقة » أو مفتوحة » أو مكعبات » وفكرة امحتوى صفر تظل كماما نفس التصور 
4# - م أمثلة . (1) نقطة فى الفراغ #7 ا محتوى صفر » (لماذا ؟) وأكثر عبوا » 
أى فثة جزئية محدودة للفراغ 27 طا محتوى صفر .. 
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(ب) إذا كانت بمء.(,2) متتابعة فى ”22 متقاربة إلى 9 206 6 حينئذ يكون 
للفئة (0 < :,2)- 2 محتوى صفر . لأنه ء إذا كانت 0 < ع نفرض أن ىل خلية 
مفتوحة تحتوى ع2 بحيث إن ع >(7)» . لذلك توجد لالع 1 بحيث إن 2.70 لكل /<: 
ويمكننا أخذ (,! > رق عند 6 , ... ,2-1 لمصول على ,لل --03:000ا30 22 
بما أن 

ع 0-2 + .جل +ع > (يل)ء + +٠٠‏ لله +ل6)0 
وما أن 0 < ع اختيارية » فينتج آن 2 لطا محتوى صفر . 

رج أى فئة جزئية من فئة بمحتوى صفر طا محتوى صفر . الاتحاد لسدد محدود من فئات 
محتوى صفر له محتوى صفر . 

( د ) ف الفراغ 82 » يكون للفئة الى على هيئة ماسة ‏ (1 > || + |*|: ((١ا‏ ,*)) - 5 
محتوى «مفر . لأنه » إذا كانت لالع #8 ء فإننا نقدم ٠ر‏ بعات بأقطار على طول 5 ورؤوس 
عند النقط (0,1,...,8 -6) 4/< ح برح عر حينئذ نرى أنه يممكننا أن نحصر 
5 فى 47 مربعات مقفلة كل له محتوى 1/2 . ومن ثم المحتوى الكلى هو #/4 ٠»‏ الى 
يممكن جعله صغيراً بدرجة اختيارية . (انظر شكل م4 - .)١‏ 

(ه) الاائرة (1عتبر+*«:(نرعي))- 5 فى #23 ا محتوى صفر . يمكن 
برهنة هذه النتيجة بتعديل التعليل (د) . 

(و) نفرض أن ثر دالة متصلة فى [8 ,4] ح فى إلى 2 حينئذ يكون للشكل 
التخطيطى 

(لع :8 ع( )] ,)) - 0 
محتوى صغفر . ممكن برهنة ذلك باستخدام الاتصال المنتظم للدالة كر وتعديل المناقشة فى ( د) . 


(ز) الفئة 87 5: نحتوى كل نقط ( ,*) حيث كل من ار و د تنتمى إلى 
200 هى فئة محسوبة لكن ليس طا محتوى صفر . ف الحقيقة . أى .تحاد محدود من خلايا 
تحتوى كر يحب أن تحتوى أيضاً الدلية 31 كا 1 » التى ا محتوى الواحد الصحيح . 

تلاحظ نخلاف (و) أنه توجد « منحنيات متصلة» فى 22 اللا محتوى موجب . فى 
الحقيقة » توجد دالتان متصلتان بم كر فى [1 ,0] -- ا إلى 2 محيث إن الفعة 

(7ع؛ :(()ع ,1)0)) - 5 
تحتوى الخلية 1 1 فى #22 . يسمى مثل هذا المنحنى منحتى حشو فراغ » أو منحنى بيتو 
( انظر أمرين #«+ حا ش) . 
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( شكل «م#- )١‏ 


نعريف التكامل : 

.سنعرف أولا تكامل دالة محدودة كر معرفة على خلية مغلقة “12 وبقي فى 8اء 

نفرض أن 
لرطءمه] ٠١١»‏ [دط رره] ع ] 

ولكن مو ... ,1 ع نفرض أن:8 هى تقسيم [ءط ..ه] إلى عدد محدود لللايا 
مغلقة فى © . ينتج هذا تقسرما م من / إلى عدد محدود من خلايا مغلقة فى "2 . إذا كانت 
0 و 2 تقسيمى 1 » فنقول إن 2 هى تكرير © إذا كانت كل خلية فى م محتوية فى 
خلية ماى © . ( وبالتعاقب » ملاحظة أن تفسيراً يتحدد برؤوس غلاياها ». تكون م 
تكرير © إذا واإذا فقط كانت كل الرؤوس المحتوية فى © هى أيضاً فى طل) . 

4 -# تعريف . يعطى حاصل جمع ريمان ( كو ) 5 المناظر للتقسيم 

...)دم أمن #7 مايل : 


(0)ء(ع)ز رف - (ز رم)و 
حيث يد هى أى نقطة « متوسطة » فى ...1غ . يعرف عدد حقيق 2 
بأنه تكامل ررمان لدالة كر على إذا كان يوجد ء لكل 0 < م تقسيم .م من / بحيث 


إنه إذا كانت م أى تكرير .2 وكان ( /ررط)5 هى أى حاصل جمع ريمان المناظر إلى 
ضاء حينئذ ع > |1 -(/ :5)2] . فى حالة وجود هذا التكامل نقول إن ثر قابلة التكامل 
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على 1 . نفرض كتمرين روئيى نوضح أن القيمة .2 للتكامل محدودة وحيدة عند وجودها » 
سوف نكتب فى الخالة العامة 
7 | 


لكن » عندما 2 حدم فإننا نرمز من حين لين للتكامل بالرمز 


]|| زا 


1 


وعند 3 عام نكيب اتفاقاً , 


ا أو آنا 


يوجد معيار كوثى مناسب لقابلية التكامل . بما أن برهانه بشأن برهان نظرية 9« ل ع » 


فوت ذه . 


4 - 4 معيار كوشى . تكون دالة محدودة 8 + 1:/ قابلة للتكامل على / إذآ 
وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع تقسرما ,() من / بحيث إنه إذا كان © » م تقسيمين 
من 7 هما تكريران للتقسيم .0 وكان (عر:)5 و (ثر :)5 هما أى حواصل ريمان 
المناظرين ٠‏ حينئة . 

ع > اث : ©)5-(مر, زم)وا 

فرغب الآن فى أن نعتبر دوال «عرفة على فئات جزئية محدودة من "8 أكثر خموماً من 
خلايا مغلقة . نفرض أن "#2 > 4 هى فئة محدودة ونفرض أن 2 ج 4 : / دالة عدردة , 
مما أن 4 محدودة فتوجد خلية مغلقة "2 1 عحيث إن 1 4 . نعرف 8# ج1: م 
بأنها 

(«)/ > (2)] اعد مع 
20 هه ك4مااعر 
إذا كانت الدالة وثر قابلة للشكاءل على # مفهوم تعريف مغ - م ٠‏ حيئئذ نوصح 
كتمرين (انظر #غ - م) أن القيمة ,1,1 لا تتوقف عل اختيار الللية المغلقة #/ الى 
تحتوى 4 . سنقول تبعاً لذلك أن ثر قابلة التكامل على 4 ونمرف 


1 


مما أن الطرف الأيمن يعتمد فقط على 4 و كر . ( فى مناقشات قادمة » سوف نرمز غالبا إلى 
زكر ببساطة الرمز /ر) . 


يدك 


بائثل » نفرص أن 8 و 4 فتتان جزئيتان محدودتان من”2 ونفرض أن 2 جح 4 : / 
تفرض أن 4 هى خلية مغلقة تحتوى 8 لام ونعرف 2 <-1:./ بأنها 
(:)/ -(2),,م ‏ عند 8معر 
2-0 عند (73 6 ىم)1زعير 
لاحظ أن ركر هى الاءتداد إلى / للقيد 8م كر |ثر . إذا كانت ور قابلة للتكامل على 7 » 
فنقول إن /ر قابلة للتكامل على 8 ونمرف 


خواص التكامل : 


سوف نعطى الآن بعض الحواص المتوقعة ا.كامل . أثناء ذلك » ستكون 4 فئة جزئية 
محدودة من 7827 20ل 


«4 - ه نظرية . نفرض أن ع و كر دالتان فى 4 إلى 1 وقابلتان للتكامل على 
ونفرض أن # > 8 ,0 . حينئذ تكون الدالة ع8 +-كر» قابلة للتكامل 4 ويكون 


000 
البرهان . تنتج هذه النتيجة من حقيقة كون أن حاصل جسم ريمان لتقسيم م الخلية 


1-4 يحتقان 
(ع :)كم + (] :5)0» - رهق + إه )5 
عندما تستخدم نفس النقط المتوسطة ع . وهو المطلوب إثباته 


م4 - 4 نظرية . نفرص أن 8 <- 4 :/ قابلة للتكامل على 4 و إذا كانت 0 < () ير 
عند 4 ابعر » حينط 0 < [م] . 

البرهان . لاحظ أن 0 < (تروط) ى لأ حاصل جمع رمات 2 وهو المطلوب إثياته 

«4 - لا نظرية . نفرضص أن 80 ج 4 :] دالة محدودة ونفرضص أن للدالة 4 
محتوى صفر . حينئذ ثر قابلة العكامل على 4 وأن 10 -[م] . 

البرهان . نفرضص أن / شلية مغلقة تحتوى 4 . إذا كانت 0 < ع ؛ معطاة 
فنفرص أن ,8 تقسيم # بحيث إن تلك الخلايا فى +8 الى تحتوى نقطاً من 4 طا محتوى 
كلى أقل من ع . ( وضح أنه يوجد مثل هذا التقسيم ,2 ) . الآن إذا كانت 8 تكريراً من 
,4 اء حينتذ يكون لهذه الملايا فى م الى تحتوى نقطاً من 4 ممحتوى كلياً أقل من ه . 


ليك 


حينئذ إذا كانت 84 ك | («)/| عند هععر . نجدأن 802 >> |(/:5)2| لأىحاصل 
جمع ررمان مناظر إلى م . لأن 0 < ه اختيارية » ما ينبت أن 0 > /مل 
وهو المطلوب إثباته 


#*4 - م نظرية . نفرض أن 8ح 4:ع ]1 دوال محدودة ونفرض أن عر 
قابلة للتكامل على 4 . نفرض أن 4 ح 2 لها محتوى صفر ونفرض أن («)ع -ح (©) /ر 
لكل 4188 ©* . حينئذ تكون م قابلة التكامل على 4 ويكون 


4[ -ن.ا 


البرهان . مد مم و إلى الدالتين بع ,/ المعرفتين ى خلية مغلقة 7 تحتوى 4 . 
يدل الفرض على أن الدالة بع -:/ - ,ط محدودة وتساوى صفراً ماعدا على . حسب 
نظرية +4 7 نستنتج أن م/م قابلة للتكامل على 7 وقيمة تكاملها هى صفر باستخدام 
نظرية م4 س ه »ء نستلتج أن ,8 -/ > ,ع قابلة للتكامل على / وأن 


للحى ]عمد ز على 


وهو المطلوب إثباته 


وجود التكامل : 

من المتوقع أنه إذا كانت كر متصلة فى خلية مغلقة / إلى 82 » فإن كر قابلة للتكامل 
على 4 . سنثبت نتيجة أقوى تسمح للدالة كر بأن تكون غير متصلة على مكلة فئة بمحتوى صفر . 

*4 - 4 نظرية القابلية التكامل . نفرض أن ”2 1 هى خلية مغلقة ونفرض 
أن # ح1:ر محدودة . إذا كان يوجد فئة جزئية 1221 ,محتوى صفر محيث تكون /ر 
متصلة على 1١14‏ » فإن كر قابلة للتكامل على / . 

البرهان . نفرض أن 764 > | (+«)م| لكل 1©* ونفرض أن 0 < ع ممطاة . 
حينكذ يوجد (لماذا ؟) تقسيم ,م للخلية # بحيث إن (1) الملايا فى ,م الى تحتوى 
أى فقط من 2 تحتوى هذه النقط فى داخلهم » وأن ( 1ذ) هذه الملايا محتوى كلى أقل من ع 
الاتحاد © الخلايا مغلقة فى م7 الى لا تحتوى نقطاً من 2 هى فئة جزئية مدمجة تلكون علييا 
الدالة كر متصلة . طبقاً لنظرية الاتصال المنتظم #م ‏ م ء يكون التقبيد الدألة كر متصله 
بانتظام على "© . بإحلال .5 بعكرير » إذا كان ذلك ضرورياً » رما نفترض أنه إذا كانت 
3 غلية فىع! ومحتوية فى © » وإذا كانت عدلء ا ء ب فإنع>|(9)/-(*)]| 

نفتر ض أن 2 و ل تكريران للمقدار ,8 . إذا كانت (ر:5")0 و (كروم)كى 
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ترمزان إلى أجزاء حواصل جمع ريمان المتدة على الللايا فى © » فإن مناقشة مشاببة إلى تلك 
الموجودة فى الحزء التالى من برهان نظرية و#اسالوء6 تنتج 
|( ©)'5 حر رءط) وا از ريص)'د - زر رط)'د| > ززم ب©)'5- (رنم)'و| 
(8)ع22 > 
بالمثل » إذا كانت (ثر :©)”5 و (كروط)52 ترمزان إلى الحزء الباق من حواصل جمع 
ريمان » فإن » 
3 > إ(ر :©)”وا+ ار نم)”5| ع اث :©)"5 - (/ :م) ”وا 
لذلك ينتج أن 
(23 + (1)ء2)ء > رز ©)35-(/ :م)وا 


( فشكل مم - ١م)‏ 


بما أن 0 < ع اختيارية » فنستنتج من معيار كوثى أن كر قابلة للتكامل على # . 
وهو المطلوب إتباثه 


ستعطى الشروط الضرورية والأساسية لقابلية التكامل فى (أمرين *؛ -دع) ومشروع 


4ه 
تمرينات : 

م -(1أ). (أ) نفرض أن *4,((61,...,ره)-هم ولفرض أن 
[به بمه] - بل ...لبه ررع] - ,1 هى شلايا فى 1 . أثبت أن رلكا 1,٠٠١‏ 2 الا محتوى 


صفر فى ”8 . ومن ثم أثبت أن للفثئة (4] محتوى ضفر فى 8 . 


(ب) إذا أخذنا (يه,ره) -74 حنئذ تكون الفلية ,ل»ا١0٠٠<ي1‏ ,3 -'ل خالية ولا 
محتوى صفر . 

م4 - (ب) أثبت أن للفئة ”8 22 محتوى صفر إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < م 
فئة محدودة ,1 ,...,,1 المكعبات اتحادها حتوى 2 وبحيث إن 8 > (ك1)ء+00٠+(0)16‏ 

6ع لم (ج ) اكتب تفاصيل البرهان للفرص » المذكور فى مثال 4# - ؟ (و) © 
الذى يقول إن المنحى 22 - 5 لدالة متصلة © ج [5 ,ه]:] له محتوى صفر . 

م؛ - (د) إذا كانت ل خلية مفلقة فى *8 وكانت 82 ج-7:م8 متصلة » أثبت. 
أن المنحنى *8 ك((2ء ((,):((2 جع ١,‏ ,)4 للدالة ع غتوى صفر . 

م - (ه) نفرض أن 4-87 عى ظة تتكون من كل أزواج (مإز ,م/ة) 
حيث م هو عدد أولى » وأن 5-1م,...,1,2-ز,ؤ1 . أثبت أن كل خط أفى وأن 
كل خط رأمى فى 182 يقطع 4 فى عدد محدود ( غالباً صف رأ ) من نقط . هل4 ا محتوى صفر ؟ 


«؛ - (و) نفرض أن "© -] غلية مغلقة ونفرض أن ل2.,1..ن1)-م 
و لمل.....ل)- © تقسيان الخلية 7 إلى غلايا مغلقة . أثيت أن 


(ى .11> أ بخ رابك لفاك مر 

تقس للخلية 7 وأن # تكرير لكل من © و . يسمى التقسم 8# بالعكرير المشارك 
للتقسييين 0 و20 . 

م4 - (ز) إذا كانت ع خلايا فى “مه وإذا كانت © تقسما للخلية # » 
وضح أنه يوجد تقسيم 0 المقدار / بحيث إن كل خلية فى © تنتمى إلى © . 

+4 - (ح)نفرض أن “228 فئة بمحتوى صفر ونفرض أن 7 خلية مغلقة 
محتؤية 2 . إذا كانت ود,...,,رى هى غلايا محتوية فى / الى اتحادها يحتوى 2 ٠»‏ 
أثبت أنه يوجد تقسيم م للخلية 7 بحيث إن الإقفال لكل يل, هو الاتحاد للخلايا فى 2 . 

+4 - (ط) نفرض أن “2-8 فئة بمحتوى صفر ونفرض أن 7 خلية منلقة 
تحتوى 2 . إذا كانت 0 < 8 » وضح أنه يوجد تقسيم ,م للخلية # بحيث إن للخلايا 
فى .8. الذى يحتوى نقطاً فى 2 محتوى كل أقل من 8 . 

+4 - (ى) فى الدرين السابق » وضح أنه يمكننا اختيار ,م محيث يكون لما 
الخاصية الإضاقية وهى أن الملايا فى ,م ألى تحتوى أى نقطة للفئة 2 تحتوءها فى داخلها . 

ع4 - (ك) فى (تمرين ع4 -ط) ء إذا كانت. 7 مكعبا » أثبت أنه يوجد تقسيم .0 
للمكعب 4 إلى مكعبات بحيث إن المكعبات فى .0 الى تحتوى نقطاً فى 2 لما محتوى كلى أقل 
من اع 
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+؛ - (ل) نفرض أن “8ت لم محدودة ونفرض أن ىاو 4 خليتان مغلقتان 
فى "# عمحيث إن ا لك21عه 0 2 إذا كانت 8ج ه4م:م دالة محدودة » عرف 
© 6:1 ( على الترتيب 8 + 1:1 لتكون الدالة الى تتفق مع على 4 وتنعدم على 
(عل الثرتيب ٠‏ الى ) . وضح أن تكامل الدالة وكر على # موجود إذاً وإذا فقط 
كان تكامل الدالة نوكر على 4 موجوداً وفى هذه الحالة يكون التكاملان متساويين . 

4# - (م) نفرض أن ”2ح ل محدودة ونفرض أن و7 و70 غليتان مغلقعان فى 
"8 عحيث إن ات 4م . نفرض أن © ج :م دالة محدردة » وأثنا » عند 2 ,1 حدارء 
نعرف +٠82‏ 1:, بأنها («)7 - (2), عند عع وأن 0-(2)/ عند 114+ وضح 
أن تكامل الدالة ير على الخلية ,م موجود إذاً وإذا فقط كان تكامل الدالة يكر على 221 
موجوداً » وف هذه الحالة يكون التكاملان متساويين . 

م - (ن) أثبت وحدوية تكامل دالة محدودة “ر معرفة على خلية مقفلة "8 12 

4 - (س) اكتب التفاصيل لبرهان معيار كوشى ”4 - 4 . 

4# - (ع) نفرض أن “1-8 خلية مغلقة ونفرض أن 8 ه-1:/ محدودة . 
حينئذ تكون الدالة ىر قابلة للتكامل على 7 إذاٌ وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < 8 تقسم 
عم للخلية 7 بحيث إنه إذا كانت (.4,,...,1)-2 تكريراً بط » فإن 


ع >(ل) 6( - )ا 

حيث إإدع + :()]) لماح ب و [ردع ع :(»)]) مداو )8 عند ,... ,]دز تسمى هذه 
النتيجة معيار ر يمان القابلية للتكامل ( انظر نظرية )١ - ٠‏ , 

4+ - (ف) نفرض أن “1-2 غلية مفلقة ونفرض أن 8# ج-1:م/ محدودة 
بالمقدار 24 . إذا كانت ثر قابلة التكامل على 7/ ٠»‏ أثبت أن الدالة |16 تكون قابلة 
للعكامل على 7 وأن (1)عك/ة > زرا رز 

4م - (ص) نفرض أن “12# خلية مغلقة ونفرض أن # ج 1:ع ب قابلة 
للمكامل على / . أثيت أن دالة حاصل الضرب كر قابلة للتكامل على 4 . 

+4 - (ق) نفرض أن “8 1 خلية مغلقة ونفراض أن (./) متتابعة دوال قابلة 
للعكامل على 7 . إذا كانت المتتابعة تتقارب بانتظام على 4 إلى كر ٠‏ أثبت أن كر قابلة 


للعكامل علي 7 وأن 
)سد 
4# - (ر) نفرض أن "128 مكعب مغلق ولفرض أن 8ج 1:ج / 


كت 


متصلة . أثبت أنه إذا كانت 0 < ع » فإنه يوجد تقسيم (12,...,,) - ,2 لمكب 
إلى مكعبات محيث إنه إذا كانت إلا ,د أى نقط من 1....,7- زيط © فإن 


هع > | مرو وومر و - 16 ب | 


؟4؛ - (ش) يعطى هذا الّرين مثالا يرجع إلى آى . ج . شونبرج() لمنحى حشو 
الفراغ نفرض أن © ج :م متصلة » زوجية » بدوره 2 ومحيث إن 


4!>؛ع0 11 0>0)؟ب 
> >1 11 1-غع3- 
1غع+)>ة +10 1- 


(1) ازسم شكلا تخطيطيا للدالة ب . لاحظ أن .11> ماما 
(ب) إذا كانت 467 »ء عرف (0ج و (4)ي/ بأنها 


4 2 1 1 
+٠٠‏ (*3)ب أب (30)م جأد+ (0) مج - (1)0 


٠٠+350)م‏ بأد (*ق)م لد+ (30) مي - ماع 
أثبت أن هاتين المسلسلتين يتقاربان بانتظام » أى أن بم ,/ر متصلتان على 3 . 
(ج) أوجد قيمة (0يم و ()ثر » حيث / ا المفكوك الثلاقى (قاعدة 3 ) 
المعطى كنا يل 
0,202 ,02022 ,0,60220 ,02020 
(د) نفرض أن (ز ,<) تنتمى إلى المنحنى 2 (5-14)700(,8)0(:41 واكتب 
«ر ,د فى صورة مفكوكها الثناق ( قاعدة 2 ) : 
]86,8 د نر 201.0 ».0 د ير 
حيث «رق8 و ,ر0- يساويان إما صفراً أو 1 . نفرض أن + هى العدد الحقيق المناظر الذى 
مفكو كه الثلانٌ هو 
٠...‏ (د0.)2()28()26()28 دع 


أثبت أن )/- + و ()ج بر . وإذن كل نقطة فى المكعب 15 6 1 تنتمى إلى المنحتى كر . 


(») اصحمق ج. شونيرج ( ١4.8‏ -200 ) ولد فى رومائيا وتعلم هناك وفى ألمانيا 
لعدة سنوات أثناء وجوده فى جامعة بنسلفانيا » حث فى نظرية العسدد » التحليل الحقيق والمركب » 
وتفاضل وتكامل المتغيرات . 
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4 - (ت) فئة “2-6 الا مقياس صفر إذا وجدت لكل 0 < ع ممتتابمة 30) 
لحلايا اتحادها يحتوى 2 ومحيث إن 26)10(>8 

(أ) بما أن الفئة الخالية هى خلية » وضح أن فثة طا محتوى صفر يكون ها أيضا 
مقياس صفر . 

(ب) أثبت أن كل فئة محسوبة فى ”8 اها مقياس صفر . وإذن الفثة فى مثال 4# - ٠‏ 
( ز) ها مقياس صفر ( لكن ليس طا محتوى صفر ) . 

(ج) وضح أنه » ف التعريف « المقياس صفر » المعطى أعلى ع يمكن أن نحتاج إلى 
كون الحلايا مفتوحة » أو مكعبات . 

( د) أثبت أن لكل فئة مدمجة بمقياس صفر أيضاً محتوى صفر . 

( ه) للاتحاد لعائلة من فئات محسوبة بمحتوى صفر مقياس صفر . 


مشروعات : 
*4 - 0 نفرض أن “1-8 خلية مغلقة ونفرض أن 8 ه1:م محدودة ا 
إذا كانت (.3,...,3) -م0)8 تقسيا لخلية 4 » نفرض أن 
لداع *: (*)]) مدو ع ,م ,كك ع : (ع)]) تملك رمم 
عند 8 , ... ,1 ح تر وعرف حاصل الجمع العلوى والسفل للدالة عر عند م كا يل 
(3)ء,لة بآ - رززمان )6 ررك ور رماس 
(أ) إذاكانت (كررص)ى أى حاصل جمع ريمان المناظر إلى م ٠»‏ حينئذ 
(0:1)ناك (ززم)ة > رم زمر 
إذا كانت 0 < ع » فإنه يوجد حاصل جمع ررمان (,:5.)7 و (م:ط),ى المناظران إلى 
5 بحيث إن 
([:ط)د5 > م - مم زهان © + (] رطع > (ررطرو 
(ب) إذا كانت مر تقسما من ثم وكانت 0 تكرير ظ © حينئذ 
:قينا ع ([ :ها)نا > م :0)آ ع (رزرم)را 
( ج) إذا كانت وم و ,2 أى تقسيمين من 4 ٠»‏ حينة (ز بيط)نا > (/ :,ه)ء1 
( د ). عرف التكامل الأدنى والأعلى للدالة كر على / يأنه 
((2:1)ن1) كصا- (يانة ‏ ,((/ زط)ط) مدود و1 
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عل الترتيب » حسبت اللهاية الأعلى والباية الأدنى تكون مأخوذة على كل أجزاء # . أثبت أن 
(7) 0ك (1)ة. . 

(ه) وضح أن ث/ قابلة للتكامل ( بمنهوم تعريف #؛ - " ) إذا وإذا فقط كان 
(ير) 0 ع (عر)ة ء وف هذه الحالة يكون 1,7 -()13-()-.آ 

)و( وضح أن ثر قابلة للتكامل إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < © تقسيما م بحيث 
إن 5:/(>8).ة-(/:م)ن . (يسمى هذا الشرط أحياناً شرط ريمان » قارنه بتمرين 
#واع). 

م؛ - 8 تطور هذا المشروع تكامل الدوال على خلية مغلقة “8 12 ويقيم ف 
26 . إذا كانت ...)م تقسمالخلية م » فإن حاصل جمع ريمان 
(مروط)ى المناظر إلى م هو حاصل جمع 

(وا زناه لا دم بم)و 


حيث ,ع2 ,يكون/1عنصر *8# 5 تكامل رممان للدالة كم على # إذا كان يوجد لكل 
0 < ع تقسم لخلية 7 بحيث إنه إذا كانت م تكرير ,2 وكان (ثر :)5 هوأى 
حاصل جمع ر يمان مناظر » فإن *>|1-(/:5)8|]) . افحص أى النظريات الموجودة 
فى هذا الباب تظل صحيحة لدوال بقيم فى "1 . رضح أن “8  /:1-+‏ قابلة للتكامل إذأ 
وإذا فقط كانت كل دالة 1....4 >3 ١,‏ © >7 قابلة للتكامل . ( هنا ,©,...,,© هى 
المتجهات الأساسية القياسية فى “8 ) . 


الباب الرابع والأربعون ‏ محتوى التكامل : 

سنقدم فى هذا الباب مجموعة الفئات بمحتويات » و أميز الدالة المحتوية كدالة حقيقية القيمة 
معرفة على هذه المجموعة من فئات . سنحصل الآن على بعض خواص أبمد للتكامل على فئات 
بمحتوى © ونوضح كيف أنه يمكن حساب التكامل « كتكامل مكرر » . 

١ - 44‏ تعريف . إذا كانت”2 - كرء حينئذ نتذكر أن نقطة ”2 © * يقال إنها 
نقطة حدودية للفعة 4 إذا احتوى كل جوار + على كل من نقط فى 4 ونقط فق مكلها(6)4© 
حدود 4 هى فئة جزئية من الفراغ ”8 وتتكون من كل النقط الحدودية من 4 ؛ وسيرمز 
ا بالرمز (4) 6 . 

نتذكر أنه إذا كانت “8 2 4 ع فإن نقطة الفراغ “8# هى بالضبط إحدى النقط 
الآتية : نقطة داخلية من 4 » نقطة حدودية من » أو هى نقطة خارجية عن 4 . يتكون 
الداخل 49 من كل النقط الداخلية من 4 ؛ هى فئة مفتوحة فى *8 كا لاحظنا أعلاه 
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تحتوى الحدودية (5)4 على كل النقط الحدودية من 4م ؛ هى فئة مغلقة فى "88 . إقفال -4 
هو اتحاد (5)4 ا لم ؛ هو فئة مغلقة فى 29 . 

نتوقع عادة أن الحدودية لفئة صغيرة ء لكن هذا ناتج بسبب تعودنا التفكير فى المستطيلات 
والدوائر والأشكال الأولية . يوضح مثال +4 - ١‏ (ز) أن الحدودية لفئة محسوبة فى 
الفراغ 27 بمكن أن تساوى حدوديتها 12 


فئات مع محتوى : 

سنعرف الآن المحتوى لفئة جزئية من الفراغ "8 الى حدوديتها لها محتوى صفر . 

4 - 7 تعريف . فئة محدودة "28 ح ل حدوديتها (5)4 والى ها محتوى صفر يقال 
إن ها محتوى . سيرمز للمجموعة لكل الفئات الجزئية للفراغ "8 الى ها محتوى بالرمز 
(85)© . إذا كانت (2)87 ع 4 وإذا كانت م خلية مغلقة تحتوى 4 © فإن 
الدالة ريم المعرفة بأنها 

1>-(2)يم عبد يمعخ 

0ع عد 4مااءعع 
متصلة على 7 ماعدا إمكانية عدم اتصاطا عند نقط من (8)4 . ومن ثم ريم قابلة للتكامل على 7 
ونعرف المحتوى (0)4 للفئة 4 بأنه يساوى ,م ,] . أى أن 


]ده ]درم 


لاحظ أنه إذا كانت ”8 1 خلية ع حينئذ تتكون حدوديتها من الاتحاد لأعداد 
محدودة من « الأوجه ,» الى هى خلايا كل ها محتوى صفر . [ مثال ذلك » إذا كانت 
[4.©] ؟ا [4,5] ح فى . حينئذ (/)6 هو الاتحاد للأربع خلايا 
[4 .6[»]4 به] «آء ©]<[ط بيه] 
[4 ]> ا[طرط] [ه ت] "زه .ه] 
.هذه الللايا الأربع نضها هى أيضاً الحدودية لخلية (4 ,6) ا (6,8) ] ينتج أن خلية فى 
“8 يكون لا متوى ؛ بالإضافة إلى ذلك » يكون من اللسهولة ملاحظة أنه إذا كانت 
لمطءمه]» ٠٠١ ١‏ [نطريه] ل ٠‏ فإن 


(ممحمة) ٠١‏ ليه ديه -1 | -(8)ء 


ومن ثم يتفق معنى المحتوى الدلية ٠‏ كا أعطى بتعريف (44 )١‏ مم التعريف 
للمحتوى امختص ترجع بخلية مغلقة فى باب م4 . بالمثل تستخدم ملاحظات مائلة لحلايا أخرى 


كفت 


ى الفراغ ”8 » بوجه خاص » نلاحظ أنه إذا كانت (م2 بيه] 2٠٠١6‏ (6 ,يه] - كز 
فإن 
«(مه ح مط) ٠٠١‏ (ه حرط) 1 |[ حماء 
3 
سوف نوضح الآن أن المفهوم محتوى صفر الذى قدمناء فى تمريف ( 4# - ١‏ ) يتفق 
مع المفهوم المحتوى الذى قدمناه فى تعريف ( 44 - 8 ) . 
8-44 مفترض . يكون للفئة 8-87 الا محتوى صفر ( بمفهوم تعريفت 
١ - 4+‏ إذا وإذا فقط كان طا محتوى ( بمفهوم تعريف 44 - 8 ) ويكون 0 جح (4)» . 
البرهان . نفرض أن "2 ح لم ا محتوى صفر . حينئذ » إذا كانت 0 < عم » 
فيمكننا أن نحصر 4 ف الاتحاد / لعدد محدود لحلايا مغلقة بمحتوى كلى أقل من م . بما أن 
هذا الاتحاد [ة هو فئة محدودة » فإن 4 عمحدودة » بما أن [] مغلقة » فإنها تحتوى أيضاً ()5 
بما أن 0 < ع اختيارية » فنستنتج أن (6)4 طا محتوى صفر ؛ ومن ثم 4 لا محتوى وأن 
6 | دلمء 
م 
الآن ينتج من مفترض ( م4 - *7) أن 0 ع (4)ه . 
وبالعكس ٠‏ نفرض أن ”2 2 4 طا محتوى وأن 0 > (0)4 » ومن ثم توجد خلية 
مغلقة # تحتوى 4, وبحيث تكون الدالة 
بى ء ند 1 1-(0)بع 
00 10 0 - 
قابلة للتكامل على # . نفرضص 0 < © معطاة ونفرض أن تقسيم / بحيث إن أى حاصل 
جمع ررمان المناظر إلى ,8 يحقق 8/(>8 :.5)8 > 20 . إذا أهذنا النقط الوسطى فى 
(بع:,) . لتنتمى إلى #4 كلما كان ذلك مكنا . فنستنتج أن 4 تكون محتوية فى 
الاتحاد لمدد محدود لخلايا فى ,8 بمحتوى كل أقل من م . أى إن 4 طا محتوى صفر معنى 
تعريف ( *4- .)١‏ 
44 - 4 نظرية . نفرض أن 8 و 4 تنعيان إلى («ه)ن ونفرض أن "جرع » . 
(أ) الفتتان 8 م كر م 8 ل لم تنتميان إلى ("22) 2 وأن 
(8ناه)ء+(8 مها - (8)ء +دزماء 
(ب) الفجان ١8‏ 4. تنصيإن إلىم م8 وأن ("2)8 و 
زفاظع +(8 مميعء +(8 اماء - زه ناهاء 


فكت 


( ج) إذا كانت (لك 6 ه: + ع) - فى + م ». فإن 4 + + تنتمى إلى (”2)12 وأن 
(هاء -(م +ع 
البرهان . من الفرض » الحدوديتان (6)8 ,(5)4 طما محتوى صفر . صنثر ك كتمرين 
للقارىء توضيح أن الحدو ديات 
5)81١4(‏ ,(8اهاة ,(هباميه ,(8 مهام 
«ى محتوية فى (5)8لا(4)م6 . ينتج من هذاومن شال م*4 م (ج) أن : 
هما8 مر 18١ك‏ ظالالك ,408 تنسى إلى (2)15 
نفرض الآن أن 4 خلية مغلقة تحتوى 8 ل) 4 ونفرض أن م ,5 رن بي هى 
الدوال المساوية للواحد الصحيح على 8 لاح ,08 كر ,8 ,هر © على الترتيب » ومساوية 
صفراً خلاف ذلك على 7 . مما أن كلا من هذه الدوال متصلة ماعدا على فئات بممحتوى صفر» 
فإنها قابلة للتكامل على 7 . بما أن 
11 د لم1 
فينتج من نظرية ( 4# - ه ) وتعريف المحتوى أن 
دحى ]| حم إخم | دهع +دماء 


6 ]غ1 ] دوعن | - 

8 (8نام +(08م4)ن - 
ما يثبت القانون المعطى فى (1) » ورمكن برهنة القانون فى (ب) بالمثل . 

لبرهان (ج ) » لاحظ أنه إذا كانت 0 < ع معطاة وإذا كانت 2,...,ك غلايا 
بمحتوى كل أقل من اتحادها حترى (2)/4 » حينئة «3 + < ,.. . روك + خلايا بمحتوى 
كل أقل من ع اتحادها يحتوى (4 ل )م . بماأن 0 < ع اختيارية » فإن الفئة 4 + بر 
تشمى إلى (”2)8 . لتوضح أن (ك)ء -(8+ +*)ء ونفرض أن 7 غلية مغلقة تحتوى 
4 » ومن ثم تكون / + خلية مغلقة تحتوى 4 + ب . نفرض أن 12 ج-2:1/ 
بحيث إن 1ع (2)ير عند 4لا وأن 0ح (2)ير عند 6114( ولفرض أن 
2 <+2:2+1ز بحيث إن 1 - 2) كر عند ك4ل+«عج وأن 0ع 22) ير عند 
(ه+ع)١2+12)ع2‏ . وضح أنه لكل حاصلى جمع ر يمان للدالة وك يوجد -حاصل جمع 
ريمان مناظر للدالة كر ويساويه . وإذن 


لمجعء دمر | دم | دلم)ه 
وهو المطلوب إثباته 
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4 - ه نتيجة . نفرض أن 8 و 4 تنتميان إلى (”2:)14 
(أ) إذا كانت 8-6 مك4 فإن (8)ء+(مء خ (8ناهاء 
(ب) إذا كانث 8م »ء فإن (ه)ء-(8)ء- (ماهء 


تمسيز للدالة المحتوية : 
قد رأينا أن الدالة امحتوية © ج (820) 2 :ع موجبة م إضافية » » م ثابتة تحت إزاحة ». 
و تخصص القيمة 1 إلى مكعب « نصف مفتوح © . 
(1 ,0]»-٠٠*<(0,1(]0,1]-مكر‏ 
سنوضم الآن أن هذه الفواص الأريع أميز © . 
44 - 5 نظرية . نفرضص أن 2 ج-(2)85:/د دالة ذات الفواص الآثية : 
() 0< زمه كل (2)8عم 
(لا) إذا كانت 0 همهم ,م 8642)80 بم 
فإن (8)د+(4)س -(8 لاه)روة 
(ثث) إذا كانت “*8ععر و (“2)82ع ىم فإن (ه + ح)ر - (ما)رو 
(ة) 0-1 )و 
حينئذ نجد أن (ش)ء - (لى)ر كل (*201ء لم 
البرهان . إذا كانت 2ع » نفرض أن .8 هى المكمب « النصف مفتوح » 
٠٠ ١10, 27(‏ ("2 ,0] ("2 ,0] > يكز 
نلاحظ أن ميل هى الاتحاد إزاحات غير متصلة عددها ”27 للمكعب .1 ؟ إذن 
(,1) ”2 - )ب - 1 ويا (كل)ء - 1/27 - (ك1)ة 
نفرض أن 8 ,4 تنتميان إلى (9)80© ونفرض أن 8ح ىر . حينئة مكننا أن 
نكتب (4١81)لاك‏ -8 ماأن 8-(40)8144 ء نينج من (ل) ,([) أن 
رهام - (ه ١‏ 8)و+ (ه)ارو - (ظ)برة 
ومن ثم تكون 7« مطردة بمعى أنه إذا كانت 8 > 4 فإن (7)8 > (1)4 . نفرض الآن 
(2)8ءع حر بما أن 4 محدودة ٠‏ حينئذ لبعض لزع 34 ء تكون الفئة 4, محتوية ى 
داخل مكعب مغلق '/ طول نصف ضلعه هو ”2 ومركزه عند 0 . إذا كانت 0< 8 » 
فيوجد تقسيم للمكعب 7 إلى مكعبات صغيرة طول ضلع كل مها 2 . مثلا » بحيث يكون 
محتوى الاتحاد لكل المكعبات .1 .....ط المحتوية ى 4 تزيد عن ه-- (0)4 » ونحيث 
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إن محتوى كل الحلايا (د > ©) .1 ,...,,1 الى تحتوى. نقطاً من 4 لاتزيد عن ج + (6)4 
( انظر 'تمرين 44 اط ) . الآن كل من هذه الفئات 1 نختلف عن إزاحة ,+ بر بفئة 
م+لهاء د (لك دس نْ)» > نهاء د (لكتجى نا)» دء-زم)ء 


الآن كل من /؛ و م لاتتغيران تحت إزاحة الفثة وتتفق مع >1 . وبالإضافة إلى ذلك 87 و 6 
هما قابلتان لجمع تحت اتحادات محدودة غير متصلة . حينئذ ينتج أن 


كتج هديع سجس ري - (سدى نْ)ء» 


(عمهن),- 
ينتج من هذا وحقيقة كون /* مطردة أن 
لم2 زع+ 5 )د > زماوء لك 0 )+ دود زم)ء 
وهو المطلوب إثبائه 


4 - لانتيجة . نفرض أن © + (2)8:س- هى دالة تحقق الخواص (1) 
و (لذ) و (للة) حينئذ يوجد مقدار ثابت 0 < مم بحيث إن (4)ء -(كاسم كل 
(2)80 عم 


البرهان . ما أن بم تحقق الخاصيتين (1) و (كة) » فن السبل ملاحظة أن بم مطردة 
منى أن 8 4 تضمن أن (ق)س > (كه)س . إذا كانت 0ع (م)س ء فإن بر 
لأى فئة محدودة هى صفر » ومن ثم ينتج أن 0 ع (4) بر لكل (”2)8 » 4 » لذلك يمكننا 
أخذ 0 ع يم . إذا كانت 60 (460)س ء نفرض أن 


1 


(2)187ع م اله 1ه؟ لهاس جام - رهاد 
بما أننا رأينا حالا أن ب ها المواص (*1) و(ذنة) و (قذ) و(1) المذكورة ف النظرية » 
فينتج أن م +7 . وإذن تأخذ (مكل)م ح مر 00 وهو المطلوب إثباته 


خواص اضافية للتكامل : 

سنعطى الآن بعض خواص إضافية للتكامل مفيدة غالبا . 

44 - م نظرية . نفرض أن (2)80 © كر ونفرض أن 2# ج- 4/:] محدردة 
رمتصلة ى 4 . حينئذ تكون كر قابلة للتكامل على 4 . 

البرهان . نفرض أن / غلية مغلقة حيث 1ج 4 ونفرضص أن 8 +-1اثر 
تساوى الدالة كر على 4 وتساوى صفراً على 114 . ما أن 2/ محدودة فى / ومتصلة على 
1١5)4(‏ فينتج من نظرية القابلية للتكامل ( 4# - 4) أن 5 تكون قابلة التكامل فى 7 . 
لذلك تكون كر قابلة للتكامل على 4 . وهو المطلوب إثباته 

سنوضح الآن أن التكامل يقبل الجمع بالنسبة إلى الفئة الى يكون التكامل مأخوذا عليها . 

4-44 نظرية. (أ) نفرض أن 4 و ,4 تنتمى إلى (”9)82© ونفرض أن 
2:42 لا توى صفر . إذا كانت دك نار - 4 وإذا كانت 8 <- 4 : / قابلة 
التكامل على و4 و .4 فإن “ير قابلة الدكامل على 4 وأن 


)ا (44-1) 
مم دم م 
(ب) نفرض أن 4 تنتمى إلى (”2)12 ٠‏ ونفرض أن (9)120 ©42 ,رلك حيث إن 
يذ لارك - 4 )2 وبحيث إن 042/ك ها ترى صفر . إذا كانت 8 <- 4:[ 
قابلة العكامل على 4 » وإذا كانت تقييدات الدالة كر على 42 و ,4 قابلة الشكامل ٠‏ فإن 
)١ - 44 (‏ تظل صحيحة . 
البرهان . (أ) نفرض أن 7 غلية مغلقة تحتوى على د42 لا, م - 4 ونفرض أن 
2- ,#8 ج1:م 0 تساوى ثر فى رك وتساوى صفراً فى أى مكان آخر فى / . 
من الفرض ور و در قابلتان التكامل على 7 وأن 


ينتج من نظرية مغ - ه أنيكر + ور قابلة العكامل على 7 وأن 


إخم إعهوعنى] 
ها أن («)مز +(»«)ر - (م)م بشرط أن زيم 0رى) ١‏ ع 2 » فينتج الآن من مفرض 
- م أن ثر قابلة للتكامل على 4 وأن ( ؛؛ - ١‏ ) تظل صميحة , 


(ب) نحتفظ برموز البرهان فى (أ) . من الفرض ء ور قابلة التكامل على 4 . تنكون 


ه١‎ 


الآن () ور + (م) ير ح (عد) زر ماعدا عند سد ىق 42١ارك‏ 2 ثثة محتوى صفر . 
لذلك ينتج من نظرية +4 - ه ومفترص #غ - م أن 


]ان ]دصح سر ]| 
]| 


ا 


وهو المطلوب إثبائه 
لاحظ أنه إذا كانت 2 + :م دالة محدودة قابلة للتكامل » حينئذ يتحقق 
الغرضس الموجود فى +4 - 4 (ب) الذى يقول إن تقييدى الدالة كر إلى 42 و .4 قابلتان 
للعكامل تكون أوتوماتيكياً ( انظر تمرين 44 -ى ) , 
النتيجة القادمة مفيدة غالباً لحساب قيمة التكامل . 
4؛ - ٠١‏ نظرية . نفرض أن (9)3820 46م ونفرضى أن 8*8 ج 4/:/ قابلة 
للعكامل على 4 ويحيث إن 24 >> |(*)]| لكليم عر . حينئذ 


(اءكلا > 1 ا ا (44.2) 
وبصورة أعم » إذا كانت ث/ر حقيقية القيمة وكانت 04 > (*)] > 1 لكل اع » فإن 
(ه)ءكلا > [] ا[ > (هش)عم (44.3) 
البر هان . نفرض أن ثم امتداد الدالة كر لكلية مغلقة # تحتوى 4 . إذا كانت 
0 < ع معطاة » فإنه يواجد تقسم (2....,ر3) ديس للخلية # محيث إنه إذا كانت 
(/ .)5 هى أى حاصصل جمع ريمان المناظر » فإن 7 
#+7 © دم | د هرق ,م)ى 


تلاحظ أنه إذا اختيرت النقطالوسطى لحاصل جمع ريمان خارج 4 كلما كان ذلك مكنا » 
فتجد أن 


)02م 30 - زر ريص)ى 
حيث يؤخذ حاصل الجمع على هذه الحلايا فى ,7 المحتوية كلية فى 4 . ومن .م 
(شاعاة > (مل)ء '(5 31 > م( :.0)دو 


لذلك نحد أن 


,5.ه 


+لماءاة د ز | -ز ا 


وبما أن 0 <عم اختيارية فتحصل على الطرف الأرمن من المتبايئة ( 4ه - م) . يثبت 


الطرف الأيسر بطريقة مائلة . وهو المطلوب إثبائه 
كننيجة لهذه النتيجة » نحصل عل النظرية الآتية » الى هى امتداد للنظرية الأولى القيمسة 
المتوسطة #٠‏ - 5 . 


١١ - 44‏ نظرية قيمة متوسطة . لفرص أن (”2)18 © 4 فثة متصلة ونفرض 
أن 8# ج :م عدودة ومتصلة على 4, . حينئذ توجد نقطة 4 © م بحيث إن 


(هاءم)ز 1و[ (44.4) 


البرهان . إذا كانت 0 - (4)م » فالاستنتاج .بسيط » لذلك نفرض أن 0 26 (م)ه. 
نفر ض أن : 
!ذل ء : : (0)]) مدو ح از لف ء : : («)]) تمزع بر 
فينتج من الحزء الثانى من النظرية السابقة أن 
1 ل | رح > :» (44.5) 


إذا كانت كل من المتباينتين الموجودتين ى ( 44 - ه ) دقيقتين » وتنتج النتيجة 
من نظرية القيمة الوسطى لبولتزانو 5١‏ - 4 . 

نفرض الآن أن (ه4)ء284 - ثم م؟ . إذا كان حصلنا على الهاية الأعلى 14 عند 4 © م » 
فينتج المطلوب أيضاً . لذلك نفئرض أن الاية الأعلى 74 ليست عند 4م . ما أن 
0 (2»0)4 وتوجد خلية مغلقة 4رع >1 » محيث إن 0 6 ()ن (انظر مرين 
4 -از) بما أن كك مدمجة وأن كر متصلة على ع » فتوجد 0 < يم نحيث إن 
ع-84 > («)/ر لكل كاعر . ما أن (كراه)لا» - كر فينتج من نظرية 
44 سو هع دءرأن 


0 +1 1 1 ا 1/20 
(ذاء لا > 1 ١‏ شاء كا + (>1اء (ء - 14 ) > 
هى تقلص . إذا كانت (4اء” - 1[ .1ل » فنستخدم مناقشة مماثلة . 
1 وهو المطلوب إثباته 


التكامل كتكامل مكرر : 


يكون من المرغوب معرفة أنه إذا كانت / قابلة العكامل على خلية مغلقة 
[مطبمه] ٠١ ١»‏ [بطبيه] در 
فى "8 وهاقيم فى 2 » فإن التكامل 1 د .مكن حسابه بدلالة , تكامل متكرر » لطيات مر : 


عه [. .زمه زم ...سه ة]]:]]-٠]:]‏ 


هذه الطريقة لحساب التكاملات الثنائية والثلائية بطريقة التكاملات المتكررة مألوفة للقارى. 
من علم حساب التفاضل و التشكامل الأولى . سنعطى تحقيقاً لهذ الطر يقة : البساطة سنفتر ضى أن 2-م» 
لكن من الواضح أن النتيجة ميحة فى حالة أبعد أ كار 5 


44 د ؟١‏ نظرية . إذا كانت '/ر متصلة على خلية مغلقة [4 ,©][8 ,ه] - [ إلى 27 


هزدها | ] 12[ 
عه إده دمر | ]| - 


البرهان . لاحفنا فى نظرية التبديل ١م‏ - 4 أن التكاملين المكررين متساويان . 
لتوضيح أن تكامل الدالة كر على 4 يكون معطياً بالتكامل المكرر الأول » نفرض أن / 
معرفة عند [4 ,6]ء ( بأنها 


فإن 


. 


حل ( ,)رز / - )م 


نفرض أن 4 > بز ك 000 الا > ولاتء تقسم للفترة [4.ن] ع لفرض أن 
2235 كي 2 تسم لفترة [6 ,4] » ونفرض أن م ترز إلى التقسيم 
للفترة فى الناتج من استخدام الخلايا [زز ,ت_رلا] >[ ,تيند] . تفرض أن #*رير هى أى 
نقطة فى [زلا .ترلا] ولاحظ أن 
35 3 
عه رهز "| دع دمر | دوم 


حسب النظرية الأولى للفترة المتوسطة 5م - 5 2 يوجد لكل /وثر نقطة  #‏ فى 
زد ردعة] بمحيث إن 


لد عاذ د مه ل ووم 
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بالشرب فى (,_رنوس رنز) ثم الممع تحصل على 
لحرلا - 0011 مد - )800 )1 لذ 2 > ل(حدرلا- ,)80070 ر 


الآن يكون المقدار الموجود فى الطرف الأيسر هذا القانون هو حاصل جمع ريمان 


الاختيارى التكامل 
كه زه درمز | !]| دعصم ]| 


قد وضحنا أن حاصل جمع ررمان السابق يساوى حاصل جمع ريمان القماص والمناظر 
التقسبم م . بما أن ثر قابلة للعكامل على ى » فتحصل على إثبات وجود التكابل المكرر 
ومساواته بالتكامل على 7ل . وهو المطلوب إثباته 


تعديل بسيط البرهان المعطى فى النظرية السابقة يعطى النص الأقوى قليلا . 


١8 - 44‏ نظرية . نفرض أن /, قابلة للتكامل على المستطيل ‏ [4 ,0] [8 ,ه] - ار 
إلى 8# وتفرض أنه ء لكل [4 ]© ء تكون للدالة ‏ (7 ,عد )مرج ب الفترة 
[5 ,4] إلى © متصلة ما عدا إمكانية عن عدد محدود من نقط » الى عندها يكون ها نهايات 


طرف واحد . حيتكة 
إعصسن | ] | 


كنتيجة هذه النظرية » سنحصل على نتيجة تستخدم غالبا لحساب التكاملات لدوال معرفة 
على فئة محدودة بمنحنيات متصلة . والملائمة » سنقرر النتيجة ف الخالة الى فيها تكون للفئة 
قطع خطوط مستقيمة أفقية كحدود عليا وسفل ا ومنحنيات متصلة كحدود جائبية . ومن 
الواضح أن نتيجة مائلة تظل صصحيحة . إذا كانت الحدود الحائبية هى قطع خطوط مستقيمة رأسية 
وكانت الحدود العليا والسفل منحنيات . تعامل فئات أكثر تعقيداً بتحليل الفئات إلى الاتحاد 
لفئات جزئية من هذين النوعين ٠‏ 

١4 - 44‏ نظرية . نفرض أن 27 - ى معطاة كا يل : 

(ك ع رع ء ,(8)9 ع ع ك (ر)ه :(2 ,) - هم 

حيث 8 » دالتان متصلتان على [4 ,©] بقيم فى [5 ,4] . إذا كانت ث/ر متصلة على 
© + حء فإن ثر قابلة العكامل على 4 وأن 


ال ااا 


( فشكل 4م - )١‏ 


البرهان . نفرض أن / خلية مغلقة تحتوى 4 ونفرض أن رم هى الامتداد للدالة كر 
إلى # . يوضح تغيير لمثال مغ - ٠‏ ( و) أن حدود الفئة 4 ذا محتوى صفر ؛ وإذن تكون ر/ 
قابلة للشكامل على ل . الآن لكل [4 ,]عبر تكون الدالة (ن,»)ر,م جد متصلة 
ماعدا إمكانية عند النقطتين ()8 و (7) © » الى عندها يكون ها نهايات طرف واحد 
ينتج من النظرية السابقة أن 


ك إهدرمة | - 


© زعي 


ل 
2-4 
١|‏ 
7 
لوت 


2 


ا ا 


وهو المطلوب إثباته 
تمرينات : 
4: - (أ) إذا كانت “#8 -لى ء فإن نقطة تكون نقطة حدودية للفئة 4, إذا 
وإذا فقط كانت نقطة حدودية للمكلة. (6)4 للفئة 4م . حينتذ ‏ ((2)6)8 -(ماط 
٠‏ 44 - (ب) نفرض أن "2# ىم ء ونفرض أن (6)4 هى الحدودية للفئة 4 . 
(أ) الفئة (4)ة مغلقة فى 280. 
(ب) الداخل (ه)410 -"لم مفتوح فى #0 ويحتوى كل فثة مفتوحة © حيث 
من 
(ج ) الإتفال رم)ون بم --م مغلق ىمج# ويكون محتوياً فى كل فئة مغلقة كر 
حيث ارت لم 
4ه - (ج)نفرض أن “#عى ونفرض "أن (ى)طلام--م هر إقفال 
ألفئة 4 . وضح أن (ى)ط-477)ط . اعط مثالا لتوضح أن التساوى يمكن أن يظل 
صحيحاً » ومثالا يوضح أن التساوى يمكن أن يفشل . 


كه 


؛؛ - (د)نفرض أن 8 ,4 فثتين جزئيتين من «ج , وضح أن الحدود لكل الفئات 
8ناى4م ,هام ,8 ماخ 
يكرن غترياً فى .(8)طلا(هاط . (إرشاد : -((ه)6)©6-ه - لماه ). 

»)؛ - (ه) تكون فثة +# حلم منلقة نى ”8 إذا وإذا فقط كانت 4ك (م)ط 
تكون فئة “828 مفتوحة فى ”8 إذا وإذا فقط كان 6-(8)ط6م 8 

؛» - (ر) إذا كانت (80) عم ٠»‏ وضح أن داخلها (هم)مام -0م وإتفاها 
(حاطنام - م ينصيان أيفاً إلى (*9)8 وأن (ته)ء - (م)ء عثهاء 

4 - (ز) إذا كانت (مه)وعم وكانت 0< (4)م ء أثبت أنه توجد 
خلية منلقة لمع« محيث إن 260 كل)ه . 

44 - (رح)إذا كانت 80 ح ىم » نعرف المحتوى الداخلى واللارجى افئة 4 بأنها 

ب(لا)ء أماع زهي ,(نا)ء ويه ع (لكه)ي 
حيث يؤخذ الحد الأعلى على فئة كل للاتحادات الحدودة لكلايا مجوية فى 4, ٠‏ ويؤخذالحد 
الأسفل على فئة كل الاتحادات المحدودة للحلايا تحتوى نقطا من الفئة 4 . 
٠‏ () أثبت أن (ه)”» > (ك)يه 2 وأن 4 لها محتوى إذا وإذا فقط كان 
(4)*م > (4م)يم » ف هذه الحالة تكون (4)م هى هذه القيمة المشتركة . 
(ب) إذا كانت 8 ,4 فتين جزئيتين غير متصلتين للفراغ “8 + وضح أن 
(8)*ء +رم)» ع (ظنامات 

(ج ) أعط مثالا لفئتين غير متصلتين (ز, يم حيث إن (8 نا ه)”» - (8)*» - (ه)*» 0 

4 -(ط) نفرض أن لزءع]8 ونفرض أن “1028 هر مكعب بنصف 
طوله هو "2 ومركزه 0 . عند ل2 26 تقسم 1 . إك شبكة جيه طوهسا ”2 
المكون بمجموعة كل المكعبات ى 1 بطول جانى "27 وبنقط طرفية قياسية زوجية المقام. 
(أى إن » نقط طرفيه على الصورة "8/2 حيث (2 86 

(1) إذا كانت 7-1714 خلية مغلقة وكانت 0 < م » وضح أنه يوجد الارعم 
بحيث أن الاتحاد لكل المكعبات فى .,© ألى تكون محتوية فى فى له محتوى كلى يزيد 
عن ع (ث/)ن والاتحاد لكل المكعبات فى .© الذى يحتوى نقطافى في له محتوى 
كلى أقل من ع +(7) © . 

(ب) إذا كانت ,ل 4 ها محتوى وكانت 0 <اع » وضح أنه توجد لارع, 
يحيث إن" الاتحاد لكل المكعبات فى ...0 الى تكون محتوية فى 4 لما محتوى كلى يزيد عن 
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مع (م)ء والاتحاد لكل المكعبات ق .0 الذى يحتوى نقطا ىق 4 له محتوى كل 
أقل من ع+ (لم4)ء . 

44 -(كى) نفترض أن 1-2٠‏ خلية مغلقة ونفرض أن © ج 1:/ قابلة للتكامل 
على / . إذا كانت 1 > لك لا محتوى ء فإن تقييد الدالة كر إلى 4 يكون قابلا للتكامل 
على 4 . (إرشاد : استخدم تمرين 4# ا 8) . 

4؛ -(2) نفرض أن (2)80 46 ونفرض أن ع ور قابلتان للعكامل على 4 
وأن 0<(جا)ع لكل ى4معع . إذا كانت (4)/ مسه- 304 ,(4)]/ كصذ- : فإنه يوجد 
عدد حقيقى [51,44] ع سم محيث إن 


م إسدهز 1 


4 - (ل) إذا فرضنا بالإضافة إلى الفرض الموجود بالمّرين السابق أن 4/, موصولة 
وأن ثر متصلة على 4 ٠»‏ حينئذ توجد نقطة 4 >7 بحيث إن 


ف إهادل] 

4 -(م) نفرضأت (لزعم:(,رى)) هى سرد النقط فى (0,1) © (0,1) 
بإحداثيات قياسية لكل /2 ع2 »ع نفرض أن ,2 خلية مفتوحة فى (0,1) كا (0,1) 
تحتوى على (..:) ونفرض أن .1»..ل) - © . أثبت أن © هى قئة مفتوحة فى 12 
حدودها (©)6 هى )0,1(<)0,1(١©6‏ أثبت أنه إذا كانت 1,(>1)ء 2 » فإن الفئة 
المفتوحة © ليس ا محتوى . 

4 (ن) - استخدم المصطلحات العلمية الموجودة فىتمرين (2-17) » نفرض أن 
[0,1] 4 هى فئة « مثل فئة كنتور , طوها 2 . إذا كانت [0,1] »ا 4 ح كر 
أن كه هى فئة جزئية مدمجة من 87 ع وأن # > (1)م ع وأن #اليس ها محتوى . 

4+ - (س) نفرض أن 8 >6 ونفرض أن 82ح [طيه]:م متصلة ويحيث 
أن 0< («)ثر نكل [(يم]ءع ‏ نفرض أن ((2)/ > رك 0 ,( > عد ه:(ر,ه) - ,و 


تسمى فئة الأحدائى الرأمى للدالة ر. بفحص حدود الفثة م كأثبت أن لا محتوى . أثبت أن 


4 مر عه دا 1 1 505 


4؛ - (ع) نفرض أن  *‏ هر هى الفئة المذكورة فى أمرين ( 6+ - م) وتفرض 
أن ير معرنة على 8# ج[0,1[<]0,1]-0. بأنها 1 ب (بر ,)ير عند همه( ) 
وبأن 0 > (ب ,»)ثم فيا عدا ذلك.وضح أن 4 ليس ا محتوى وأن كر ليست قابلة 
للتكامل على © . لكن » التكاملات المكررة موجودة وتحقق 


مه 


عه زصهن]] ]عه (هدصسار]]] 


4 - (ف) نفرض أن [0,1[*]0,1]-© ونفرض أن 8ح 0:/ معرفة 
بأنها 0 ح (« ,)ير إذا كانت إما »د وإما بز غير قياسية وأن #/1 ست ( ,)يمر إذا 
كانت رز قياسية و كانت #/ن, ح عد حيث 0 < 2 و 2 هما عددان صحيحان أو ليان نسبياً . 


وضح أن 
0ه إعه دما لأ الى 
لكن برك (ن ,)م إ] غير مو جود لعدد قياسى *« . 
44 - (ص) نفرض أن *8 3 غلية مفتوحة تحتوى (0 ,0) ونفرض أن 8 جه 3:/ 


متصلة على لا . عرف 2ج :يم بالتكامل المكرر : 


2 - 1! 11 0 4: 44 


وضح أذ زر بو«)طيطرط - زر ب[ - زر و#رطيط عند لع زري) 

4؛ - (ق) نفرض أن فى هى كا فى القّرين السابق ونفرض أن 8 ه0:7© 
بحيث إن 222106 متصلة على فى . استخدم هذا ارين لإثبات أن 2,226 موجود 
وسارى 6رهوه .7 


44 - (ر) تنفر ض أن [بطبمه] ٠٠ ١»‏ [رطريه] > ل ونفر ض أن © ج :م متصلة , 
تفرض أت [,ط ,ره] 2٠-06‏ [وط ريه] > رن فى 20-1 ولفرض أن © جد رن : ري معرف بأته 

0 

انك ليل ييف بر / >( ...)نآ 
)غ0( وضح آن ري متصلة عل روك . 
ب بأد ب ل وأى تقسيم : 
بطع رع > >٠٠‏ ررد كور - به للفترة [رم ,.ه] © أثبت أنه توجد نقط 
7 ف الفترة ‏ [بى*,_ه.*] عمحيث إن 


لسر )0 واد )1 ب -ود, ...روط 
( ج) أثبت أن 
)4 زمه 0ن وود ا 1 > 0د يوك (ود ىب .بتار أ 
لنت ب46 3ن .10600 ات 


5ه 


( د) اعمل امتداداً للاتيجة نمالة الى فها تكون لكل نقطة (مد,...,د*) فى ريق الدالة 
)ا .رو ,)م جارك للفئرة 2 ح [رة ,ره] متصلة ما عدا إمكانية عند عدد محدود من 
نقط الى عندها ها نهايات طرف واحد . 
4؛ - (ش) (أ) نفرض أن 8# +[4,06]:م به متصلة حيث (+)8 > (:)» 
لكل [(5يم]ءع» . وضح أن الفئة 
((8)02 ع رع (2)ه ,رط ع ع > 2:4 ء (ر ,)ا - 8 
مدبجة فى 82 بمحتوى , 
(ب) نفرض الآن أن 8ح 8:8 ,بد دالتان متصلغان حيث (,8)06 > (ا ,تان 
لكل 8ع(ر,») . أثيت أن الفعة 
((9 :)8 ع ع ع (رز ىر ,8ع (ن ) :20 ء (2 ,ل ,)] اط 
مدجة فى :1 بمحتوى . 
جح( إذا كانت © ج ص:, متصلة ء أثيت أن ثر قابلة للتكامل على 2 وأن 


ل ل 
4ه - (ت) تفرض أت [رطييه]»:٠٠<[رطبية]-1‏ ولكل ىن . ,1 حار 
نفرض أن 2 + [ط ,ن]: / هى دالة قابلة للتكامل . 
إذا كانت #8 ح1:بي معرفة بأنها (2)م, ٠٠١‏ 60)ر > (,,... »)ب أثبت أن بي 


قابلة للتكامل على 7 وأن 
ا لاسا 


4 - (ث) استخدم نظرية تقريب قير اشتراس لتوضح أنه إذا كانت 
[رطبيه] >٠٠:‏ [رطبيه] -1 وإذا كانت © ج+-1:م متصلة ء فإن 


كل ك4 6-6 إمه )يروك م 6 0 ع8 / 


44 - (خ) نفرض أن ©# ج(ه+,0]:ي حيث 0-(00)م متصلة » غير محدودة » 
وتزايدية بدقة » ونفرض أن له هى دالا المكسية . حيتئذ تكون طن أيضاً متصلة وتزايدية 
بدقة على ( © + ,0]. 

(1) إذا كانت 8 ,» عددين ٠.وجبين‏ » قارن المساحة للفترة [8 ,2]0[» ,0] باساحة 
الحصورة بين محور الاحداثيات ومنحى ب لنحصل على متباينة ينج : 


ان 


»]3 > 8 4+ 0 


(ب) إذا كانت 1 < ب و 1<م بحيث إن 1 > (1/9) + (م/1) وإذا كانت 
“”-(«)م وكانت ‏ *"ل- (ر)ل »ع استخدم متبايئة ينج لإثبات المتباينة 
"م + م/"» > ق8ه 
( ج) إذا كانت ...1-1 يم بيه أعسداداً حقيقية وإذا كانت 
”مها +٠٠ ١+‏ "إره) ىر ٠‏ “'('|,ة| ٠٠١+‏ *إرط|) - 8 استخدم امتباي:ة السابقة لاشتقاق 
متبايئة هوادر 
هم > ينها با 


الى حصلنا علها فق مشروع ( + - 8 ) (ب). 


مشروعات : 

44 - » نفنر ض أن. “1-2 خلية مغلقة ونفرض أن 12 ج-1:) محدودة . عند 
٠» < 0‏ نفرض أن (ه ‏ («)به :1ع ع) - .10 حيث (+*)رهه تدل على تذبذب الدالة كر 
عند ب ( أنظر مشروع #م - © ). 

(أ) نفرض أن .2 ها محتوى صقر . تفرض أن  8,-)1,...,12(‏ تقسيم 
من #/ بحيث إن (1) كل نقطة من بم2/ تكون محتوية فى داخل إحدى الخلايا (8 > )8 ,...,ر1 
(ن) ارا 2ه درقء+..٠جرنء‏ » (11ن إذا كانت كزع ررم عند 0,..., 1 محر 
فإن »>|(0)ر-0»)م| . إذا كانت م تكريراً من .2 أثبت أن 
(1+(8)ع)» ع لز زمط)د - زر رم)وا 

(ب) استنتج أنه إذا كانت 2 ها محتوى صفر لكل 0 < » » فإن لرقابلة التكامل 
على #7 . 

(ج) نفرض أنه عند قيمة ما 0 < 0 ٠‏ يكون المحتوى الخارجى 0<(,©)” 
وضع أنه عند تقسيم ما ...)4م من # نجد أن 

رط )*عه - )ع( - 04 2 
استنتج أن ثر ليست قابلة للتكامل على # . 

(د) استنتج أن كر تكون قابلة للتكامل على 7 إذا وإذاً فقط كان للفئة .2 محتوى 

صفر لكل 0 <ه» 


للك 


(ه) تذكر أن .2 س..ل] -2 هى فئة النقط الت عندها ث/ر ليست متصلة . أثبت أن 
ها مقياس صفر ( بمفهوم تمرين 4 - ث ) إذا وإذاً فقط كان لكل قعة .82 محتوى صفر . 

(و) استنتج أن ير قابلة للتكامل على 7 إذا وإذآً فقط كان الفئة 2 لنقط عدم اتصال 
ها مقياس صفر . ( هذه النتيجة هى معيار ليبيج لقابلية التكامل ) . 

4؛ - م يدرس هذا اللاشروع التكاملين العلوى. والسفلى ( المذكورين ىق 4# - »0) 
وتكراره! إذا فرضنا أن “رح و #0رحر خليتان مفلقيان . ىلام ح ص » 
ونفرض أن #80 - 0ح »ا - 16 . نفرض أن 1 ج ]1 :/ معدودة , 

() كل 1عجاء عرف 8#+ج[ابج بأنمها (ز,خ)ثرت (يز) ريم عند 
دعر . نفرض أن 8# ج1:ر معرفة بأنها التكامل السفل ‏ (15.)82-(*)2 وأن 
# ج 1 :سر معرفة بأنها التكامل العلوى (يج)ن] > («)ر من .م . إذا كانت 8 أى تقسم 
من 4 ء وكانت 5 أى تقسيم من /# . وكان ى كا  #‏ / هو التفسي الناتج من ع » 
حينئذ أثبت أن 

(6:7)نآ > (س : #)نا ع لد :)نا ع زد زط)نا ع (ربم)را 
(ب) أثيت أن 
(()نا ع (سرانا ع ضانا > (زانآ ‏ ,(/)نآ > (2)نا > (دارآ ع (زاءآ 
ومن ثم » إذا كانت كر قابلة للتكامل على 8 ٠‏ فإن بم و32 قابلتان للتكامل على / وأن 


(ج) كل رعر » عرف #رج]ايبم بأنبا (01/- )يم عند زعي 
نفرض أن © ه رء'ح وأن © ج 1:'سر معرفة بأنها 
(بطانا > تكس ١‏ ,رطام زوكد 
أثبت أنه إذا كانت ثر قابلة للتكامل على كل » فإن “رو “2 قابلتان للتكامل عند ل وأن 


]دي 


(د) إذا كانت 8ح :يج قابلة للتكامل على ل لكل 1©* ء فإن سر 2 


وأن 
عه زهدصمة |] | د ] عصهه مسن 


بالمثل » إذا كانت # ج+-8,:1 قابلة للتكامل على م لكل 37> ا فإن 


5ه 


ده لصم | | -ى إحصهسةصسر | 


4 - ”7 نفرض أن “92-2 مفتوحة ونفرض أن (29)0 مجموعة من كل الفئات 
رميوع م حيث 2--4 ستتقدم فى هذا المشروع مفهوم الدالة القابلة لمجمع على (©)© 
م و كثافتها القوية » يقال لدالة # ج (9)©: © إنها قابلة لمبمع إذا كانت 

(8)» +(م)0© د(8 داه 
طلما .0 - 468 و )9ع 8 بهم . 

(أ) إذا كانت 1:28 قابلة للتكامل على كل فثة فى 2)42 وإذا عرفنا 

ع م رم)واع بأنها 


/ | دلمم 


حينئذ ا تكون قابلة لمجمع على )2 

(ب) نفرض أن 2ج (0)©: 0 دالة قابلة تجمع ونفرض أن # جب 9:ج . تقول 
إن بم كنافة قوية للدالة © ء إذا كان يوجد لكل 0 < 8 وكل فئة (9)© 4 »2 0 < 8 
بحيث إنه إذا كانت >2 مكعباً مغلقاً طول ضلعه أقل من 8 محتوى ى 99 وإذا كانت 
عام معءمر ء. فإن 


6) 


ع>|(8)ع8- 6006 


(ج) نفرض أن مم دم . وضع أن الدالة المحتوية © جه (2)80:ع الا كثافة 
وية محايدة تساوى الواحد الصحيح على 8 . 

(د) نفرض أن © ج(20)©: ىر دالة قابلة لجمع موجبة الى لاتتغير تحت ثقل الفعات 
[أى أن زمعس ح زم جنم لكل (0ه)وء ح ,"8ع + ] . أثبت أن هر ها كثافة قوية 
ثابتة على 8 . 

(6 إذا كانت 8# ج2:م متصلة وإذا كانت م معرفة كما فى (أ) © أن /ر 
لها كثافة قوية كر على 92 . 

(و) إذا كانت 8 ج (9)9: © قابلة تمع وها كثافة قوية 2 ج-92:م وضح أن 
ع متصلة على 52 . ومن ثم تكون م متصلة بانتظام على كل (2)4 © 4 

(ز) نفرض أن 8#<-(2)0: © قابلة تمع وا كثافة قوية تساوى صفرآ تطايقياً 
على © . وضح أنه إذا كانت # مكعباً مقفلا وإذا كانت 0 < ع ء فإنه يوجد تقسيم 
للمكعب 2 إلى مكعبات (ب ,. . . .,>1) ححيث إن (16)ءة > |()1) | عند 1,...,7 زر 


ردك 


وإذن ينتج أن 00ت > )ان . استنتج أن 0 ع ()© لكل مكعبات مغلقة .92 16 
( ح) نفرض أن و و و دالتان قابلتان لمجمع عل ():2 محيث إنه لكل قيمة ما 
0 < لق نجدأت رم)ء)ز > إزمعسر لكل .2 ,1د ز ,ريوع م 


إذا كانت )5 -©5,)1 لكل مكعب 129 ». أثيث أن (4)/ي -(ما)رس ‏ آكل 
)ةعم 


الباب الخامس والأربعون ‏ تحويلات لفئات ولتكاملات : 
لاحظنا فى باب م4 أن الروامم المتصلة عل فترة فى 8 يمكن أن تغطى مكعباً مغلقاً 
فى 22 . سنوضم أن هذه الظاهرة لمكن أن تحدث إذا كان الراسم فى صنف 1© وسوف 
ندرس الراسم لفئات بمحتوى تحت 3© رواسم حال الراسم خطى مهمة بوجه خاص . والنتيجة 
بسيطة بدرجة كافية . فى الخالة الراسم غير الخطى » سيتضح أن جاكوبيان الرامم يدل على 
درجة التواء التحويل . 


ستستخدم هذه النتائج لإثبات نظرية تتعلق « بتغيير المتغير » لتكامل على فئة فى "72 
تفحص الحالات الخاصة للاحداثيات القطبية والكروية باختصار » و نعطى نظرية أقوى تستخدم 
لتحويلات كثيرة تعرضص كية رقيقة من الإفرادات . 


ه؛ - ١‏ مفترض . الفئة ”8 22 مفتوحة ونفرض أن “8 ج-2:ي تنتمى إلى 
صنف (07)2 . نفرص أن 4 فئة لمحدودة حيث 4-12 . حيلئذ توجد فئة 
مفتوحة ,!1 حيث 12 > 421 ,2 ح ”هر ومقدار ثابت 0 < 34 بحيث إنه إذا كانت 4 
محتوية ق الانحاد لعدد محدود من مكعبات مغلقة ىق 2 بمحتوى كلى © ء على الأكثر » 
فإن (24)ب تكون محتواة فى الاتحاد لعدد محدود من مكحعبات مغلقة بمحتوى كلى ‏ به"(2/1 /.) 
على الأكثر . 

البرهان . إذا كانت ”92-82 . نفرض أن 1 2 8 ؛ وإلا نفرض أن 
(ل9 ©« , 64 »؛ إع-م|) ]صز!- ق وما أن -4م مدمحة ء فينتج أن 0< 8 . 
(لماذا ؟ ) الآن تفرض أن 8>إه - «ر|: 2ع بر -,42 عند بعض جرع هم أى إن.2 
تكون مفتوحة ومحدودة وأن ,9 4-2 » 27-9 وما أن (9)'© ع م ع 27 مدمجة» 
فينتج أن (20» :: م](*)بو2|[) مده ع 34 عدودة . إذا كانت .1لا0٠٠نا1ع‏ هم ء 
حيث رآ هى مكعبات مغلقة محتوأة فى ,59 ٠‏ حيئئذ ينتج من نتيجة 4٠‏ - 8 أنه عند 
1 >8 ,3*2 ايكون 

لعزا 3/4 > جم - رع)م|| 


نفرض أن طول الضلم للمكعب ,1 هو 27 وتأخذ ‏ مركزاً للمكعب 8 ؛ حينئذ إذا 
كانت راع د ء فإن ررم > إبر-ع] وكذلك .30 مل > |(«)م -(:)ب| أى إن 
(1)© تكون محتواة فى مكعب مغلق طول ضلعه 117 20/70 . ومن ثم ينتج أن (4)م تكون 
محتواة فى الاتحاد لعدد محدود لمكعبات مغلقة بمحتوى كلى به ”1 ول.) على الأكثر . 


مغ - 8 نظرية . إذا كانت “8 - 42 مفتوحة ونفرض أن "22 ج 42:ب تنتمى 
إلى صنف 1062© إذا كانت 4-42 ها محتوى صفر وإذا كانت 42 2 4 » حينئذ 
(4)م لا ختوى صفر . ١‏ 

البرهان : استخدم المفترض عند 0 < »0 اختيارية . وهو المطلوب إثباته 

ه؛ -" نتيجة . نفرض أن بر > م ونفرض أن 42-18 مفتوحة ونفرض أن 
"© ج :ةن تنتمى إلى صنف (6©00)0 . إذا كانت 4-42 فئة محدودة حيث 
9 --م » حينئذ(4)ل لطاعتوى صفر ق127. 

البرهان . نفرض أن “”جرير0م-,(م4 بحيث أن 40 منتوحة فى 20 » 
وعرف ”2 ج20: ب بأنها 

( ى.. بال 02م را رمم ب ...)اي 
وضح أن (,م)'ع عم . نفرض (40,...,0» ىم دوم بحيث إن 42-490 وأن 
مك لا محتوى صفر فى "2 . ينتج أن (مه)م - (ى)ن! ها حتوى.صفر فى "12 . 
وهو المطلوب إثباته 

نلاحظ أن هذه النتجية تؤكد أن الصورة 1© لأى فثة محدودة ,أقل بعدية أى طا أبعاد 
أقل » لا متوى صفر 

بما أن الحدود لفئة 4 بمحتوى لطا محتوى صفر » فينتج من نظرية ( 40 - ؟ ) أنه إذا كانت 
ب ف الصئف +© فإن ((0)8)4 ها محتوى صفر . لسوء الحظ ((0)6).4م تحتاج إلى علاقة 
بسيطة » بوجه عام » مع ((4)ب)5 . هذه الملاحظة تحسن الاهتام بالنتيجتين الآتيتين . 

ه؛ - 4 نظرية . نفرض أن 27 20 مفتوحة ونفرضص أن "2 ج-92: م تنتمى إل 
صنف )00 تفرض أن 4 لما محتوى ٠‏ 7242ل ء وأن 20 (#)يل اكل 
"لع بعر . حينئذ (0)4 لا محتوى . 

البرهان . بما أن -4 مديجة وأن ب متصلة ٠‏ حينئذ -م)ب ‏ (هم)ب تكون 
محدودة لإثبات أن (4)© ها محتوى سنوضح أن ((4))مك ((4)م)ط وأن ((هاطاب 
ها محتوى صفر . 


إن كن 


عا أن(-4)ب مدمجة » فنجد أن ((ى)ط نا"ه)ب -(47)م ك ((ك)م)ة حيئة ١‏ 
إذ كانت ((4)م) 6لا » فإنه يوجد (6)4لا"4 ع بحيث إن («)ب رز إذا كانت 
"عير »فإ منعو(ير)رر وينتج من نظرية الرامم الفوق ( 4١‏ -5) أن (#«)ي حبر 
هى نقطة داخلية من (هر)ي - "م)ي . لكن هذا مخالئف الفرض بأن ((4)م)0 6لا 
لذلك نستنتج أن ((ه)ط)م ك ((ه)م)ة 

الآن ء بما أن 4 ا محتوى » فإن حدودها 142 -(8)4 فئة خالية بمحتوى صفر » 
وإذن ينتج من نظرية (/ه؛ - ١‏ ) أن ((0)8)4 ها محتوى صفر . 

وهو المطلوب إثباته. 

ه؛ - ه نتيجة . نفرضص ”22 40 مفتوحة » ونفرض أن “2 ج 1912م للتمى 
إلى صنف (1)52© وإدخالية قى 49 . إذا كانت 4 لا محتوى ٠‏ 4ج-4م ٠»‏ وكانت 
0 )يل عند "هشء< ء حيتذ ((ل)ط)ب ع (()ب )5 . 


البرهان . يكى أن نوضح أن ((4)م)2 ك ((0)4)ي ٠‏ لأن النتيجة العكسية قد أثبتت 
أثناء برهان النظرية . نفرض أن (م) مجر . أى إنه توجد متتابعة (,) فى 4 ومتتابعة 
(.) ف هر 1ك » كل مهما يقترب من + . بماأن ي متصلة ٠‏ فإن (بر)ب ح (مداي 
وأن ()م ج (رر)ي . بماأن ب إدخاليةعل © ٠‏ فإن (ه)ي »,يراب ومن تم 
(لحامامع )ب . لذنك (له)اماطء ((هاط)ب 


تحويلات برواسم خطية : 

سنوضح الآن أن الفئات بمحتوى ترعم برامم خطى فى الفراغ 8 إلى الفئات محتواها 
هو مضاعف ثابت المحتوى الأصل . فبالإضافة إلى ذاك » هذا المضاعف هو القيمة المطلقة للمحدد 
المناظر لاراسم اللطى . ( فى هذه النظرية سوف نفتّرض أن المدلول وخواص أولية نحدد الراسم 
خطى فى ”8 مألوفة للقارىء ). ش 

ه؛ -5نظرية . نفرض أن (*9)1* ع1 . إذا كانت (2)89 4م »ء فإن 
(4)ه إسآغهة | - ((شاط)ه . 

البرهان . إذا كانت 22 فريدة ( شاذة أى إنه » إذا كانت 0 عد لك 6مك ) فإن .2 
ترمم ”2 إلى فراغ جزئى خطى صحيح من الفراغ. ”[ . مما أن هذا الفراغ الجزئى يمكن أيضاً 
الحصول عليه كصورة لمقدار ما *# جح '10':14 حيث م > ” » فينتج من نتيجة ( 40 -م) 
أن 0 ح ((8)4)ه لكل (2)80ء حر . ومن ثم تكون النظرية صحيحة لرواءم خطية 
فريدة ( شاذة ) 


5لم 


إذا كان 2 ليس فريداً ( أى إنه » إذا كانت (0 كحك ٠‏ حينيذ تدل نظرية ( 4-48 ) 
على أنه إذا كانت (”2)1 ع لم » فإن (92)80 » (4).آ نعرف الآن © ج (2:92)120 
بأتبا ((8)4)ه ح (4)ءة . (1) من الواضم أن 0< (4) .2 جميع (مجر)ووع م 
(1) نفرض أن (2)80ع8 ,ىم وأن 4088-6 سينئذ 

((8)سآ نا (ه)مل)ء - ((8 نا شالاء - (8 نا )2 
بماأن 2 رامم إدخالى » إذن 6-(8)-1.)4(01 ومن ثم 
(8) + نه)ح - ((8)ط)ء + ((ه).ل)ء - ((8)آ لالهال)ء 
(:) إذافرضنا أن “عع وأن (”2)8عى ؛ فإن 
(ه)١‏ - ((ه)الط)ء - ((هاءا + («)ط)ء - ((ه + ع)رل)ء - (م + )2 

لذلك ينتج من نتيجة ( غ4 - 7 ) أنه يوجد مقدار ثابت 0 < .م محيث إن : 
(هاءبه - رهاد كل (9)8 عم 

نبحث بعد ذلك كيفية توقف :71 على (“8)10* © .1 . نفرض أن ("78)12 11 ليست 
فريدة » حينئذ إذا كانت (”9)1 ع 4 » نجد أن 

(((ه)كة)ءل)ء - (له)لاهعلاء - (هاعيمه 
((هاعيسم - (له)/8)ءم - 

ومن ثم يكون مب#انلت حدمو لجميع ‏ (”)52 14 1 غير الفريدة 

يتبى أن نوضح أن |1 )»| - ,جر لإجراء هذا سوف نستعمل الحقيقة من الجبر 
اللعلى ألتى تقول إن كل غير فريدة (”8)# >1 هى تركيب رواسم خطية على الصور 
الثلادث الآتية : 

)ع( 0 ته عترم 506 زد #2 ,1) > زم 030 

(ب) ‏ (ي .شر وتو .)> (م30 ب ربجي ,6 ٠0.‏ )دي 

١ج(‏ )د .ل وو روا + 1*) > (م* 0 .. ودعا)وش 
لاحظ أنه إذا كانت م هى المكعب النصف مفتوح (1 ,0] ٠٠-١»‏ (1 ,0].ق: الفراغ, 
"#8 وإذا كانت 0 < » » فإن (1 ,0] ٠٠١‏ (1 ,0] كا (» ,0] > (1.,)260 ومن ثم ينتج 
أن 

ست ع (و>[)عريم - ((مع[)ملاء ده 

بالمئل » إذا كانت 0 > » ء فإِن (1 2٠١ ١*]0,‏ (1 ,2]0ا[0 ,ه) - (مع1)آ1 
وأن 


عه - (معل)ءب هم - (ل.»1[)رمل)ء - و- 


يدك 


ومن ثم ء فى أى حالة نجد أن |1 66ى| > إيه| ت ريدم 
مما أن ع ( )رمآ © فينتج أن أمآ غع3| >1 يسم 
أغيراً » نفرض أن ولى و إلى هما الفثتات 
(2* > 1ع ,1 كن ك 0: (م ى. . . ر)؟ ترة 
ل« كن« ,1 > < ك 0:(م3 ,. . . )) يذ 
من الواضح أن 4-6 مرخ و «شلارك -ميز . ما أنه يمكن ملاحظة أن 
(بة +(0 و6له ,0 1)] نايد - (1>0)مآ 
فيج أن 
(يذاء + (يذاء > (ذ + (0 ,. . . ,0 ,1))» + (يش)» > ((.كا)مآ)» 
(م1)ء > (يةنارة)» - 
ومن تم إمآ غ06| >1 م يوم 
نفرض الآن أن الراسم الخطى غير الشاذ ( الفريد) .4 هو تركيب الروامم القطية 
مط ,... روك وونك له إحدى الصور الثلاث السابقة ‏ بما أن 
ا يي ل 0 0ن سينا 
|1 غعل]| ٠٠١‏ إمة غ4| إرآ غ06| - 
|(م1غع0) ٠٠١‏ (مآ غ06)(] غعل)| - 
ألظغ6| > [(مآه٠‏ ٠٠٠مآدرط)‏ غ6ل| - 
فتكون النظرية قد برهنت وهو المطلوب: إثباته 


تحويل برواسم ليست خطية : 
سوف نحصل الآن على امتداد لنظرية هغ-8 للروامم *0غير الخطية . بالطيع » فى هذه 
الحالة لا يحتاج المحتوى للصورة للفئة اختيارية مضاعف ثابت لمحتوى الفئة المعطاة » لكن رما 
يتغير من نقطة إلى نقطة . تدل نظرية جاكوبيان على أنه إذا كانت > مكعباً صغيرا بكفاية 
مركزة د » فإن (()ب) «تساوى تقريباً (>1.)*(]©)16| . هذه النتيجة قاطعة لإثبات 
نظرية تغيير المتغير ات . سيكون من المناسب اصطلاحياً اعتبار الخحالة الخاصة الآنية أولا : 
© - 7 مفترض . نفرض أن “2 12 مكعب مقفل مركزه 0. نفرض أن 42 فئة 
مفتوحة تحتوى > ونفرض أن ”8 + 12://ا تنتمى إلى صنف (1)52© وأئه راسم إدخاك . 
-نفرض بالإضافة إلى ذلك أن 760 (+*)ي3 عند كزج وأن 


مضه 


اع + مر عاا» > اا - )سا (45.1) 
حيث © تحقق وله/1 > » >0 . حينئذ 


8 ((ء[)س)ء 
(م/ده +1) و 


> «(ولده -1) 


البرهان . ينتج من نظرية ه+ - + أن (16), لا محتوى ومن نتيجة م4 - ه أن 
((6)10)ل ع (()ل)ة . إذا كان طول ضلع ع هو 27 وإذا كانت (©0)1 6+ » 
فنجد من ( نظرية م١٠‏ ) أن م/” > ||| > م . تدل المتباينة ( ١-46‏ ) على أن (بد)سن 
هى على مسافة كيه م © من (>[)م ع عر . و إذن لاتقطم الفئة المدجة ((>1)ل)ط-((1)ط)به 
مكعباً مفتوحاً ب© بمركز 0 وطول ضلع «زم/.» -2)1 . إذا فرضنا أن 4 (على الثر تيب » 
8 ) هى الفئة لكل النقط الداخلية ( على الترتيب » النقط الحارجية ) من (16)/ » حينئد 
8 و 4 هما فتعان مفتوحتان غير خاليتين ومنفصلتين باتحاد ((0:)16) 8291١6‏ بما أن ,© 
موصول فى “2 » فيجب أن يكون إما 4 > © أو 2218© . لكن » ما أن 
004 06 » نستنتجح أن (16)س حم حى. . بمكن للقارىء بأسلوب ماثل توضيح 
أنه إذا كان م0 هو المكعب المقفل يمركز 0 وطول ضلم «(م/دس +2)1 © فإن 
.. ح (14)ل . ينتج المطلوب الآن من هذه اأتضمينات . 

ه؛ - م نظرية جاكوبيان . نفرض أن ”1 2 مفتوحة ونفرض أن ز ج-22:ي 
ينتمى إلى صنف (0)92© » وهو راسم إدخالى على 92 » وأن 60 (2)رل عند ©عي 
نفرض أن 4 ا محتوى وأن 4-49 . إذا كانت 0 < ع معطاة » فإنه يوجد 0 < /ه 
بحيث إنه إذا. كانت ك2 مكعبا مقفلا بمركز 4ع وطول ضلع أقل من 27 » فإن 

"لم 1) إرم ناك للكقامك ى «رم- 1 إرسامنا (45.2) 

البرهان . شيد 0 < 8 © 21 كا فى برهان مفترض مه - ١‏ . ما أن. 

0 (»)ىآ - («)م2 غمك لكل .2ع ع » فينتج أن -((بر)ي2) > , [ موجودة » 
ها أن (()ب<2 6ع3)(م1 6هل) > ((:)م1.52) أعل - 1 ء فينتج أن 

ات رن (1/1,)2 ع مآ غعل 
بما أن الرموز السفل ى تمثيل المصفوفة القياسية ...1 هى دوال متصلة » فينتج من إدماج 
(١؟‏ - ؛) أنه يوجد مقدار ثابت 0 < 24 بحيث إن 34 > مرامآ|| لميع ,9ع : 


نفرض الآن أن ع » حيث:1 > ع > 0 » معطاة . يما أن الرامم (+) ب 2 جح عر 
متصل بانتظام على ,52 » فتوجد 8 حيث 8 > 8 > 0 بحيث إنه إذا كانت :292 © جوري 
وكانت 8 > |إود- ,ءا » فإ «ل لاع > مرا(*)م2 -()م2|| نفرض الآن 


5ه 


أن شع * مسطاة » وإذن إذا كانت 8 > ||2| فإن 2 + و + تنتميان إلى ,22 ومن ثم 
ينتج من مفترض 1 - م أن 
ركوط - ذم + سوط | ونه لاعن > زعم مط - ومم- (ه +ع)م| (45.3) 


اتاجيي > 
نفرض أن 4< وعرف (0)2 عند 8 > ||ج|| بأنها 
(()م -(2 +ع)ماسة ‏ رمال 
بها أن *-(()م2) - 1 » فإن المتبايئة ( 40 - م) تنتج 


8 > إمااءه؟ ااعلاو د اه - دعاسا 


نستخدم الآن المفتر ض السابق حيث ولع - به لنستنتج أنه إذا كانت م أى مكمب 
مقفل مركزه 0 ومحتوى فى كرة مفتوحة نصف قطرها 8 » فإن 
9 ((عناساء يي م 
(م1+8) ع )6 > *(م-1) 


ينتج من تعريف 'ن ونظرية هه - 5 أنه إذا كانت ,6 ++ - >1 ء فإن ع مكعب 
مغلق مركزه عد وأن (,)ء > (8)ء وأن 
((«)م نا + ع)م)ه |.آ - ((>ل)ل)ء 


(16)م)ء 5 | 


ومن ثم » إذا كانت © مكباً مغلقاً مركزه هرح بر وطول ضلع أقل من 27 ( حيث 
ع/ه/8 - بر ) » فإن المتبايئة ( ه4 س ؟ ) تظل سميحة . وهو المطلوب إثباته 


تفدر المتغيرات : 


سوف نستخدم الآن نظرية جاكوبيان لنحصل على نظرية هامة الى تعطى الخالة العامة فى #0[ 
لنظرية تغير المتغيرات .٠م‏ - ١5‏ . تؤكد النتيجة السابقة أنه إذا كانت 7 +-[8 ,م]: ب 
لها مشتقة متصلة وأنه إذا كانت الدالة كر متصلة على مدى ب ء فإن 

(8)م 
1-58 اك 1 (45.4) 


تختص النتيجة الى ستقررها براسم إدخالى © معرف عل فئة جزئية مفتوحة ”1 422 
بقم ف 29 . ستفرنس أن (1)2© © ي2 وأن محدد يجاكوبيان ا 


ه٠‎ 


[()ءجبرطاغعل - )1 


لا ينعدم على 50 . سيتضح أنه إذا كانت 4 للا محتوى » وإذا كانت 4-4 » وإذا 
كانت ثر محدودة ومتصلة على (9)/1 إلى .1 : حيئئذ (4)ن ها محتوى ويكون 


ا.3| (م٠])‏ 1 1 1 (45.5) 


سيلاحظ أن الفروض تقييدية بدرجة أكثر قليلا عن الحالة الّى فيا 1 - م . ف المحقيقة » 


فى ( 0غ - ؛ ) لانفترض أن ب إدخالية أو أن 0 كد ()'ب عند [8 ,م]ء « . إذا حدث. 
وكانت ‏ رامما إدخاليا » نلاحظ أن القاثل الصحيح النتيجة ( هغ - ه ) ف الالة 1 م هو 


مالم 12[ 


حيث ((0)8,(©)م) هده - 8 » ((8)م,(ه)م)عدز- م . وطبعاً » إذا كانت. 

0 < (*)'ب عند م ك ع« ك »2 فيختزل قانون (ه4 - ه) إلى (ه4؛ - 4 ) ؛ بيما 

إذا كانت 0 > (ت)'ب عند 8 ك عر ك »ه » فيختزل قانون( ه+-ه) إلى 
م0 | ار 


رهام 
ومن ثم تنتج ( ه؛ - 4 ) أيضاً . التفسير لهذا الاختلان هو أن التكامل على الفتّرات فى 1 
هو و محدد » بالمعى الذى تعرف يه . 
]1 


لأى عددين حقيقيين لاو . لما يعرف مثل هذا التحديد لتكاملات على :1 


البر هان المعطى يرجع أصلا إلى ج. ت. اشفارتز0*) وهو أولى بمعنى أنه لا يستفيد من أى 
النقائج من نظرية القياس . لكن » المناقشة دقيقة جداً وتستخدم عدداً من خواص أعمق لدوال 
متصلة » ومديجة وفثات مرتبطة » وخواص التكامل . حتى أيضاً » النظرية الى ستير هن ليست 
كافية نمام لكل الحالات اطامة الى تظهر وسننمها فيا يل بصورة أقوى تسمح بانعدام 
ويجعل © "ث/ر غير متصلة على فئة بمحتوى صفر . ١‏ 

ه؛ - 4 نظرية تغيير المتغيرات . نفرض أن 42-27 مفتوحة ونفرضص أن 
#7 هودن تنتمى إلى صنف (00)0 ء هى رامم إدخالى على 29 ء وأن 60ت (ع)يل 
() جءت أشفارتز (15700 - ) تخرج من 0185© وحصل على الدكتوراه من جايعة 
ييل » وهو أستاذ بمعهد كورانت بجامعة نيويورك ٠‏ مع أنه ممروفا جيدا بعمله فى التحليل 


الدالى » فقد ساهم أيضا فى المعادلات التفاضلية © الهندسية » ولغات الكومبيوتر » ومظاهر 
متعددة للفيزياء الرياضية والاتتصاديات الرياضية ٠‏ 


أكه 


عند 4ج 2 نفرض أن 4 ها مترى » © ح-م ء وأن #8 جح (ها)ب: ] محدودة 


اناعد ,]ل يل (45.5) 


البر هان . ينتج من نظرية مغ - ؛ أن (4)ب لا محتوى . ما أن اندوال المراد تكاملها 
متصلة + فينتج أن التكاملات فى (ه4 - 0ه) موجودة ؛ يتبى إثبات المتساوية . بفرض 
مم حم . حيث ([/|+/)!- */ ونفرض (/-2-2)71/ وباستخدام خطية 
العكامل » بكو أن نفرض أن 0 < (بر)/ر لكل (4ا)م ع نر 


نفرضن الآن أن ,42 كا مفترض ه4 - ١‏ ونفرض أن 
2ع ع : مإزلع)بو||) مد ع باز 


بإلشقا)مبء (ر:(ن)]) مده ع رلا 
لف ء : :|(«)ءل | مدو عد بللا 


تفرص أن 0 < ع اختيارية ماعدا عند 1 > ع > 0 » نفرض أن 1 خلية مفلقة تحتوى 
على 4 ء ونفرض أن (80 ,... ,1 - 414:1 تقسيم من 4 إلى مكعبات مغلقة غير متداخلة 
بطول ضلع أقل من 27 + حيث * هو الثابت فى نظرية جاكوبيان . بفرض أن هذه المكعبات 
امحتوية بالكامل فى 4 هى .>1 .... ,,8 ؛ نفرض أن تلك الى لا نقط فى كل من 4 
وتكلها هى ,1 ....., .6 » ونفرض أن تلك المكعبات التوية بالكامل فى مكلة 4 
هى سكا ,...,,.,»1 . ما أن م له محتوى : فيمكننا فرص أن التقسيم قد اختير دقيقاً 
بكفاية بحيث إن ْ 


ع> زع ل مركن ل ع زماء 00 


لمك 


نفرض أن[ ل ...لاز - ورعيث إن م ع . ما أن ع >(8)ء - (ه)ء > (8 1اهاء 


: فنجد أن 


اك 


ع [رألطرالة] > (8 ١‏ هاءرآاطرلة ع ا اء1| (م5]) أ 0 


ينتج من مفترض وم - ١‏ أن ع"(1 م/) > ((8 1ه)م)ء » بحيث إن 


ا 


"لله تالمرلق] ك |[ زو[ 61 


فق 


إذا كانت ,عد هى مركز 88 ,... ,/ حغ » رك » فينتج من نظرية جاكوبيان أن 


#رم جل إزون ينا ء للكلفاء ء عرو ع إزمممتا 


الآن بما أن 1 > ع > 0 » يتضح أن ”(م-1) > م"1-2 +208 +1 > "زع +]) لذلك 
يمكننا أن نكتب هذه المتباينة فى الصورة 
1271 (كل)ء] > الكلاء |(عدامك! - ((16)م)ء| 007 
الآن بسبب اتصال الدوال المراد تكاملها على الفئة المدمجة 8 » ينتج أئنا يمكئنا فرض 
أنه لأى نقطة 1 ببق » يكوّن 
(8ه)عع > | (كل)ء |(و)م1| («رلمهم) يل امنا (م5]) ُ | 0 
( لأنه » إذا كان ضروريا » مكنا تقسيم المكعبات ما و إل تعبات مخيرة ١‏ 
( انظر أمرين مه -ار) . 
بها أن ب رامم أحادى فإن فنتين من ([: ...1 -16(:1)م] تتقاطان على الأكثر 
فى فئة (16016)ب ها محتوى صفر لأن 0-(616 16)ء , أيضاً » ما أن (16)م 
ها محتوى » فإنر قابلة العكامل على (1)ي ؛ ومن ثم ينتج من نظرية 44 - 4 (ب) أن 
0 8 1-8 8 
الآن بما أن ع1 موصولة ء فإن (16)م موصولة . بما أنر عحدودة ومتصلة على (1)م 
فينتج من نظلرية القيمة المتوسطة 44 - ١١‏ أنه يوجد (>ز)ب ع ,م محيث إن 
.1 2غ ,((ك1)م)0(2.م)] 1 8 
ما أن (16)جع بم ء يوجد بلع بر وحيدة حيث ‏ 70 ,. ... ,1 > 1 ,(()م - :م ومن 
ثم نمد أن 


((ك1)مء 0000م »0 ب -] (ز) 


(8)ج) 
لكن بما أن 0 < (ر2)(ب * ) ء فينتج من (19) أن 
| (كناء السامة| رورم *ر) بق - (ركلام)ء0 لم6 ب 
| (كلاءدرورم» ( يل #درلة | ع 


[ش)ء "2 ,1/1/1 ] ده[ (6ن)ء 2 ,زر | 5 


1 


وفك 


إذا ربطنا هذه العلاقة الأخيرة مع (97) » (91) ء نحصل عل 


0100 ١ | 8 1 1 
ييا‎ 


بما أن ع عدد اختيارى حيث 1 > ع > 0 » فإن المعادلة ( ه4 - ه ) تكون أثبتت 
وهو المطلوب إثباته 


عش )ء("2,لارلة + 1) ع 


يربط (نة0) مع (ن) + (نت) ء نحصل على 


عار + (هأء (”2 بالآرالة + 1) +"( 3/1 م ل),ا] 2 


تطسيقات : 


الاستخدام للنظرية على تغيير المتغير أت عند 1 < ر يختلف عادة عن التعلبيق للنظرية المناظطرة 
عند 1 ح مر . مثال ذلك » ى حساب 


1 
برك 2712 + 1) / 
0 


نلاحظ عادة أنه إذا قدمنا 2ير +- 1 - («)ب فإن 2# ح (+«)'م ؛ ومن ثم تأخذ الدالة 
المراد تكاملها الصورة (*«)'ب*'((*)©)1 وكذلك 


1ع 1 
| “م1 1 عه “اقمع | 


1ع 
)1 0-10 2ق )2-4 


وإذن يكو إجراء اللتكامل بملاحظة أن الدالة المعطأة المراد تكاملها هى تركيب لدالة ما 
والدالة ب » مضروبة فى مشتقة الدالة ب . و يمكن إعادة إجراء تطبيقات مماثلة لساب التكاملات 
لأكثر من متغير واحد فقط ف الخالة التى فيها حد ايخاكوبيان ثابت ( أو بسيط جداً )مثال ذلك» 
تكامل على الصورة . 


(رمه (رة- 2 رهج م/| | 
.ممكن إجر اه بادخال التحويل الخطى (22-31 ,2 + «) > (نز ,)ب هنا 


-عه-ه--21 1 86 
7--3-4 1 ]أل - (ز جمامل 


وأيضاً نجد أن 


لكين 


(5 ,)4 (ن س1 | در 0 (2-39 ,2 + 16 


(ه)م مم 
هذا التكامل الثانى ربما يكون أبسط إذا كانت (< ,)ير أبسط [ مثال ذلك ء إذا كانت 
[(0) لمع - زه »)مر »ء أو إذا كانت (4)ب بسيطة ( مثال ذلك » إذا كانت غلية ) . 
وخلا ف ذلك » رى لا يبسط التحويل الأشياء بدرجة كبيرة جداً . 
استخدام تمطى أكثر النظرية هو حساب تكامل متعدد /رر/ ملاحظة أن الفئة 8 هى 
الصورة لفئة أبسط 4, ( مثال ذلك ٠‏ خلية ) تحت راسم مناسب © . 
وه - ٠١‏ أمثلة . (1 ) نفرض أن 2 تدل على المستطيل الذى رؤوسه (2 ,2) ,(0 ,0) 
(1,1-) ,(1,3) ء» أى إن » المنطقة محدودة بالخطوط الى معادلها هى 
عاج يرو 2+ 2 ايو ,4+ ير د ير ددر 
إذا أخذنا + - ير 4ه و #+ بر دن فإن هذه الاطوط تصبح 
0عدن ,2 حير بجدهن ب,0 دنر 
ومن ثم » إذا كانت ب هى الرامم (( ,:) - (ن ,نا)ي ع حينئذ © ترمم الللية - م 
[4 ,0] > [2 ,0] - ى إلى 2 . سنترك للقارىء إثبات أن 
( ساك أززم جه ,د - مكار ] | -درهه رركار] | 
م 


4 


(ب) نفرض أن 22 ح 27 هى فئة النقط فى #7 المعطاة بما يل 
(4 ع سن ع 1 ,9 ع *ن- ةي ع 1 :(ن,ن)! دآ 
وإذن 2 محدودة بأربعة قطوع زائدية . إذا عرفنا (ثا ,3) ج (0 ,0ا): /إ بأنها 
ا دار 2 ثري دير 

ححينثذ من الواضح أن /و ترمم هذه القطوع الزائدية فى مستوى (0,/:) إلى اللطوط ‏ 1 - ع 
4 - بن ,1 حي ,9 2ع ف المستوى (بر,) . مع أن و ليست إدخالية على جميع 0 
فهى إدغالية على الفئة (0< ن ,0<نا: (ن .ن)] - © وأن (أه + ث2 -(ن سارل . 
وبالإضافة إلى ذلك (0 < .8 ع + : (ن .) - (0)سن 


ومن ثم نعرف م على إن < بره عع :زر ب)) إل :8 حي فإن تكون عكس ب 
مما سبق يتضم أن © ترسم المستقمات 4ح بر ,1 ح بو ,9ح بر ,1 ح بر إلى القطوع الزائدية . 
4ع ور ل[ عو ,9 حتن شير ,1 عةن شير 


ون 


على الثر تيب » وأن الفئة 2 هى الصورة نحت ي خلية [4 ,9111 ,1] > 4 . يوضح حساب 
مباشر أن ب تكون على الصورة (7 ,/) ح ( ,)ب حيث 
1/2 2 4ت دن _- 1/2 2 2+4ج) بعر 3 
إ 2 |-ه : 1 2 | -» 0045.9 


ينتج من هذا أن 7ر4 + تم) تن بقن بحيث إن 2 2 ررك + )1 - رن 10106ظ 
[ تنتج هذه الحقيقة أيضاً من المتطابقة *با4 + تعر د تن“ ير4 + (تن حت) د تزتن بنين) ] 


أى إن 
رمه العام سيط | | سمه مر | 


م 


حيث أعطيت [4 ,1,9[<*]1] - هر حيث (7 ,ان و (( ,6لا فى ( 40 د و) , 


الاحداثيات القطبية والكروية : 


من المناسب غالبا تعيين النقط فى المستوى 2ج6 بإعطائها « إحداثياتها القطبية » نتصور عادة 
المستوى كا لكل م نالإحداثيات الكار تيزية ( المعطاة يخطين رأمى وأفق ) والنظام القطى . ( المعطى 
بأشعة من نقطة الأصل ودوائر مركزها المشترك هو نقطة الأصل ) وعل التعاقب » يمكننا اعتبار 
الإحداثيات القطبية كراسم 87 ©(0 ,) إلى “#8 ©(8,2) الممطاة بما يل 
(0 صل : ,4 ومع م) - (0 ,)وت زر ,) 45.7 
يسمى أى زوج من الأعداد “اء(0 ) محيث إن (0 منوم ,8 ومع م >( 6) افئة 
الاحداثيات القطبية للنقطة (نز ,*) . نتطلب عادة 0 < م ؛ حى إذا تحقق هذا » فإن لكل نقطة 
(2 ,*) فى 22 فثات كثيرة عددها لانباق للاحداثيات القطبية , 


مثال ذلك » إذا كانت (0 ,0) > (ثر ,) » فإن (0 ,0) هى فثئة إحدائيات قطبية 
لنقطة (0 ,0) لكل ع6 ؛ إذا كانت (0 ,0) ححد (ز ,؟) و كانت (6 ,م) هى فئة 
إحداثيات قطبية للنقطة (ثز ,ءذ) » حينئذ لكل 762 يكون الزوج (527 + 0 ,”) هو أيضاً 
فئة إحداثيات قطبية للنقطة («ز ,*«) . 


إذا كانت (0 ,0) حت ( بز ,) فيسمى الزوج ( الفريد ) الوحيد (0 ,م) حيث 
2 > 8 >> 0 ,0< بالفئة الأساسية للاحداثيات القطبية للنقطة ( بر ,» ) . أى إن الدالة ب 
تنتج راساً إدخالياً من (25 ,0] ا ( 6 + ,0) إلى ((0 ,8221100 . وتعطى أيضاً راسما من 
(25 ,0] ؟ا ( » + ,0] إلى 82 لكنبا ليست إدخالية حيث إنْها ترسل كل النقط 
27 >9 > 0 ,(8 ,0) إلى (0 ,0) لاحظ أيضاً أن الجاكوبيان هو 


ككلم 


0 ملو- وم 


ا أعل > (0 ,)اول (45.8) 
-:(4 ووم + 2( ووع)ر ع 


الذى ينعدم عند 0 ح م , 


من الواضح أن © ترسم الخلية [0,1[<2]0,20] > له فى المستوى (0 ,) إلى 'وحدة 
القفرص (1 >2 +2ر:(بر,«)) - 2 لكن ما أن بي ليست إدخالية على 4 وبا أن 
,1 تنعدم عند 0 ح اع اء فلا بمكانا استخدام نظرية تغيير المتغيرات ( م+م -8) لتحويل 
تكامل على 2 إلى تكامل على 4 . 


نلاق صعوبات ماثلة للاحداثيات الكروية فى 27 نتذكر تعريف إحداثيات كروية براسم 

7ج 4:73 حيث : 1 
(و 5م : ,ف ملو 8 صلو ؟ بف للد 0 وم ع) ع زق ,4 ,)ا (45.9) 

تسمى أى ثلاثة من الأعداد “2 ع( ,6,) مححيث إن (0,0,42)© > (2 ١,‏ ,) 
تسمى بفئة الاحداثيات الكروية للنقطة (2 ,2 ,“) . يحتاج الشخص عادة 0 < م . لكن حى 
بهذا التقييد يكون لكل نقطة فى 27 فئات كثيرة عددها لانهائى من إحداثيات كروية . 

مثال ذلك ٠»‏ إذا كانت (0,0.0)-(2 ,بر.») فإن (ي ,0 ,0) هى فئة إحداثيات 
كروية لجميع عم هءم6م 4 إذا كانت (2(*)0.0,0,نان*) وكانت (©,50) 
هى فثة إحداثيات قطبية للنقطة ( 2,/ز ,د) ء فإنه لكل 862 060 » الثلاثيات 
((1+ م 2)+ م ,1+ م:ة) +6 ,) و (جمم2 + ب ص2 +6,) هى فئات بإحداثيات 
كروية لهذه النقطة . 


إذا كانت (2 ,نر ,«) محيث إن (0 ,0)يمدرير ,) . حينئذ يسمى الثلائى الوحيد (0 ,0 ,7) 
حيث > >0 ,س2 > ع > 0 ,0<م بالفية الأساسية للاحداثيات الكروية للنقطة 
(2 , ,) . أى إن الدالة دي تنتج راساً أحادياً . من (7 ,2()0 ,0]ا(ص+ ,0) إك 
 » 2(‏ :( ,2011)0,0 . فوقيا التقييد على © إلى [ ,2[2]0 ,0]؟ (0»+ ,0] يعطى 
راساً فوقياً إلى جميع ”1 لكنه ليس أحادياً » حيث يرسل كل النقط (ه ,0 ,0) إلى (0 ,0 ,0) 
وأنه » إذا كانت 0 ح ف أو » » حينتذ كل النقط (ف ,0 ,م) ترسم إلى (ف 08 م ,0 ,0). 
لاحظ أيضاً أن 


1 05 0 وم 7 ف أذ 0 صنو +- ف ولو 6 5م20 


وم 0 هزد 7 طزة 8 دمع ف صل5و8 0 اعل ع (ب ,8 اول (45.10) 
هله ,- 0 و وم 8 


4 ملو دع 


يفن 


لاحظنا حالا أن ري ترعم الملية [+ ,0] »[2 ,1[<2]0 ,0] - جه فى الفراغ ‏ (ن ,4 ب) 
إلى وحدة الكرات (1 > 02+22 +*+:(2 ,ا ,)) - 22 لكن بما أن © ليست أحادية 
عل 4 وأن هل[ تنعدم عند 0 عد في اله 2م اء فلا يمكننا استخدام نظرية تغير المتغيرات 
(40 - 4 ) لتحويل تكامل على 2 إلى تكامل على 4 . 


سنقدم الآن نظرية تمكدنا من معالجة الصعوبات الى نلاقيها فى استخدام الاحداثيات القطبية 
والاحداثيات الكروية وهى مفيدة غالباً فى « تحويلات » أخرى « بإفرادات أو شواذ » سيلاحظ 
أن النظرية لانتطلب كون ب أحادية على الفئة 4 » مم أنها أحادية على 9 . 


١١ - 48‏ نظرية تغيير المتغيّرات ( صورة أقوى ) . إذا فرضنا "72 22 مفتوحة 
ونفرض أن”2 ج22 : © تنتمى إلمصئنف (52)*©. نفرض أن 120 فئة مفتوحة بمحتوى بحيث إن 
92 925 ويحيث إن بي أحادية على م12 . نفرض أن 9 > 28 فئة إدماجية محتوى صفر 
محيث إن 0 6 )يل عند 1 12.1»ع + . نفرض أن 29 ح 4 ها عتوى » 297 -- م » وأن 
© + (كر)ب:] محدودة » وأنث متصلة على (1178 4)م . حينئذ 


ا (45.5) 


البرهان . هما أن (6)920 و (4) مدمجتان ولمما محتوى صفر © فيمكننا فرص أنببا 
#تويان فى 5ه ؛ وإذن 92,18 15" . ما أن ير و 4 هما محتوى » والفئة 85 ١‏ هر 
لها محتوى ؛ وبالإضافة إلى ذلك » ما أن مغلقة » فإن 911 -"(15١لى)‏ بحيث إن 
0 »)يل عند "(ص اهر)ع ير . لذلك بتطبيق نظرية ( 4-40 ) على ١185‏ كر » نستنتج 
أن (5١4)ب‏ ها محتوى . ينتج من نظرية ( هغ  -‏ ) أن (8)ب ها محتوى صفر » وما أن 
(015 شام نا(8 ١‏ هام -((8 م ه)لا(8 ١‏ 4))م - (خ)م فإن (4) ب ها عتوى 
بما أن ث/ر محدودة على (0)4 ومتصلة ماعدا عل فئة جزئية من (0)72 » فنستنتج أن عر قابلة للتكامل 
على (0)4 :. وبالإضافة إلى ذلك » ما أن ب" كر متصلة ماعدا على فثة جزئية من 8 ٠»‏ فنستنتج 
أن اء| (م25) قابلة للتكامل على 4 . يتب أن نوضح أن هذين التكاملين متساويان . 

نطبق الآن مفترض ( 40 - ١‏ ) على م تحصول عل فثة مفتوحة محدودة ,452 حيث 
ع كع رقع8 وثابت 0 < ,4ق » مخاصية أنه إذا كانت 2 محعوية فى اتحاد عدد 
محدود لمكعبات مغلقة فى ,52 بمحتوى 0 < بن على الأكثر ذإن (72/)م تكون محتوية فى اتحاد 
محدود مناظر لمكعبات مغلقة بمحتوى. ه"(340 ول) على الأكثر . 

نفرض الآن أن 0 < ع معطاة ونحصر 8 فى اتحاد محدود .1] المكعبات مفتوحة فى ,22 
حيث ع >(.,11)© وبحيث إن الاتحاد ,/88 لإقفالات المكعبات فى ,ل] تظل محتوية فى ,© . 


6ه 


حينتذ ع > (/17)» و ينتج من مفثر ض (ه )١-4‏ أناع”(,34 مل > (,/[9)م)ء > ((.0آ)مه)ء 
الآن نفرض أن ١],‏ ىم - 8 محيث إن 8 لما محتوى . الآن بما أن ع 80 مفتوح و حتوى 
(م6)©9 و 5 ء فنستنتج أن 2018 8-7 نطبق الآن نظرية تغيير المتغيرات ( م4 - ه) 
على 25 1201 ,8 بدلا ءن 52 ,4 لتحصل على 


مك0 و[ لي[ 


لاحظنا الآن حالا أن (.6010 ش)ب ع (8)© ١4(1)م‏ وإذن 


2 00 1 . 


((ءلآ م شام)ءرلا > | 1 1 


عر" (1/( ول > 
بالمثل جد أن 
اماه ييل > | اتااصدي) ر] -امتالصدم) | | 
عرأالرا/! > نآ ثا ش)عراءا( ,لا > 
ينتج أن 
لك ا 
بما أن 0 <ع اختيارية » فينتج المطلوب وهو المطلوب إثباته 


لإحداثيات قطبية ‏ نأخذ م2 كفثة مفتوحة محتوى محتو فى (ج27 ,0) < (م»ه+ ,0) لإحدائيات 
كروية نأخذ و52 لتكون فثة مفتوحة بمحتوى محتو فى (7 ,270()0 ,0(<)0©+ ,0) 


تمرشسات : 

ه؛ -(أ) نفرض أن ”42-8 فئة مفتوحة ونفرض أن 825 ج- /:92‏ تحقق 
شرط لبشتز على © ؛ أى إنه » عند قيمة ما 24<0 ٠‏ تكون إلا - || 3 > |(«)ث,- (*)م|| 
لكل ©96,« . إذا كانت 16242 مكعباً بطول ضلم 0 < ى » أثبت أن (2) /ر تكون 
محتوية فى مكعب بطول ضلع وو/ل.34 . أثبت أنه إذا كانت © ج 4 فئة مدمجة بمحتوى صفر » 
فإن (4)ي/ ها محتورى صفر »ء وإذا كانت 8-492 فئة مدمحة بمحتوى » فان (8)ثر 
ها محتوى . 

ه؛ - (ب) اعتبر راسم الاحدائ القطبى (0 صن ,8 وم  )»‏ (0 ,)م -(2(.«) 
المحرف على 8*2 ؛ وسلوكه على الفئة [10.1[<10,27- 8 . استخدم نظرية ( م4 - 4 ) 


اذنن 


ممصول على معلومات تكد للمرة. الثانية أن الصورة (4)ب ح- 2 » الى هى وحدة القرص 
(1 ع ”+ ةع :زر )دم لما محتوى . افحص الطريقة الى فيها تر سم ني حدود الفئة 
4 . أثبت أن حدود 2 هى الصورة تحت ب لجاتب واحد فقط للفئة 4 » وأن الجوانب الثلاثة 
الأخرى الفئة 4 ترسم إلى داخل 2 . 

46- رج اعتبر الراسم (ن هته را صلى) > (زن ناك > (ن ,) المعرف عل 
* . حدد الصورة لحدود [جؤ ,م4-] “[ة ,!-] - 8 تحت الكو وحدود (8)/ . أثبت أن 
معظم » مع أن ء ليست جميعها “ماما » النقط الحدودية للمنطقة (8) هى صور لنقط داخلية 
من 8. 

هو-(د) إذا عل أن المساحة لقرص دائرى ‏ (1 > *بر+**:(ز,*)) تساوى # 
أو جد المساحتين لقر صين قطاعى ناقصين معادلتاها 

)ع( إع ةررم 

(ب) 1١‏ ع ترك + 2 +22 : زر ,)1 

( إرشاد : #بو- بر + بروج + ع) د ةبرق + 2 +22 ) 

هع - (م) نفرض أن هر هى الفئة.[2 ع بر+ ع > 1 ,لا ك 0 ,ا ع 0:(( ,3)] نفرض أن 
بره را+ع دن محيث إن 8 هى الصورة تحت الراسم (0 ,نه ع ي) > (ن رنا)ب > (8 ,2) 
لشبه الماحرف (» ع هع 2,0 عه > 1:(ه 4 ) - © , أثيت أن مب احادية على كل من 2[ 
وأن 1-(2 ,)مك . استنتج أن 


له سه[ ]| سضرهه ررحم |[ 


م -(و) تفرض أن (2 > -ه ع 2,0 ذ د+ه > 0:(ن ,ن)! 2 8 باستخدام 
التحويل (+ :د ,- +) - (ند,ن) +( ,<) »؛ احسب التكامل 


زن )ل سساح وير مم 
6 (ز) احسب التكامل المكرر . 


7 إده 1 


مباشرة . حينئذ استخدم التحويل 2 *+ - ب ,») - (ن بن) جا (نز ,<) لحساب هذا التكامل . 
مه - (ح) احسب مساحة للمنطقة المحدودة بالمنحنيات 


8 


بلا ا ماود 7 سروه 


بتقدم متغير ماسب للمتغير . 


اسم 


٠‏ - ( ط) نفرض أن 2ه ج22 :ين معرقة بأنها. (قررج غير يتيرب ته ك زر يديل ت رن بللا 
لاحظ أن الصورة المكسية تحت لو خط المستقم 0< م - ؛ هى قطع زائد » والصورة المكسية 
تحت و لخط المستقم 0<ع-0 هى دائرة . أثبت أن ا ليست أحادية على 87 » لكن 
تقييدها إلى (0,90<0<ع :زر ,ع)) - 0 هو رامسم أحادى وفوق إل (أه|<ن: (ه بن)ا 
افرض أن ب هى عكس تقييد ©| ل وأثبت أنه إذا كانت م >ع>م>ه>0 . فإن ب 
فرسم المستطيل [4 ,]<< [ط ,ه] - ف إلى المنطقة . 


( ع 2+ نبرى ن بزع ثبو - تع ك ع : (ز ,ع«)! - (ه)م 
وضح أنه إذا كانت 8# ج 0:/ متصلة ء فإن 


مسمريلجج ”لجن “قهة))] | - سه صعن]] 


بوجه خاص » نجد أن 
-ف)له - م - وس ن] | حدرهه ود] | 
ه؛ (ى) - نفرض أن # ب 22 :ين هى كا فى القرين السابق . أثبت أن ١‏ ترمم المنطقة 
المثلثية (< ك لا > 1,0 > « > 2(:0 ,«)) - ىك إلى المنطقة المثلثية 
(غ-2 > ن عي ,1 ع ها ع 0: (ن بن)! - (حايل درن 
هنا ««ة>-(0و,«)يز . إذا كانت (2(<)0,2 ,0)-,2؟ وإذا كانت كر متصلة على .4 
استخدم نظرية ( ه4 - ١١‏ ) لإثيات أن 
(جكك الج سانا (رممن»( | | - رس مه زد مار | 


وق حالة خاصة ء أثيت أن 

(دسمة فاه | | ج- زر سك ربدازقررج ت مارت | 

ه؛ - (ك) نفرض أن >0 تنتمى إلى [:0,27] ونفرض أن 8 <-[8 ,0]: 8م متصلة وحيث 

إن 0 < (5)0 عند [8 به]ء 0 . نفرض أن ((2)0 > م > 0 ,8 > 6 > :22ج( ,1)4 ع بر 
هى فئة الاحدا الصادى من # ( انظر تمرين 44 - س) » محيث إن #/ لا محتوى . المنحى 
القطى المتولد من # هو المنحى فى 82 المعرف بأنه (0 هنو (0) ,8 5مه (8)8) ج81 وأن فئة 
الاحدائ الرأسى القطى هذا المنحى هو الفئة 

((2)0 ع مع 8,0 ع 9 ع »ح:22 ع (9 ملوء ,4 وم» م)) - رلز 


مه 


لاحظ أن ك1 هى صورة 8 نحت الراسم القطى ( العكنى ) (© صأو م ,8 وم )١‏ > ( ,8)رب 
واستخدم نظرية ( ه4 - ١١‏ ) لإثيات أن 


0 *((0)0) | 1- وقتاء 


ه؛ - (ل) نفرض أن >ه ونفرض أن 2 + [6 ,4]:/ متصلة حيث إن 0<(<) ث/ر لكل 
[طيه]ء» . كافى تمرين ( 44 - س ) » نفرض أن ((*7)0 > > 0 ,6 > + ك ه:(( ,) - ر5 
هى فئة الاحداثى المادى لدالة حر . نفرض أن “8 ج:*#8:.,م معرفة بأنها 
(0© الى نا ,6 5مع نز ,) > (0 رلا ,)ىم ونفرض أن ا هى الصورة [5,<]0,25 نحت .م 
( تسمى الفئة ,يز « با مجسم الدوراف الناتج من دوران فثة الاحدا الصادى ,5 حول محور 
د » استخدم نظرية ( ه+ - ١١‏ ) لإثبات أن 


0 


حك *((«)7) | - (بة)ء 


ه؛ - (م) نفرض أن 8» > 0 ونفرض أن 8+[6.ه]:م وأن بو هى كا 
فى القّرين السابق . نفرض أن 22 ج:22: ,م معرفة بأنها (0 صأذ ع ,نز ,4 ومع ) > (0 رلا ,)رم 
ونفرض أن ,لا هى صورة [5,]0,25 تحت ,م . ( تسمى الفعة إلا « بالجسم الدوراى 
الناتج من دوران فئة الاحداثى الصادى ,5 حول محور «ز») . استخدم نظرية ( 11-46) 
لإثبات أن 


4 ال إحد- وا 
ه؛ - (ن ) بالتحويل إلى إحداثيات قطية » أثبت أن 


5م - 0-0 )4 ص 


2 


حيث ‏ (12 > 12+ رلا ع 3,0 > 8,8(:0)) - ع0 


١ب‏ إذا كانت (1 > ( > 0 ,1 > > 2(:0)! - ,8 2 أثبت أن 
")معد 
(ج ) من الحقيقة الى تقول إن © > ء8 ع +0 55 
ا 
ومن ثم ينتج أن لد بره تمسو مي 


فرق 


ه - (س) نفرض أن (4 > 2ر4+7+9:(ن ,)) -8 . استخدم تغيير متغيرات 
مئاسباً لحساب 


(5-م- 0-2 15 ممصم | 


4-(ع) لاحظ أن الفعة ((د رو تج 1) م ع ع بر ني رطع 2+ ع 2(:0 ,8 05 
هى « قطاع مخروطى مقطوع بوحدة الكرات » و الفراغ “#2 . اوجد هذه الفئة كالصورة 
تحت رامم الإحدائى الكروى © تخلية [ج2[<*]0,1 ,1[<]0 ,0] 

(أ) أثيت أن الحتوى هذه الفئة فى 87 يساوى 2(/3/يه - 5)2 . 

(ب) أوجد امحتوى هذه الفئة باستخدام راسم الإحداق الرأمى الأسطواى 

(2 ,4 هلو ؟ ,4 ومع م) > (2 ,نز ب») جح (ج ,5,8) :10 
ه؛ - (ف) نفرض أن 0 < 4 ونفرض أن 4 هى تقاطم الفثين 
0 5 توه ع 2 جر +2 :لج رلا ,)1 

)غ0 استخدم راسم إحدال كروى لإثبات أن 7/3ج5 - (ها)ء 

(ب) استخدم راسم إحداق صادى أسطوانفى لإيجاد قيمة (6)44 . 

ه؛ - (ص) نفرض أن 8 هى تقاطع الفنتين 

إ2 ع تل ترجتم وله روا لو (2 عمجت رجا( «اكا 

(1) استخدم لرامم الإحداث ال رأمى الكروى لتوضح أن 40/2-3(/3)ج -(8)ء 

(ب) استخدم راسم الإحداق الرأمى الأسلواق لساب (8)© . 

ه؛ (ق) - نفرض أن ( > إء|: "عع 8,0 هى الكرة بنصف قطر 0 < م 
فى الفراغ 8 . سوف تحسب الحتوى )ره من )م8 . 

(أ) استخدم تغيير المتغير ات لإثيات أن (1)رنه” > (7)رنه 

(ب) إذا كانت 3 < م »ء عير عن تكامل (1),© كتكامل .كرر واستخدم جزء (1أ) 
لإثبات أن 

46 [:ه 311 ظ 0 ]نيه - (1)يه 
م/1(27):_,ه - 
(ج ) استنتج أنه إذا كانت 2/6 حدم زوجية » فإن !6“ -(1)ره . إذا كانت 


26-1 مس فردية » فإن !(24)/!'”"س_*4 - (1),ه بدلالة دالة جاما » نجد أن 
(1+م"1/*"م > (1),س 


رفن 


رد) أثبت النتيجة الشبيرة 0 > ((1),ه) دنا 

ه؛ - (ر) سوف نحصل على تتيجة ارين السابق بطريقة مختلفة . نفرض أن 2 م 
ونفرض أن *8 ج- 0:85 معرفة بأنها 
(,4 5م ,6 ملو ٠ - ١‏ © هلق 4 ملق . . . بي 05ك ,0 هلى 4 5مع) > (,4 , . . . رر4)” ع (8)ى 

(أ) آثبت أن 1 > *(6)»| وأن 1-|(0)0| فقط عندما 8-0 أو 6-7 
لقيمة ما من 1,...,2-[ 

(ب) أثبت أن هى راسم أحادى وفوق ‏ (ج ,0)»١١٠<<(ج‏ ,0)- ترج  )0,‏ مرات 
عددها م إلى الداخل (1>اء|: 8ع 21 لوحدة الكرات (8,)1 . أثبت أيضاً أن » 
ترسم *[0,7] فوقيا إلى وحدة الكرات لكن ايست أحادية على الحدود . 

(ج ) بحساب قيمة جاكوبيان الراسم © » نحصل على 

(,4 صأه)*(,,64 صنة) 2٠٠٠‏ "(4 صل) ”(,4 منو)”(1-) > (0),ل 
ومن ثم "زم ,0)ء 0 هط 60 (4)رل 

( د) استخدم قانون حاصل ضرب واليس للتكامل 44 *(0 ه1:) 17 الذى حصلنا عليه 
ى مشروع ( ٠م‏ - 7 ) » استنبط.التعبير ات المحتوى (1),ه فى المثال السابق 


مشروع : 

ه+ (©) - هذا المشروع مؤسس على مشروع ( 44 - 17) وممدنا باقتراب تبادل 
لنظرية تغيبرات المتغيرات ( ه+غ - و) أن نفرضص #٠”‏ 20 مفتوحة » ونفرض أن 
"8 ح-41: م تنتمى إلى صنف (01)42 أحادية على 52 ومحيث إن 0*(+*),3 كل 4ع 
التبسيط ء نفثر ض أيضاً أنه يوجد 0 < 44 بحيث إن ادحعز| مقع جم - رمز 
عند 8١40.‏ ,د 

(أ) إذا كانت #8 ج (2©)2:© معرفة بأنها ((ه)م)ء -(4)© عند (0) 2ع م 
إن 4 تقبل الجمع على (©)ت وها كثافة قوية تساوى |رق| . بالإضافة إلى ذلك عند قيمة 
ما 0 < ,0ق ء نجد أن (م)ء,كة > (4)© لكل (ه©)وعم . 

(ب) إذا كانت كر دالة محدودة قابلة للتكامل على كل فئة ()بي » عندما (9)9 © ه. » إذا 
كانت © ح (0) 192:92 معرفة بأنبا 


1 ]«لمام 


خفن 


فإن /ا تقبل الجمع على (0)© . بالإضافة إلى ذلك » عند قيمة ما 0 < جو 4 نجد أن 
(شاع كلع إنها| لكل (9)0 46 . 

(ج ) إذا كانت تر دالة محدودة ومتصلة على (52)© » وإذا كانت © معرفة كا فى (ب) 
أثبت أن /8ا لها كثافة قوية تساوى ‏ إمك| (م5/) 

(د) إذا كانت ثر كا فى (ج ) ء أثيت أن 


واد م :و1 |.1| (به٠])‏ ل 1 


نان 


الى أجع 


تخوى هذه القائمة عددا من الكتب والمقالات التى وردت فى النص وبعض المراجع الاضافية 
التى ستساعد فى الدراسات المقبلة . 


-لدعج1 ,لرإعاوة /قا-مهؤ للح ,ممكختلكع لجمعع5 كتدررلمسك أععلممبعطنهل8ة .11 .1 رأماقممم 
4 ,.55ة81 ,مما 

6 ,علولا بعل ,برعا 17187041011 ]0 ملعدعاظ 16 ,.© .1 رعاأموظ 

طلغة ا ,13 تعطصسل! طممععمهه1/! وسقت ,كمقعصباظط أوع18 زه بعصاوط كه كل ,بط 1 روهظ 
.60 بمعترع دهم آه .تووم 

,78 .01لا ,وتطصماا طتملط .عم ',كلمروعاهآا أه ممتند عع 8لط" .0ل عه تعماعيحمظ 
(12 ععطصسلح بمعموط أوتمطعل! أطونداد .8 .8) .(1971) 1-51 ,11 عوط ,9 .ك3 

بكلكزلمسضم لمعتامسعطعاز عن معممن لتمعع5 4 ,اللماسسظ .1ط لصة .ل .ل ,لللعامسظ 
.970 .عع لسطحمة© ,كوعرط .حزمنا ععلتعتط صم 

معصرهوط .11 باعشصعة[[تط لبعلمت .1 بكعنوائم«قطتعللطا ع دوتبرمن .2 .11 ,مفكيهت 
بم ننلط!-ممغطع نه ,ممنغداكمدئ طوتاومع) .7 بروضةظ بممفصمع1] دع لاع 10/76 
(.1971 ,قصمغوم85 

بعاتملا بعك ,11أ1[- جسوعلا ,رمع1 07010 مور 10 011ألع 171001 ,رسآ .خا ,لزع معط 
.166 

0 ,011لا بج ل رووع27 عنررع لدعم ,كاورزلمضخر امعل1/10[ ]0 كانمائه0اناوط ,.ل مهنعل 

لاع لل رع معلء 10125 - برعلا ب[ ختةط ,075 هع م0 معط مامه ططء5 .1 .1 لصة .لآ ,ل ومكصباطط 
8 ,ملا 

56010 ,0115 170611507111611 توعتآنآ انه وععأطل هالا ) 117041107١‏ ,11 ,1 .12 بتعصاعط عامط 
.66 بمعوعصوء مود بممصععط .8 ./لا رممعتلظ 

لزه جآ-معل101] ,كتدو 01م كع آم هعاس20 ,لعغومر 01 .81 .21 .1 لصة ري .8 بمسمطاء 0 
.1964 ,معواءصوعط موه 

برط لع طوتاطسمع8) .1960 ,لمغعع مم2 رلصماوهل! صد/ا ,ممع 11 اع عننها ,1 .2 رومسلام1 
(.1974 راعملا سعلظ8 رعماءء /ادجعع مامه 

1961 ,وماوه8 ,ممعد8-صنرلالخ ,(رم112 524 ,مألمصمةآ .ل لسة ,1 .]8 يممغلتسهار 

رمم كلل لسمعع5 ,دع أإأمسوع1 بونزاه5 .© كمه ,111168000 .8 .ل ,1 .0 ,لإلميدك1 
.59 ,عمقل #طصد0) ,ووعوط بكلويع علمت] ععلتتطسده 

ببع1! رودا لاستعع متام؟ بكأدرر[عارك أعمسوط4 فاته لمع ,عط طرمما5 .ك1 لمة ر.ظ اوعلط 
6 ,ارملا 


شرف 


,15ت ا موسعاومط ,المل]-ععن عوط بمتطععامف بمعتااا ,عمصددا .18 لمة ,كا ,ممسامع 
1261 

55 بعلملا بمع71 ,لمدنادوه1! سعدلا ,لإعمامم16 لمعجء© ,1 .ل ,بوعلاععا 

تع متمآط ,(ممتكمافصقه طامتاعمع) دعلع5 ع)نستله] ]0 انمأنمعناممة غانه بإرمعط1 ,.كا ,ممممكا 
,عنملا بوعل 

بلماععملوط ر,ووعدط لإكلووء تكتومل] «ماععءملاط ,إهوامم10' 6 الماعبوه:1 ,.5 ,جاأعطعواع]آ 
1949 

عط «ه] تمعرمعط1 عممععويعع 0م00 لعأغدمتهه7آ1 5قاععة" .ل .ى .للا ,زع طسصععسر 
.(1971) 970-979 ,78 .اول بلطتملا .لعملطة .تعسصة *“بلمجوع امآ مممسصعل]1 

,7106115 أنه 8 ا و1 )5 خضك ك1 مذ لعطتاطنام ''ركاتص انآ أه لامعط1 كأ ,.ل بط رعممطكعل8 
2 بقع تأتعصصسقة .لكمث .طنتقا1] ,تماتلع بعاعناظ .0 .2 ,1 .املا 

80,922-5 .7/01 ,بإاطتصماة .طماة عور4 ''رعاسظ ععتام لم8 ععمدععمآا عط" , 
,(1973) 

68 بعلتولا برعلا رصهالتدوعهاط ,ممغتلظ لرمعع5 ,كتوولمعمة أوع؟ ,آ .11 ,معل رمسم 

,111 -سودمعءك! ,ممتتتل8 لدمعع5 ,كتوزلماجة لمعته سمعطنمكلة إه ععام عمط ,. للا رمتفيسعر 
.1964 ,اهلا بوعل 

معام *“للقموعاها عام تالسلا م مأ وعاطوتمة/ أه عع مقط 4غ مانصصرهظ عط“ ,.[ بممموطعة 
.(1954) 81-85 ,61 .لملا ,لطصماط .طنوالل 

دعل ,[خك[- سرع ا/! بكتو لمم «تعلوا/! 1ه وعوماممه 1 ١6‏ 107اع 70ر1 ,"1 .0 ,كمه مله 
.3 بارلا 

.5 ,لوول بوعل رمتده زمع8 .ى .ثلا ,كلامإتضملة ره وسابءاه00) .ا لمك 

"رع معط ممه ستجممممة و5مماوعء/8ا ‏ لععتلة ممع عط“ ,لط .4غ بعممئم 
مذ لعامترمع12) .(1947/48) 237-254 ,167-184 ,21 .01لا ,عستعمععاا دعم معطملا 
بقعأتعللة .صومخ بطنهل8 ,تمتتلءع بعلعاظ .© .15 ,1 .أو لا ,وعتتمسع نعللا م1 165ل )5 شرك لا 
.1962 

61 ,مماععمارط بلمقئؤدهكل! مدلا ,لبمع12 اعد عأنم امدق ,.ط روعممناك 

لإكاوع المنآا لعولج0 ,مماتلظ لممعع5 ,كممعسظ ]وه مم1 16 ,0 بط ,بطو تمصسطء 1 
1 .9 بترملمم] رموعوط 

نملا مس4 ',ذألوتوعنم1 عامكابكة هذ وعلطوامولا أه ععممطء“ ,.8 .6 ,وبعطعة/ا 
1 .(1971) 42-45 ,78 .7601 ,انمز 

بجعلظ ,لاره/لآ لمدععة١3آ‏ ,تنام :ة1آ ,وعأطماجملا أمبعنع5 ]0 كارمأععضصياط .1ل ,. للا .ل ,اأم/لا 
6 ,لزهلا 

2 ,كلكو 7 بوعل ,لزع لذ/قا بكعاله امعطلهاة ]0 كانمناه ل سوط 116 ..آ .1 ,ععل1 فللا 


ارتسادات لتمرينات مختنارة : 


نحث القارىء على عدم النظر فى هذه الإرشاد ت مالم يكن محرجاً » يحتاج كثير من القرينات 
إلى البراهين » ويوجد أكثر من حل واحد صحميحم ٠‏ حتى إذا أعطى القارىء نقاشاً مختلفاً كلية 
فر ما يكون نقاشه صحيصاً تماماً . لكن ٠‏ لكى نساعد القارىء على فهم المادة العلمية وتطوير مهارته 
الفنية » نقدم بعض إرشادات وبعض حلول . سيلاحظ وجود تفصيلات أكثر للمادة المذكورة 
فى الأبواب الأولى . 


باب (01) : 


١-(د)‏ حسب تعريفا 4008م 2 إذا كانت 428 فإن مع 8مم 
أى أن ه-408ك وبالمكس ء إذا كانت 4 - 408 فإن 0824م ومن ثم 


ينتج إن 824 


)« : » -(ه» و) الاختلاف المعاثل المقدارين 8 و 4 هواتحاد الفثتين (8 »+ لمه 4 »ء‎ ١ 
و (8ع« ل0سة 4 6©عد: عا‎ 

١-(ح)‏ إذاكانت +« تنتمى إلى بهل 82 فإن عع وأن به لاء*. نذلك » 
8ع بع* عند قيمة واحدة للمقدار تر . على الأقل يدل هذا على أن ب4 6 5ع 
لقيمة واحدة للمقدار ثر . ححيث إن 

(يمم6)ناء به نام8 

يبر هن الاستنتاج العكسى بعكس هذه الخطوات . يعامل التساوى الآخر بلمثل . 

١-(ل)‏ إذا كانت ,((لء زر:ره)())6 عع . فإن .(لعز:ر4)) »© . هذايدل 
عل أنه يوجد دع بحيث إن عش »©* . لذلك (يه)» عع ومن ثم (دء [:(به)6]لاء< 
يرهن هذا (ر6)4 لا ك(بف ()6© . يبر هن الاستنتاج المكسى بعكس هذه المطوات . برهان 
المتساوية الأخرى ماثل . 


هق 


باب 00 : 


؟<(أ) إذا كانت (» ,©) و (© ,4) تنتمى إلى "ع2 فإنه توجد 8,8 ى 8 
نحيث إن 49 00 4 )8 6( تنتمى إلى 1 وأن )9 '6)و )6 5( تنسمى إلى م. ما أن و 
دالة » فإن "م - م ء با أن ع دالة » فإن م عمل 

؟-(ب) لا . كلا من (1 0( و ((1 -,0) تنتمى إلى 0 

+ -(د) أفرض 38 - (بجنع 2 -(0)ر 

؟-(ه)إذا كانت (ه,ط) «(ه ,) تنتمى إلى اتكرء فإن (6,'ه) ,(5,ه) ‏ تنتمى ل 
إلى “ر . بماأن كر غير أحادية ء فإن “6 ع م . ومن ثم تكون 'ثر دالة . 


؟-(ز) إذا كانت )1 - عل فإن ود مازع > (م)زمع -5 ومن ثم 
تكون كر غير أحادية . 


؟ - (ح) استخدم مرين ( ؟ - ز ) مرتين. 


باب () : 
+ -(أ) افرض عم ,بم د زمر 
- (ب) افرض 0عم ,1(/2+م)- مار 
؟-(ج) أفرض ‏ لازعم ,1+مد رمم 
#«-(ه) افرض ‏ لازاعم .([40-.4, . حينئذ لكل فثة ي,4 نقطة وحيدة ٠‏ لكن 
(لاعم .مالا لانمائية . 
+(و)- إذا كانت 4 لانهائية و كانت (ل8,:8©2]- 8 فثة جزئية من 4 ء» 
حينئذ الدالة معرفة بأنها . 
8ع6 6ع حممظ > () 
8إمعع ا ع- 
هى راسم أحادى وترم 4 إلى [,4110 فوقيا . 
+ -(ح) إذا كانت ثر راساً أحادياً يرسم 4 إلى 8 فوقياً كافش راغا لماه ابد 
8 إل © فوقياً » حينئذ تكون "م راساً أحادياً برعم 4 إلى © فوقياً . 


باب (؟) : 
4 -(ز) اعتبر ثلاث حالات : 38+2 -م ,3+1 -م ,31م 
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باب (0) : 


ه-(!) ما أن0 <52 ,0 < 2ه » فإن م-ةوجتم تدل على أن 2-0معثه 
0 إذا كانت © + 1 حم حيث 0 < 24 فإن : 1 

ع 2 +1 ع مم +1 ح "(1+4) - "0 
ه-(ز) لاح ظأن 2 - 26 > 1 . إذا كانت *2>م عند [< 2 » فإن 
صرب 264226 دابع وإذن "2>م لكل لل6” 
ه-(ح) لاحظ أن م(ه- م)- (احعوب+. .+ *6)(ه-0)- 0ه" ااء حيث 

0<م. 

.ه-(م) (22 د :زر 


ه- (ن) مربع برؤوس (0,21) ,(1,0+) 


باب 00 : 
د-(آ) إذا كانت »)دم » فإن الى مناوت,عد 
ذا كانت لبي ...ب ته وإذا كانت ل(5,ب.ان؟) طناك »| وضح أن 
ا(نم ,نا صناة هو أعل 4 .” 
5-(ج) افرض (2 >2 : 0 ع بر - 5 
-(ه) ف الحقيقة (8 مسد رق من ميد ح 8 نا م مناد 
5-(ح) إذا كانت (لاءنريلاء :زر ,«)م) من - 5 فإن  /)+(>5‏ ميم 
لاع رباع وإذن 5 >> (( ,»)1 لجميع 2-06 
ومن ثم 5 > (لاء :(»)]] ونه . وبالعكس . إذا كانت 0 < 8 فإنه توجد 
ا ..*) عحيث إن (ور,ه)/ >ع-5 وإذن (,),>ء-5 ويكون: 
(26ء ع : («)رر) ميو > هدي ما أن 0 < ع اختيارية » فنستنتج أن : 
(اء ع : (2),/) مدو ع 5 
-(ك) بما أن بلع ع :(ع)ر) مدو ع ()ل » فينتج أن : 
إلاء ع :زج)ع )مده جزلاء منزع)]) مسوع (م)ع + (0)ز 
لذلك يكون (7 ع +« :(جا)ع +(*)2) مدد أقل من أو يساوى الطرف الآمن . 
بالمثل » إذا كانت 6176© ء فإت : 


(م)ع + (0)] ع مع + (كاء ه : (ه)ز) تهذ 


إذا استخدمنا ( ؟ ى ) » نستنتج أن 
.)3 »ع + : (م«)ع + (»)ر) مياه > (36 ء ع : («)ع) مدو+ ع »ع ع : (2)[) لها 

تبر هن المطلوبات الأخرى بطر يق ممائلة . 
باب 00 : 

-(ب) نفرض أن 4م عه ؟؛ إذا كانت ضمعه فإن 8ع وإذن ه ,م > غم >غ 
مما خالف الفرض وإذن “عه وما أن عه اختيارية فيكون 'لم ك4 . ما آن 
'4>م ع فإنه توجد عير حيث '4>*>ي .ما أن > فيجب أن يكون 
ع لكن بما أن /رع بد نستنتج أن 41 م 


- (ج) افرضض : 
(2<1 :)ع “8 ,[1 > ع :ع - 'ى 0مهة (1 < ع :ع > 8 ,(1 > ع : 2 د م 


-(ه) إذا كانت ,رع لكل 8 ٠‏ فينتج تناقض لخاصية أرشميدس 5-1 , 
-(و) إذا كانت ,عع لكل # » فينتج تناقض لنتيجة ه-لا (ب) . 


-(ح) كل عنصر ىم له مفكوك ثلاثة . أول رقم فيه هو إما صفر أو 2 . النفط 
فى الفتر ات الأربع الجزئية من و طا مفكو كات ثلاثية تبدأ كالآق : 


إلى آخره 

لا (ى) إذا كانت # كبيرة كبر كافياً فإن »ء م-(م> :1/3 

- (ك) قريباً من ١‏ كالمطلوب . 
باب () : 

- (ه) لاتتحقق خاصية م-"م (11) 

ه- (ح) الفئة رى هى الداخل للمربع الذى رؤوسه (1,0+) ,(1+ ,0) والفئة وك 
هى الداخل للمريع الذى رؤوسه (1,21-) ,(21+,1) 

م-(ك) خذ 821 ,ولم1-» 

+- (ل) هذ 5-1.م/1-ه 

م - زم) عندنا. عدا .||ء«لاع إطاهدء 2|ض| :8؛ > إنر| ذا 8 > ار ءا لمكن 
«ا-اع| م كارع وإذا كانت (1.1,....1)- د . فإننا نصل إلى التساوى , 

- (ن) العلاقة المنصوصة تدل على أن 


بن 


*(إ«زا+ اعلا - رادج عد > زجاع رم ١‏ )2+ ادا 
“لادلا + ااا اعلا 2+ *اء] - 
ومن ثم |<ا||]- د١*‏ ويظل شرط التساوى الموجود فى نظرية ( م - +7 ) قائماً 
بشرط كون المتجهات لا تساوى صفراً . 
م -رع) عا أن *«|+ م +2)+١‏ 'ء| - م + جلا . فإن العلاقة المذكورة تظل 
صحيحة إذا وإذا فقط 
م-(ف) تسمى فئة كه #دبة إذا وإذا فقط كانت تحتوى جزء الخط المستقم الواصل بين 
أى نقطتين ى . إذا كانت ,20د ع حينظ : 


دن - اي+؛ ع إإجلان - )+ زعا ؛ ع اج - لع+ زا 

كذلك 0 3ه عند 1 > > 0 . النقطتان (21,0+) تنتميان إلى 
وك ٠»‏ لكن نقطة المنعصف (0 ,0) لاتنتمى إلى م . 

م-(ص) إذا كانت «ز,د تنتمى إلى .016 ء فإن اكع ر,+« لكل ©». ومن 
ثم مكاء رق -1)+ى نكل هو ومنها ينتج أن -116) محدبة . اعتبر الاتحاد لغتر تين غير 
متصاتين . 


باب (5) : 

-(أ) إذا كانت 6ع ء افرض («-1,«)/مزدم حينئذ » إذا كانت 
-> ادر ء تحصل على ررب وك مدير وملها 1 م +ير> بر>م-» > 0 محيث إن 
© ©2 . إذا كانت 0 ح 2 » فإنه لايوجد عدد حقيق 0 < / بحيث إن كل نقطة بر فى 1[ 
تحقق + > إلا| تنتمى إلى . بالمثل عند 1 ح ج . 

ه-(ب) إذا كانت ©ع*«اء. عذ |ء|-1اد-ء . إذا كانت 8ع . خذ 
)اداح 1 إاءز) تمتح, . إذا كانت (1,0)-2 إذن لكل 0 < م ء :وجد نقطة بر 
فى )4 ععيث إن م>اء- درا 

- (ز ) أسرد النقط فى الفئة المفتوحة الى جميع إحداثياتها أعداد قياسية . حينئة استخدم 
خطوات البرهان لنظرية ( 5 - ١١‏ ) مستخدماً كوراً مفتوحة مركز ها عند هذه النقط القياسية . 

-(ح) ناقش كا فى الآرين السابق » لكن استخدم هذه المرة كوراً مغلقة 

و-(ط) خذ المكئلات واستخدم و .اح . 

- (ى) الفئة 40 هى اتحاد مجموعة جميع الفئات المفتوحة فى 4. ومن ثم أى فئة مفتوحة 
- © بحب أن تكون محتوية فى 49 . حسب تغريفها يجب أن يكون مهم . ينتج أن 


رذن 


"مح "99 4) . ما أن 40 مفتوحة وأن 40(9) هى الاتحاد لجميع الفعأت المفتوحة فى 9» 
يحب أن يكون “0لم) "لم . وإذن 40 ع 40(6) . ما أن مع"م و 8ءع6ه8 
فينتج أن : 8همم "8م" 2 لكن ما أن “408 مفتوحة فهذا يدل على أن 
“(صمهء و8 م6م)2 .ومن زاوية أخرى تكون '(4208) فثة مفتوحة محتوية ف 
8 بك ؛ وإذن 'هع'(8مه) ,و ©“8ع(8صمه) ء وما "ظ مكعم ح"(8 مم) 
وبالتالن “(8مم)-0هر مهم .ماأن #٠‏ مفتوحةء فإن © -"رمج) 

نفرض أن 4 هى فئة جميع الأعداد القياسية فى (1 ,0) وأن 8 هى فثة كل الأعداد غير 
القياسية فى (1 ,0) . حينتذ 0 -"8 لا"ه . بيما (0,1) -"(8 نالهم) 

و ([) ناقش كانى و . ى » أوخذ المككلات واستخدم و . 

و-(ن) إذا كانت 1 حدامء خذ © دم ى 5ه عغذ 00 . 

و-(س) افرض أن 4,8 مفتوحتان فى © . نفرض أن 8ك »(1,:) بحيث 
معع م 8عر . توجد 0< ” بحيث إنه إذا كانت +>ء-'يد| فإن 0 < ورمع'د 
حيث إنه إذا كانت و>إبر-ثر| وأن 8ع"١ا‏ . افرض الآن (4-154)55 الكرة المفتوحة * 
الى نصف قطرها م تكون محتوية ى 8 لا 4 . المكس يكون مشاباً . 

: )٠١( باب‎ 

٠-(ج)‏ إذا كانت * نقطة حشد من 4 فى عج وكان / جوارا من ل ء 
حينتذ (1>|ء«-«م|: "204268 محتوى نقطة | # ديهم ,كرعرم . تحتوى الفئة 
(زانه|> اعد ر|: ع 01 لل نقطة برعديه لمعيه وأيضاً ره ديه أ كل هذه الطريقة . 

٠-(و)‏ كل جوار * يحتوى نقطأً كثيرة عددها لا نان للفعة 8 ل) 4 . ومن ثم 
إما 4 أو 8 (أو ريما كلهما ) يحب أن يكون له عدد لا تاق من العناصر فى هذا الحوار . 

: )١1١( باب‎ 

١‏ -(أ) افرض أن (م/1-1>تير+*«:(ر )) - ,6 عند لمعم 

. (ب) افرض أن [2ر > 2برد تر : (بر ,»)ع ع ي© عند لالعم‎ - ١ 

١(ج)-افرض‏ أن !94-1402 غطاء مفتوحا للدالة #/ وافرض أن (6)5 - ©2020 
أى إن © مفتوحة فى #0 . إذا كانت(400106 - ,4 » فإن ,4 غطاء مفتوح للفئة ل » حينئك 
يكون الفئة ل غطاء جزقٌ محدود (ي© ,.. . ,م© ,© ,106 . وإذن يكون [.0 ,... ,06 ,.©1 
غطاء جزئيا من © للفئة / . 

1١‏ -(د) لاحظ أنه إذا كانت © مفتوحة ى 2 » فإنه توجد فئة جزئية مفتوحة 


© من :© بحيث إن 2م ,ص - 6 2 . استخدم نظرية هاين بورال - بالتناوب . 


كن 


١1-(ه)‏ نفرض أن (,94-140© غطاء مقتوحا لوحدة الفترات المغلقة ل فى :1 
اعتبر تلك الأعداد الحقيقية ب حيث إن المربع [:,0]»[ .0 يكون محتوياً فى الاتحاد 
لعدد محدود لفئات ق © وافرض *# هو أعلاها . 

١-(ز)‏ افرض أن للاعم ,ع.ر . إذا كان يوجد فقط عدد محدود من نقط 
فى (لاع8:.*! ء حينئذ.يحدث واحدة منها على الأقلل غالباً مرات عددها لا نمال وتكوت 
نقطاً مشتركة . إذا - كان يوجد نقط كثيرة عددهاأ لا نهائى فى الفئة المحدودة [(.*1 ع حينئذ 
توجد نقطة حشد «. ما أن اطع ىد عله م ح هسم وماأن 2 مغلقة » فإن اعيبر 
لكل عم 

. /* -(ح) إذا كانت 406,190 » فإن ع نقطة حشد للفثة المغلقة‎ ١ 


1١‏ -(كى) لا.افرض ل لع :"هو رادم » حينئذ كل نقطة من 
*4 تقع على نفس المسافة من 6ت . 

١1-(ك)افرض‏ أن © فئة مفتوحة وافرض أن “8#ع» . إذا كانت : 

(266: ع - بر - 184 فإن 44 فئة مفتوحة ى جر 

١١‏ -(م) . اتبع النقاش فى ١١‏ لا اء ماعدا استخدام خلايا مفتوحة بدلا من كور 

(١‏ -(ف) افرض أن (ل2ع6,:5)[) -> © الء حيث ,© مفتوححة ف الفراغ 
© . المككلة ,1 للفئة ,© فثة مغلقة لا تحتوى أى فئة جزئية مفتوحة غير خالية » حسب 
نظرية + - ٠١‏ . ومن ثم تكون الفئة لعناصر غير قياسية هى اتحاد عائلة معدودة لفئات 
مغلقة لا تحتوى أى واحدة مها على فئة مفتوحة غير خالية » لكن هذا يخالف همرين ١01.ع‏ . 


: )1١9( باب‎ 


8 -(ب) افرض أن 8 و4 قطع عند [«إنان ع0 . حينط "00م 00م‎ ١ 
» + غير مرتبطين ء غير خاليتين ع وهما اتحاد "© نجب أن تختوى إحدى هاتين الفئتين على‎ 
©06)811(( *6 افرض أنها 8. بما أن 8 فئة مفتوحة ء فتحتوى أيضاً نقطاً من © أى إن‎ 
. © ,ىم . قطماًمن‎ 81١42( لكن حينئا تكون‎ 

؟ ١‏ (ه) عدل برهان النظرية 4-095 . 


-(ز) حسب نظرية +5 - لم ء تكون الفثتان © ,© فترتين . من السبل 
ملاحظة أن © 6< ,© محدبة أى أن + -(ه)تطيق. 
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باب 197) . 
1 - (أ) اختير الوضع الحندسى (#,ل-) - 12 بدلالة (لر ,ع) عع 
١‏ -(ب) لاحظ أن (5:0م بر+ 0 هله ع ,4 ملو ب - 8 ومه «) - يم ع وهذا يناظر 
دورأن عكس عقرب الساعة بزاوية نصف قطرية 8 . وحول نقطة الأصل . 


؟١-(ج)‏ ترسم الدائره -إء- 2| إلى الدائرة , [و| - إ(ط + عه) - | يممكننا كتابة 
طانم وام دع وتحسب 2 مآ لا ,ع8 - ع بدلالة مم1 ج ررم و2 دير , 
بإجراء هذا نجد من السبل ملاحظة أن المعادلة م ح نزم -4 +4 تتحول إلى ممادلة فى الصورة 
)دوق عيرم . 

١‏ -(د) تثرك دائرة كا هى ثابتة بواسطة مم إذا وإذا فقط كان مركزها يقسم 
على المحور الحقيى . الخطوط الى تركت ثابتة بواسطة مم هما فقط المحور الحقيق والهور التخيل . 

١‏ -(ه) ترسل دوائر مارة بنقطة الأصل إلى خطوط بواسطة # . ترسل كل 
«الخطوط الى مر بنقطة الأصل إلى دوائر مارة بنقطة الأصل » ترسل كل اللطوط المارة بنقطة 
الأصل إلى خطوط مارة بنقطة الأصل . 

؟٠‏ - (و) كل نقطة من © » ماعدا نقطة الأصل » هن الصورة تحت بم لعنصرين من 
© . إذا كانت > (ت)وعه8 ء فإن م-2ر-تير . إذا كانت #>(2)عةه1 ء 
فإن ‏ - رمج . إذا كانت ١‏ -إ(ع)و| »ء فإن 0< ي# وأن 6/-إء| 


باب (؟١1)‏ : 


4-(ب) لاحظ أن 4ع ظطل-ظ1-4ه0 


0 (د) ندينا |أء - .دما > |ااخد|- إام.لا| ع‎ - ١+ 

)-1,7( (ط) افرض أن ع بحيث إن1 > : > (م/ريك) سنئا ما أن الفترة‎ - ١4 
هى جوار هذه اللهاية » فتوجد لدع ع1 محيث إن +> ...>0 لكل < «. وضح‎ 
27 <2 060 الآن أن “69> .>0 عند بض‎ 

. )1/0( (ك) اعتبررس) و‎ - ١:4 

١4‏ -(ل) الختابمات (1) » (ب) » (ه) » (و ) تتقارب ؛ المتتابسشان (ج ) ء 
( د) تتباعدان . 

)-1, م > ("!ج) مرزز . ما أن الفترة (م‎ > 1١ -(م) أفرض أن عم عبحيث إن‎ ١4 
جوار هذه اللباية » فتوجد لاع >1 بحيث إن >":« >0 » ومها “0>«.>7 لكل‎ 


كاج 0# 


ان 


باب (10) : ْ 


هر -(أ) اعسر ديري ,استخدم مثال 6١1-ه(ج)‏ ونظرية 1(5-16). 
٠‏ -(ج) (أ) تتقارب إلى ١‏ . (ب) تتباعد . ( و ) تتباعه . 

8# (د) افرض لاح‎ - ٠٠ 

<0 -(و) اعتبر حالتين : 0-ير و‎ ٠ 

6 -(ز)نمم 

١٠‏ - (ح ) استخدم الإرشاد فى ( مرين 5-01٠‏ و). 

٠‏ (ل) لاحظأن *”22 كد دم 


باب (15) : 
-(1) بالاستنتاج يكون 2> .>1 عند 2 < « . بما أن : 
(-ة)/(_د- ب ع در فإن المتتابعة مطردة . 
1 - (ج) المتتابعة رتيبة ومحدودة . اللباية هى ‏ 1+40('2(/2)+1) 
- (د) المتتابعة 2 تتناقص باطراد ومحدودة . 
5 (ه) يسمى عنصر بد من (») يز ارقة» ل إذا كانت .><ير 
مندما 6م < #« . 
إذا كانت هناك قم كثيرة لا نهائية بأدلة ,... > ي/ > وم » فإن المتتابعة (ي) 
للقمم متتابعة جز ئية متناقصة من 8ه . 
إذا كان يوجد فقط عدد محدود من قم بأدلة ... ع >...> ,ع » افرض أن ب|<,.م 
ما أن .كد ليست قة » فتوجد :70  ”02<‏ بحيث إن بكرلا 
بالاستمرار بهذه الطريقة نحصل على متتابعة جزئية متزايدة بدقة (,.*) من 27 . 
-(ز() المتعابعة تزايدية » 0/)6+1(>1 ك ,د 
5-(ك) توجد لدرععز محيث إنه إذا كانت ع < م » فإن: 
ع + كط ك مداريد كد رط 
استخدم الآن نقاشاً مشابهاً للنقاش الموجود فى مرين ١-1١4‏ . 
در-رم) () مء م 
(ج) إرشاد : ((1+م)/1+1)(ه/1+1) - رسرة + 1) 
(د) 35 


7ه 


در(ع)- أوجد أن ءا محيث إن 1/0 +4 > ءا - | , إذا كانت (.) سنا ار 
فإن 4-|مر-ء| 


باب (19) : 
-(أ) الحميم. 
1١7‏ -(ج) إذا كانت جع د » فإن البايات:؛ إذا كانت 2 >< » فإن الباية صفر . 
1 -(ه) إذا كانت 0 ح « ء فإن الباية ب ١‏ ؛ إذا كانت 0 دع ٠‏ 
فإن الهاية ‏ صفر . 
1٠‏ -(ز) إذا كانت 2/ > م>0 و 0<عم » فإن 0<(م-2/) . ويكون 
(ع-2/) ممه دعم لكل يح م » الى مها ينتج أن : .7/2 د ع مفاعته > م-ه/ج 
١١‏ -(ح) إذا كانت 0 < ع ؛ فإن 1>”ء 107 - (ى) ليس ضرورياً . 
-(م) اعتبر المتتابعة ( 1/7) أو لاحظ أن + < دااثراا 
-(ع) نعم ال - (ف) نعم 


باب (18) : 
مد-(اأ) (21)1+. (ب) 0. 21 (د) 1غ 
6 -(م) افرض أن "برك م بلعم حمينئة2 : ١‏ + ,2 ميدة > زلا + 36) ,نه 
(لا)من + (06)رن ك (لا) من + (06) دك زاود مذ بر اق لو« د 0 مدأ مو > لح 


وإذن *١0+1(),ن‏ > (لالع 1« : زلا + غ3) من) تمزع *زرر + ع) 


بما أن هذا يكون صميحاً لكل ,عم ع نستنتج أن *برج *ير اع *(ر + م) 
6 -(ز) (أ)ه 12. (ج) ه+ ,ه. 


باب (19) : 
ور - (9ه) إذا كانت ك ثرء فإن ,ب1/2(5)+ : ك (1/5+ 1)ن و اا > بد 
الآن اجمع . 
-(ط) إذا كانت ل تزايدية وغيرها تقاربية فى #2 ع فإن ل غير محدودة , 
14 -(ك) (أ) لا يوجد. ‏ (ب »ء ج) كل اثلاثة متساوية . 
( د) البايتان المكررتان مختلفتان واللهاية المزدوجة غير موجودة 
(ه) اللباية المزدوجة تساوى أباية مكررة واحدة . 


4ه 


( و ) اللبايتان المكررتان متساويتان » لكن الهاية المزدوجة غير موجودة . 
١9‏ -(ل) افرض أن > م “إذا كانت 8-1 وأن 0>-.م إذا كانت 1< ام 
5-(ن) فى( عجءه). 
9 -(س) طبق نتيجة 7-1 إلى لالع + ,01 : )ناه > عر 
19 -(ع)افرض 60-.< عند >8 وأن 1(5/8-)-.* عند 8< ام 
باب (0) : 


١!)‏ ت 0 © خذأء-(8)0 . إذا كانت 0 < 4 » استخدم التقدير 
اه حا اهء-ءا 


2/2 0 
٠‏ - (ب) استخدم مثال ٠؟‏ - ه (ب) ونظرية 5-8٠‏ , 
٠‏ -(ج) استخدم تمرين ٠٠١‏ - (ب) - ونظرية 97٠‏ 2 5, 
٠‏ - (ه) أثبت أن [41-ع|-|©م- مرا 


- لسكا 


. (و) كل عدد حقيى هو جاية متتابعة لأعداد قياسية‎ - ٠ 

٠‏ - (ى) توجد متتابعتان (,() ,.(<) بحيث إن 1 2 ((.)ة) نا 1- د (لوكة) صا 

٠‏ -(ل) أثيت أن (0)/-0)/ -(4+0-7)0)] . إذا كانت ثر مطردة على 
6اء فإنها تكون متصلة عند نقطة ما . 

٠‏ -(م) أثبت أن 0- (0)ير وأن مم ع («)يير عند لاذعم . أيضا 
0ع ا )تر + () كر لذلك عم ع (0) كر عند 62 وبا أن (/1)/م - (زمر 
فينتج بأخذ «- «اء أن 7  7)1/00-‏ ء إذن («لصمء - («/م)م , الآن استخدم * 
اتصال عر . 

٠‏ - (ن) أما0 ح (0)ع وف هذه الحالة 0 ح (*«)ع لكل +« فى2» أو 1 ع (0)م 
وق هذه الحالة ((0)ع -(0()8)8)ع - (م)ع -(8 + م)ع 
باب )١(‏ : 

١؟‏ - (ج) (3- ,1 ,5) > (1,3), ,(1- ,1 ,3) > (1,1)/ 

١‏ -(د) متجه (ع ,ط ,ه) فى مدى الدالة كر إذا وإذا فقط 4-28+6-0م 

١؟‏ -(ز) إذا كانت 0 عد ء فإن (0,0)-58,22-)م 2 . إذا كانت 0 كد 4 
فإن الحل الوحيد المعاداتين 


ابن 


0- ول دين ,0 - بوط+ نه 
هو (0,0)-(8,1) 
١-(ط)‏ لاحظ أن (9)م-(*)8 إذا وإذا فقط كانت 6-(ن- »)ع 
١‏ -(ع) لاحظ أن (6-1)6-©2 واستخدم متباينة شفارتز . 


: )5١2 باب‎ 


. -(ج) إذا كانت 0 < (وع«)يرء فإن (0< ربهع بن)-17 جوار (0*)/ر‎ ١١ 

١‏ -(ح) افرض أن0 ع 2 ,ى)ير إذا كانت 0 ع /ى فين 1ك 2( ,مار ء 
إذا كانت 0 حو زوق , 

(ل) افرض أن معامل أكبر قوة موجب . أثبت أنه يوجد يد>0>, 
محيث إن (<)ل >0> )زر 

-(م) افرض أن #بر-(») ير . إذا كانت 1< مء فإن )/ > >0-(1)0 

؟-(ن) إذا كانت 0 < (6)/ر » فيوجد جوار من م تكون عليه كر موجبة » 
ومن ثم 1ل موعدم . بالمثل إذا كانت 0 > ©) ري . 

؟-(س) يا أن كر متزايدة بدقة ء وأن 5 > © ء فإن /ر ترمم الفترة المفتوحة 
(5 ,4) فى مط أحادى فوق الفترة المفتوحة ((5) كر ,(©) لر) » الى منها ينتج أن لثم متصلة . 

؟؟-(ع) نعم . افرض أن 8 > » ثابتة وافرض أن (6)ثر > (6)ثر. إذا كانت 
© بحيث إن 6 >ء > 4ه ءفإنه إما ( 1 ) (4) كرح (م)ير ٠»‏ (خذ ) (م)ر > زا رراء 
أو (11) (©)ثر > (>)ثر. حالة (1) مرفوضة من الفرض . إذا كانت( 14) » فإنه توجد ,»© 
فى (6,5) بحيث أن () “رح (ي»)ثير » وهذا مخالف . حينئذ تظل ( فذة) صحيحة بالمثل 
(0)ر > (ع)ر وأن كر متزايدة بدقة , 

- (ف) افرض أن مم متصلة وافرض أن يع > يم هما النقطتان فى 5 الى عندهما 
تصل ع لأعلاها . إذا كانت يم >0 » اختّر عددين 4 ,© يحيث إن ,0 >> يم > رن > ,4 > 0 
افرض أن تحقق (0)م>#>(ه)عم 020 . حينتذ توجد ثلاثة أعداد رط بحيث إن 
و6 ترط كيه خوط ك رن >> رط > يه وحيث (ط)ع - 6 » مما بخالف الفرض . لذلك » 
بحب أن يكون 1 ح رمو 0 ح ىم . استخدم الآن نفس المط من المناقشة عند النقط الى 
عندها تصل م لأدناها لتحصل على تخالف . 

-(ق) لاحظ أن (07105 ليست مدمجة . أيضاً 0-4 ليست متصلة عند (0 ,1) . 
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باب (59) : 
م؟ - (أ) الدالة فى مثال +٠‏ - ه (1أء ب » ط) متصلة بانتظام على #ر . 
؟؟ - (ز) الدالة مم محدودة ومتصلة بانتظام على [م ,0] . 
؟؟ - (ط) إذا كانت (2) متتابعة فى (1 ,0) حيث 0+ << حينئذ ((8)]) هى 
متتابعة كوثى و لذلك تكون تقاربية فى 32 . 


*؟ - (4) غذ > (جاع مود ()/ عند عع , 


باب (51) : 

4 - (ب) خذ (/ («/1)) حيث ث/ر كافى مثال ١٠م‏ - و (ز). 

4 - (ج) أحصل عل الدالة فى مثال ٠‏ - ه (ح) بهذه الطريقة . 

4 (ه)- (أ) التقارب منتظم على [0,1]. 

(ب) التقارب منتظم على أى فثئة مغلقة لا تحتوى 1 
(ج) التقارب منتظم على [1 ,0] أو على 1<ء ,(م+ ن] 

4 (ى)- ينتج أن ر متّزايدة باطراد . حيث كر متصلة بانتظام ٠‏ إذا كانت 0 <ام)» 
افرض أن 21 ١>‏ 00> كر ع0 بحيث إن ع >(-0)م-(0)م وافرض أن رم 
محيث إندإ ذا كانت ب ع "” فإنء > |(«), -(5)/| . إذا كانت ( ,. . . برا ,و1 صدة ع م 
أثبت أن م3>|م)م-2©)/| لكلقعءع . 


4+؟-(ق) أى كثيرة الحدود ( أو ماية منتظمة لمتتابعة كثيرات الحدود ) تكون 
محدودة على فثرة محددة . 
باب (60) : 

٠؟-(ز)‏ (ب) إذا كانت 0 <6 ٠»‏ فتوجد 0 <()8 محيث أنه إذا كانت 
(ز)طء: ,(ع)ة + > :> » فإن.ء > |ط-(غ)/| 


(ج) إذا كانت () أى متتابعة فى (كر)2 محيث إن .> وكانت 
(م)سناتء فإن ((,»)/ر) مهنا دام , 
٠‏ -(ى) (أ) إذا كانت 0 < 6ل ء فإنه توجد 0 < ## محيث إنه إذا كانت + < عر 
وكانت (/)هعع » فإن 34 < («)ثر . 
(ب) إذا كانت 0 > 4 » فإنه توجد 0 < 8 بحيث إنه إذا كانت 
5 >]إء سعع] > 0» فإن 84 > )ار . 


امه 


ه؟ - (لم) (أ) افرض أن (<ع:(عام مده ()م وضع ()متصنا- .1 
بالتنارب إذا كاتت 0 < ع فإنه توجد (8) :7 محيث إنه إذا كانت ( 71)8 < 2« ٠‏ 
حينقذ ع >>| .1 -(+< + : ()/) ميوا 

٠‏ -(م) استخدم مفثر ض 78 وول 

ه؟-(ن) اعتير الدالة | ع |/1 س ح (مد)ر عند 0ج جدء 0 > (0) /ر . 

هم -(ع) اعتير مثال ١٠؟‏ - ه (ح). 

ه؟- (ص) ليس ضرورياً . أعتير “بر > (2)/ عند #عير 

6 -(ق) لما 
باب (55) : 

-(ب) أثبت أن مجموعة 4 لكثيرات الحدود فى # 608 تحقق فرص نظرية 
سيون -فير - شتراس . 

د؟-(ه) إذا كانت 0-س/مر-0)م ء أولا قرب كر بدالة بم تتلاثى على 
بض فترات [2 ,8 ل *:] و [8 ,0] . حينئذ اعيبر »ع« هزة/(*)ج -(<)/ عمد 
(م,0)ء << + 0<(ح)م عند # ,0 > ير . 

5 (ط)- اعتبر (</1) هذه ع («) ير عند 0 كج ب . 

(ك)- استخدم نظرية هاين - بورال أو نظرية غطاء لبسيج كا فى برهان نظرية 
الاتصال المنتظم . ١‏ 

؟ - (ن) (أ) نطاق مدمج ء متتابعة متساوية الاتصال بانتظام لكن غير محدودة . 

(ب) نطاق مدمج » معتابعة محدودة لكن ليست متساوية الاتصال بانتظام , 
ك4 نطاق ليس محدوداً » متتابعة محدودة »ومتساوية الاتصال بانتظام . 


باب (57؟) : 

بام -(د) لاحظ أن 0 > (0)تع وأن (1/8) 5مع- (1/2) مله 2 - (م)'ق 
عند 0 عبج ع« . 

ا ا 

با -(ل) يمكننا كتابة 


واتجعز مجح _ نالعز عع _ دو[ -لم1 


-1 لوخاعر + اديع و 


كمه 


٠‏ -(ق) (ب) إذا كانت 0 حد ثم ء حينتذ عندما لاع م تكون كبيرة بكفاية بإعطاء 

#4 < *داء فإنه توجد 7< ,ا بحيث إن 
2/اطا اله - )| الم" ]| إعبدم - »)> إ«ر(ظم)م- )| 
باب (58) : 

8 -(و) بين جذور 6م التتالية تكون كثيرة الحدود مطردة دقيقة . إذا كانت 
مد جذراً تكراريا مفرد الكثيرة الحدود من “م » فإن م هى نقطة نباية عظمى دقيقة 
لكثيرة الحدود م . 

8 -(ح) للدالة “مر جذور مكررة عددها # عند كل من :1 + ح عر ؛ الدالة “كز 
لها جذور مكررة عددها #1 عند كل من 1[ + ح بر . ولما جذر بسيط داخل 
(1,1 -) ؛ الخ 


-(س) إستخدام مرين لاا ساس 


باب (55) : 

و -(د) إذا كانت 0 < ع » فإنه توجد أعداد قياسية .7,...,. فى [ بحيث إن 
ع>(0>7082 إذا كانت 4# * . افرض أن م تقسيا بحيث يكون طول كل من 
( على الأكثر ,2) فثرات جزئية تحتوى واحداً من الأعداد .5....,75 أقل من 8/278 . 
أثبت أن 28 > (ع ,] :5)5 ع 0 

و -(ى) إذا كانت («) كع (ع«عزير عند (ه,..ابعا»< وكانت 0 < همه ء» 
افرض أن م هى تقسما بحيث أن طول كل من الفترات الحزئية المحتوية على واحد من 
...ده أقل من 74س2/ع ٠‏ حيث [رارم|| ,|/[ا مده < 24 . باستخدام نفس النقط 
الوسطى . نحصل عل > إ(ع ,,/ :5)2-(ع ,, بص)و| حيث +ذ-(#)ع عند لع ير 

8 -(ن) افرض أن (685)©© ؛ حينتذ تكون تر قابلة للتكامل عل [» ,4] » 

. إذا كانت ريم هى قيد يم عل [© ,4] » فينتج من ٠7‏ (ن) أن ويم متصلة على 
[© ,4] ؛ بالمئل للقيد دم من م على [6,8] . ينتج من نظرية وم - م أن يجي قابلة 
للسكامل على [© ,2] وأت ىو "تر قابلة لعكامل على [8 ,6] وأن 


ع عه[ | سمه 


افرض الآن أن (8)02(*)/ - (18902) عند م > برك ه وأن («)ئع()] - («)لع1) 
عند 8 ك ع« > م 


(ع) - إذا كانت 58 > |]م|| وإذا كانت © تكريراً طمء حينئذ 8 > [2|] . 


امم 


4 -(ص) إذا كانت 0 < عء افرض أن .نك روه 22 ١‏ هو تقس قل 
بحيث إنه إذا كانت .282722 ء وكانت ( “)5 أى حاصل جمع ريمان المناظر ٠‏ حينئة 
ع>|[ض-3)6:7 .افرض أن يإ[ || < 6ق » رافرض 4#046/ع ح ق , إذا كانت 
3-0 .بولا رولإ) - 0 تقسيا بعمود 8 > |[0|| » افرض أن .5لا0 -*0 ء محيث 
إن 0*2 وبحيث يكون لا على الأكثر #1 نقطة أزيد من نقط © . أثبت أن 
((:5)0*:7-5)0 2 محتزل إلى (2)0-1 حداً على الأكثرفى الصورة : 

 -«2‏ ((ماز- )اه ١‏ حيث 8ق >ار- ها 


باب (.0) : 


٠‏ -(ج) إذا كانت 0 < ع معطاة » افرش عي كا فى برهان .م ل م . إذا 
كانت م أى تكرير من م8 فإن 


الداع - نمع الد)1 - مرا رة ع زو بزرع)ه - و رمق 
حيث (8)68>إءنه- هنا[ وإذن يكون المقدار 4ع سائدا هذا المجموع . 


الآن استخدم معيار كوثى . 
٠م‏ -(ه) حساب مباشر يعطى 

“0 - قل د “زمه “)| ) 
وبالسكس ٠ه‏ م-20 <(2)/ على فثرة جزئية ما من [5 ر4ه] . 


-(ح) إذا كانت 34 > (2)/ > بم عند 8 > < > »ه فإنه يوجد #4 حيث 
4 ك 4 ك :: بحيث أن 


(00ع - (قاعاه - هه ز "| - مم - رهام 


٠‏ -(ط) افرض أن 1->(5)/ عند (1,0-]عع وأن 1 ع (ج)ير عند[1 ,0]ء عر 


. 85)8( - (ى) استخدم نظرية القيمة المتوسطة 5-010 للحصول علل(7)04‎ - "٠ 
. كحاصل جمع ر مان لتكامل /ر‎ 
-(م) إذا كانت 4 > ()/ ع م عند عع 2 فإن‎ ٠ 


0 3 م 3 30 
استخدم الآن نظرية بولتزانو ؟؟ - ؛ . 


065 


٠‏ -(ع) الدالتان 4-ج ,ب أحاديتان ومتصلتان . التقسمات لفترة [4 ,6] هى 
تناظر أحادى مع التقسيات للفترة [5 ,4] وحواصل جمع ريمان - اشتلتجز للتركيب ع" 
بالنسبة إلى ©" فى تناظر أحادى مع تلك الدالة كر بالنسية إلى م . 
م -(ت) (أ) 34. لج) 9. (<) 5/2 . 
باب 010 : 
١‏ -(4) بما أن .و -()./-(2)./ فيمكننا استخدام نظرية ١م‏ - 7 لتحصل 
عل 8 :! - )1 -(*)7 لكل 3ع« . أثيت أن 'ثر ع م . 
"١‏ -(ق) استخدم نظرية #٠‏ -س و إلى (1-«) حيث 4-"(م ل 8) ع (1)2 . 
١م‏ -(ت) أثبت أن الدالتين 8و © متصلتان . يكون الباق من البرهان كما فى 
+ 
١م‏ -(خ) الدالة كر متصلة بانتظام على اي 6< رك . 
وم - (ذ) افرض أن 4>- »يع ,0 8:00 عند 1 > بر > 160 > (جرارع. 
باب 00 : 
؟م-(د) (أ)ء(ب)ء(د)ء (ه) تقاربية. 
»م -(ه) (أ) تقاربية عند 1-<؟ ,م (ب) تقاربية عند1- < ولام 
١‏ -(و ) (أ) » (ج ) تقاربيان مطلقان ١.‏ (ب) تباعدية . 
م -(ز) (أ) تقاربية مطلقة إذا كانت 1 + م < © 
(ب) تقاربية إذا كانت 0< و وتقاربية مطلقة إذا كانت 1 < و. 
باب (0) : 
مم -(أ) إذا كانت م ع :> 0 فإن فرص جاع 
«م - (ب) استخدم اختبار درشلت #«# م م . 
م" -(ج) (أ) تقاربية بانتظام عند 0 < © < |7 | . 
(ب) تباعدية إذا كانت 0 > + وتكون تقاربية بانتظام إذا كانت 0< 6< /, 
(ج) » (ه) تقاربيتان بانتظام لحميع + . 
ع«م-(و). 4 
باب (66) : 
4" - (ج) جمع الحدود ف المتسلسلة *(1-),-87 لتنتج تقاريا إلى ١‏ - وإك صفر . 


إنايان 


4" -([) اعمبر (-م(1-) ب. لكن ء اعتبر أيضاً الحالة حيث 0 < يه . 
4* -(ح) إذا كانت 0 < 5 يه » فإن جم ع '(مه)2 
4م - (ط ) أثيت أن (1/1 4+٠ ٠ ١+‏ )يه د رقج. ٠‏ رط جيم 
4" - (ى) استخدم مرين وم ل و (1أ). 
4 -(46) وضح أن جيه+000+يه+,ه 0 محدودة من أسفل بالمقسدار 
(ميه2+:--+يه2 + رولا ومن أعل بالقدار : 
عوج لله ميم "2 +٠٠ ٠+‏ يه2 + يه 


4 ( س ) - اعتبر حواصل الممع الحزئية برى حيث ” > ا > 2/#استخدم معيار كوثى . 


باب (80) : 

هم -(ج) (أ) » (ه) تباعديعان . (ب) تقاربية . 

ه؟ -(د) (ب) » (ج) » (ه) تباعدية . 

.» - (ز ) (أ) تقاربية . (ج ) تباعدية . 

هم (() إذا كانت 1 > م فإن -(70+1) و1 > 71 عندما لالع تكون 
كبيرة بكفاية أثبت أن المتتابعة (0 م10) ستزايدة . 

باب 050 : 

.م -(أ) استخدم اختبار درشلت . 

5م - (د) (أ) تقاربية . (ب) تباعدية . 

5*-(ه) (ج) إذا كانت (.ه) :8 تقاربية مطلقة » كذلك تكون )8 . إذا 
كانت 2-0ه ماعدا عندما تكون 813872 قريبة من 1 + » فيمكن أن نحصل عل مثال عكسى 
(د) اعتبر 2( ه10 )1/0 ديه . 

5" (ط) إذا كانت < تن » فإن 1+-يى ؛ إذا كانت # ع يج فإن : 

0>تعصر إذا كانت # < وس » فإن 1- جييى 

دع -(ك) لاحظ أن خم تام د و2 


باب (9177) : 


"٠‏ -(أ) (أ) ء (ج) تتقاربان بانتظام لكل * (ب) تتقارب عند 0ج عر 
وبانتظام عندما تقع 5 فى مكلة أي جوار 0 ع>- ع (د) تتقارب عند 1 < © و بانتظام عند 
0 <<« حيث 1< ©. 


كمه 


- (ج) إذا كانت المتسلسلة تقاربية بانتظام » فإن 

بع > إعس2 هلكمه +0 +٠0‏ جرم ولد | 

بشرط أن تكون # كبيرة بكفاية . أحصر الآن الانتباه بحيث تقم *« فى فترة تحقق 

!<عكم عند 202 دغ > م 

«مدرع) (أ) » و(ج)ثم! .1)22١‏ 

لام - (ل) استخدم نظرية الوحدوية لام ب 11 . 

بام«-(ن) أثبت أنه إذا كانت بلارعم ٠‏ فإنه توجد كثيرة حدود 0 بحيث أله 
إذا كانت 0 كد عدء فإن (1/2)يم*ات د )"م 

م - (ر) المتساسلات (ثينء) 8 - ()© ومة ,("عرة) لا ع (8)2 ,(كعيه) 8 - زح)ا4 
تتقارب لدوال متصلة على 8 دن نظرية الضرب بام -- م ء نجد أن (+)8 («)4 ع («)0 
عند 1 > برك 0 » ومن الاتصال نحد أن (8)1 (4)1 ع (1)© . 

/ا” - (ش) متتابعة حواصل المع الحزئية تزايدية على الفثرة [1 ,0] . 

ام -(ت) إذا كانت 0 < ه » فإن مع > إءه| » عند 2 < 6 . قم حاصل 
الممسع ١‏ إلى حاصل جمع على ١‏ ا احير و حاصل جمع عل لحاس 

باب (8) : 
مع -(ب) (ب) إذا كانت 0-.مه ء فإن 
:4 0 إحهمار] - 44 ناا - روه + مر 
(0)م عو + )م - 
لكل عع 

م؟ -(ه) (ج) احسب (2)0/ بطر يقتين . 

مء - (ز) (أ) إذا كانت ,6 متصلة , فإن “سم د(ج-),6 »ء لكن ما أن يم 
لها دورة 275 حينئذ 53 ع (2) 60 ع (ع -) #40 , 


 »05 61‏ 42 5م _ 22 ذه | 4 _ 2 
+( ط)- 525 ع 
رس 0 للدت سي ساك 7 


*5 ذه 32 ؤم _'2 وم ]2 1 
نو [عد سك عجو 


0 1 3 

6 5هم» _ ع4 و5مت _ 22 وم ]| “م 

اه 000 ب 
()[.. عقي مقعم , ميهف | 


/صهم6ه. 


ر »6 من 3 42 مله 2 22 هنر ]8 
5 -(8 () [:.- 0 


ره ماه 3 هلو منو]ا8 
2 ) |[ ]3 10 عات 


م -(2) (د) استخدم مرين م - ز (ب) , 


ا ملا 7ت صاذك_عددة صلة | 4 
معن ()[ ...عمف سم سم 


ب تجا “لام توق 110 -] 2ن 


17 بحرن 


-(3) استخدم نظرية فيجر م - ١7‏ نظرية ١9‏ - سمي 
م -(ر) عدل برهالى مم - لد مم - ١‏ 


باب (69 : 
5» - (ز) لدينا. :زه )| - إتسجخه > |(0 ,0) © -(د ,)6 محيث أن : 
0- بوره رمعم . إذا كانت (0,0)#(رب) + فإن: 
27 2) ووه '-عر - :-(2<2) ملو :2 > (< ,<) 10,0 
وهى غير محدودة عند 0 جد . 
وم - (ل) (أ) 20,20 ,24) تؤميم؟ 
لج ) (طه عه 0) > رميى؟ 
ه؟ -(م) (1أ)3//2 ١‏ (ج) صفر , 
59 - (س) (أ) عند (2 ,1) يكون ((4)0-2 ++ (1-:20 - 5 م : زه بر ب)) 
(ج) عند (1 ,1) يكون (2(/6/2- + »)- -2/- :: (2 بز ,)1 


وم -رن) (]) عند 0 ح , يكون (2>0 ,20 ون غ : (2 ,ورع)) > عند 1 دع 
يكون (1+35 > غ2 ,2 +1 - بو رو +1 - ع : (2 ,نز ب) 


(ج) عند »م # عدم يكون (و+ 5د ع ,2 د بر ,و2- د ع : (ه ,لرن)! 
19 - (ق) (ب) عند النقطة (3 ,3 - ,3) مناظرة إلى (2 - 1) ب (4 ,و)نجد أن 


,(2-)- (6-1) +1- - بو ,(2 -غ) + (1 -ى) +3 > عر : زه رو) ديو 
((4-2-(3+2-1- دع 


( د) عند النقطة (0 ,0 ,1) المناظرة إلى (* 3 ,0) ع ( ,ى) نجد أن 


رين 


إ(ج - )ل > م رود بو 1 ح زج ,ل ,»)2 وى 
وم درت) لاحظ أنه إذا كانت ع2 هعبر فإن #5 - :2 يا ب ع زع ,)0 
صحيث أن *1|ا+ “د - ”201 9لا 


: )2.١( باب‎ 


١‏ -(أ) 2664-6 -3(2-:22 +13 +236 - )”م 
4 -(د )00 5 5 ومع)( سصلو+ و ومع) + زو ملو-)() ملو + ؛ ؤومء ى ملو) > () ,وى) ,د12 


-(ز)(آ) «(رع)"[ - زر مماطلرط ‏ ,ر(رم) 1 > (رواطرط 


(د) (29-) 7ل - تع[ د زر ظيط ,(2) ةر ت)]] د زرود)طرط 
4 -(4) 


(ب) ها أن مه(ه) روط + ... يه (4) ريط ع ()'م فيتتج 
من علاقة أويلر أن : 


)عع - (عن) لا - ()) ]رط (ي) +٠٠ ١+‏ )ل طرم) < و)'ي 
لذلك يكون “© -0)ج لماذا ؟) لثابت ما ©6. ما أن© > (0)ع ع )ير ء 
فنستنتج أن 0(" - يع - )ل 


وها كوت اسجائمة من خرجة + , 
-(م) مما أن 


|إ((جا ,)8 + (ه ,:) 8) - زير ,)8 - رسع نر رن + ) 8|| 
"اله نن)ل| لط > لاسرا ”|إسس|)كة؛ > راد إأس|| ك8 > لد م)هلا- 


ينتج أن (( .)8 + (ن ,»)م8 موجودة وتساوى (ن ,ل)(ز ,)28 


٠‏ - (ع) نوه > رون 


....,(عاأعن) > (ن)(عء)ع ‏ عند عي ٠»‏ ينتج من 
قاعدة السلسلة أن 


()'8)((ع)ع)لظد - ((ع)هب)((ء)ع)]ط - (())ع0()0)ع)رط - لمع )ام 
ومنها ((©)'ع)((0)ع)[ط د )نا 

: -(ف) إذا كانت(يكر,... وكر) حدثر فإنه توجد نقط | وعم محيث أن‎ ٠٠ 
(ه - 5) »ارط ح (ه)رر- (5) بكر افرض الآن أن ب ا تمثيل المصفوفة [(),/ر]‎ 


٠‏ -(ص) بنظرية 17-1١1‏ تكن لأى نقطتين فى 52 اتصاا بمنحنى مضلعى يقع 
داخل 42 . طبق نظرية القيمة المتوسطة على كل ضلع من هذا المتحنى . 7 


٠١‏ - (ش) فى الحقيقة “77+ نعر) ”ترهس (ةبرج تيور - خم)ر - زر بو)ليط 
1--(0 ,)يرط ء بيمط 1+ (0,0)زيم 


٠‏ - (ث) إذا كانت *8 جح رع +] ,ع-)زم معرفة بأنها ((ه -م)» + م), - (م)ي 


لين 


فإن (ه-6)((ه -ط)؛ + م)رط- ه'ب ١‏ اكتب ((0)يب ,...,()رب) -(0)م 
حيث ((4- () + م) رثر - (4)رب ) ولاحظ أن (),م 1 - (0)رب -(1)بم 


باب )2١(‏ : 
١‏ - (أ) استخدم مرين (5اداع. 
١غ‏ -(د) هنا 0ح (0)/ص ءالا 
4١‏ -(ه) اعتبر تمرين لال اج » «(ادس 
4١‏ -(و) اعتير تمرين 2.4٠‏ ل. 
4١‏ - (ى) أوجد النباية العظمى النسبية قرب 0 . 
١؛‏ -(ذ) (أ) عند (2 ,1,1) يكون ‏ (2(:22+20-2-2 ,باد 
(ج) عند (2 , 2 ,4) يكون (4 - 22 - 8 +ع : (2 ,لا ,6)) - مه 
4١‏ -(ق) إذا كانت كر ,2 متلاشيان على فثئة مفتوحة » استخدم نمرين 4٠‏ - ققى . 
إذا كانت #0 زور رع)مر,2 حينيئذ اعتبر (إ,(« ,)م)- 2 ,)5 قرب (20رى*). 
١؛‏ -(ر) إذا كانت 0عو(م)ع,2 ؛ حينئذ اعتير (( ,0) + (2)م - (8 )© 
4١‏ -(ت) وضح » كا فى برهان 9ه - 4ه ء أنه إذا كانت 2/ > را حينئذ 
يوجد متجه “ع حيث 1ك ||| بحيث أن (#)را حبر . 
١‏ ح(ث) إذا كانت "#عبر ع افرض أن 0-م+: وأن 
((لنسة - ب) > (منة)] - (-7)3) > كد حت مير 
وضحء كاف برهان ١؛‏ - 5 ءأن () سنج موجودةوأن «-(2)/ 
باب (9)) : 
؟4 -(أ) (أ) نقطة ركوب عند (0 ,0) 
(ب) نماية صغرى نسبية دقيقة عند ( # ,2 -) . 
( ج) نقطة ركوب عند (1 - ,0) » نباية صغرى نسبية دقيقة عند (3 ,0) 
( و) نقطة ركوب عند (0 ,0)» نباية صغرى نسبية دقيقة عند (1 - ,0)» 
(0,2). 
؟؛-(د) إذا م تكن كر ثابتة ء» حينئذ إما الأعلى أو الأدنى للدالة عر على 
(1 > اء|: "8ء + - 25 ليس صفرا . بما أن 5 مدعة فإن هذا الأعلى أو الأدنى يكون 
عند نقطة عه . الغرض يلغى إمكانية كون 1 > ||ءا| . 


.كه 


4١‏ - (و) (أ» د) نهاية صغرى نسبية عند (0 ,0) . (ب » ج © ه) نقطة ركوب 
عند (0 ,0) ١‏ ( و ) نجاية صغرى نسبية دقيقة عند (0 ,0) . 1 
؟؛ -(ز) نقطة ركوب عند (1 ,1) . 
؟؛ -(ح) القرود لها ذيول . 
+ -(ط)ة +-(4) 3 
+4 - (ق) (1)اية عظمى - ١ء‏ تحدث عند (0 ,1 + ) ؛ بأنها صغرى د 2-1 
تحدث عند (1 32 ,0) . 
(ب) اية عظمى - 3 ء تحدث عند (0 ,1) » قيمة صغرى - 1 - 2 
نحدث عند (1,0-). 
(ج) ماية عظمى عت 4 » تحدث عند (1 ل ,1) » نهاية صغرى > 1 - 
تحدث عند (1,0-) ., 
( د ) باية عظمى - 1 اء نحدث عند (5/2 ,0) » قيمة صفرى 1 
تحدث عند (2/2 - ,0) . 
4٠‏ -(ش) نهاية عظلمى ح 1 ء تحدث عند (1 ,0 ,0) » هاية صغرى ح و/5 » تحدث 
عند .4,3,9-) 


باب (9)) : 

م«؛ -(ب) إذا كانت لاع م معطاة» افرض أن .*(1-*”2)< إذا كانت 
الأطوال الحانبية لخلية / فى 88 هى ‏ ,يه ٠000‏ ديه كدره >0 افرض أن «/.ه ده 
فإن تكون / محتوية فى اتحاد (1+[ع/مه])١٠٠(27)]4:/6[1+1‏ مكعبات يطول جانبى 
© ء وله محتوى كل أقل من (26)1-(م...,ن)2 . حينئذ ء إذا كانت 2 محتوية 
فى اتحاد الخلايا محتوى كلى أقل من ع » فإنها تكون محتوية فى الاتحاد لمكعبات بمحتو ىكل أقل 
من 28 . 

؟:-(ه)لا. 

4 -(ح) إذا كان الإققال يك هو ,[برط ,رية] ٠١ ١»‏ [ررط ررره] عنك (1,...,70 2 زر 
وإذا كان ,لرة ,مه] »ا ٠‏ ٠<ا[رط‏ ريه] -5 » افرض أن رط هو التقسم للفترة 5,1 ,1©] الذى 
نحصل عليه باستخدام النقط ...,[8 ,... ,1 > ززة ,ررم ء وأن ,8 هو تقسيم الفترة 
[,ط ,مه] الذىنحص عليه باستخدام 21 ,. . . ,1 > [: رط ,ريه تنتج التقسيمات ,2 ,... ,رط تقسيا 
للحلية 7 . 

م؛-(ط) احصر 2 قف الاتحاد لعدد محدود من شلايا مغلقة فى 7 محتوى كل 
أقل من ع استخدم الآن 4# .اح . 


اكم 


4 -(ي) أحصر ‏ ف الاتحاد لعدد محدود من خلايا مفتوحة ىق # بمحتوى كلل 
أقل من ع. استخدم الآن 4# .ح . 

*4 -(4) نكون متتابعة تقسمات من 7 إلى مكعبات بطول جانب 2-08 بتنصيف 
متوال لأضلاع . بإعطاء مكعب 1 ح >1 يطول جانذى مر » أحصر ك2 فى الاتحاد لكل المكعبات 
الموجودة فى التقسيم النوف الذى تقاطعه مع ع هو فئة غير خالية . إذا كانت « كبيرة بدرجة 

أن 2> 8/25 +1) ء فإن هذا الاتحاد محتوى كل أقل من (©26)2 . 

*4 -(ل) استخدم (م+ -ز)ء. *؛ - (م) استخدم (م؛ - ال ). 

49 - (ص) أولا اعتير الحالة يم ح كرء ثم اعتير 92ج ير ) . 

؟؛ - (ر) افرضى «أو| ما/ا<24 با أن م ركر متصلتان بانتظام على ع + 
إذا كانت عم دقيقة بكفاية » حينئذ م ركر تختلفان بمقدار أقل من 8/234 على كل 3 
وبحيث أنه لأى 1ع,م » يكون (©2(2)1/ع) ك |(كن)ء(,م)ع (رم)] :3 - ولمزا 
وإذن نجد أن 


ودر حملي[ | > إكاء(ووممر كحي | | 


)عه > |( ء00(1ع - (وها(ره/ :| + 


4 - (ت) (د) إذا كانت 7 مدمجة ومحتوية فى اتحاد الللايا المفتوحة ...ررق ور 
فإنها تكون محتوية فى الاتحاذ لعدد محدود من هذه الخلايا . 


باب (29)) : 
+4 -(ب) (أ) إذا كانت (5)4 »مه » فإنه إما أن تكون 6 نقطة داخلية من 
4 أو تكون نقطة داخلية من (ى)» . فى أى حالة > يوجد جوار للنقطة © منفصل عن 
(هاة » وإذن ((4)م)© مفتوحة . 
4؛ -(ج) فى شال ( م: - ؟(ز)ء يكورن ‏ 2<“1قع-(5)م--ى لكن 
14 ,1110 ,1140 ع (ق»ا]1)ط 
4 (د)- با أن 4-087 ع (8 م ه) ء فينتج أن 
((6)8 نا(هش)6) 8-0 محم ع -((8 مه)4) 0 -(8 م ه) - زه م مان 
<(6)8)ن-(ه) 6©) 8-6 م-م <- 
(8)ط نا ره)طء ((5)8 0 ح-م4) نا (زهاط م -8) ع 
4؛ (ى)- إذا كانت 0 < ع » افرض أن ,2 تقسيم شل الذى فى تمرين (4 ع ) 
وبحيث أن الاتحاد الملايا فى .2 الذى يحتوى نقطاً فى (5)4 محتوى كلل أقل من ,]| 2/2 
استخدم الآن تمرين ( 4# - ع ) إلى قيد الدالة عر إلى 4 . 


ككم 


4؛ -(ك) ماأن مهلة > اع( )/ > اعم عند بمعع ع فينج أن : 
18> هزءا عدهيل» . إذا كانت #0و,ل غذ '(8م)(18,)- م 


44 -(ن) الفعة لط ح ()م ليس طا محتوى صفر . 
4؛ -(ص) لاحظ أن 42 (كك 0 ,5)م 5لا 5[ > زرط 


باب (16) : 
ه؛ -(أ) افحص البراهين 46 - ره مغ -4. 
ه؛-(د) (1)ج6 
ه؛ -(و) 64-1(2) 


«: - (ح) افرض أن *#برده ,ررد عه . المساحة تساوى 2(/3ه00 . 


1 
008 ١ 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طهعحا_ممددهدات /رداتدضعل /رعمهء بأاءمه/ عم خط 


ازذاك 


عضو 
فئة جزلية 

أعداد صحيحة 

أعداد طبيعية 

فترة الوحصدة 

الأعداد المركبة 

تقاطع 

إتحاد 

فئة خالية 

نعة شاغرة 

غير مر بوطة 

غير متقاطعة 

خاصية المائلة 

خاصية التبديل 

خاصية الترافق 

خاصية التوزيع 

إتمام أو إ كال 

حاصل الضر ب الكار تيزى 


0107 
1100 
قاصع حدة 1ر1 

ع5 

سرف ءلالا 

038 

م0011 
ماوع عع م 
101 
ع5 

وناناءبكانا 

515 

اك ا 5( 
ج116 
5 11121 
1 الصلا 
11 4ك راق 
101ظ2 
21100 

لالط 

غ56 570104 

الى زازه 

مستاءع قمع سصأع ده كل 


22026137 04626 مم10 
7م20 113.617 مسي 


تإأتتعجرهم عالضواعمومم 
5000627 علاط تاقلط 


اطع 1 ممه 
200116 سقتمتاسون 


مكمه 


الأزواج المرتبة ( الثنائيات المرتبة ) 
اختلاف متاثل 

دالة 

دام 


قيود 

امتدادات 

ت ركيب 

رتبة 

دوال إدخالية أو دوال حقنية 

دوال عكسية 

فرع 

دوال فوقية 

دوال تناظر أعادية 

نوق 

وحيدة 

فئات منبية أو فئات غير محدودة 
فئات غير منتبية أوفئات غير محدودة 
معدودة أو قابلة للعد أو محسوية 
جيدة الثرتيب ( حسنة الثرتهب ) 
الاستنتاج الرياضي 

القطعة الابتدائية 

ناز لية عددية 

معدودة ( قابلة للمد ) 

أعداد منطقة أو أعداد قياسية أوأعداد جذرية 


ككم 


قعتلوم 0عء00 

1 مااع سروم 
1 

سأممة11 

10211 

اع عدا 

طوهةت 

1208 

جظظ 

166 

122 
مده 1ق ه11 
110 

1 
001051 

020 

0خ طم علالاءء 11 
عمنع د11 
طعصو2 

8 ملاع نام 
طم عللاءوز1زظ 
م0 

ناداراكت 

5 عاتسصلك8 

8ع عالصملخصط 
00151 
----177611 

لس 1هع نأش سعط 1312 
اسع مععه 1دنغنصط 
(72516عستتنتصتط) 216 سناتصعط1 
0001 

عاءطلقتاط 828106581 


الطريقة القطرية 
رقم من صفر إلى ٠‏ 


بدهية 
بدهية الاختيار 
. كانتور 


راسم أحادي 


الفصل الأول 


نظام 

المواص الجبرية 
المواص المراتبة 
خاصية الإتمام أو خاصية الإكال 
خعلايا متدا خلة 

حقل 

عملية ثنائية 

أعداد غير قيانية أو أعداد غير جذرية 
مضبوط أو دقيق 
خاصية واحد من ثلاثة 
لقيمة المطلقة 

متباينة المثلث 

الأعلى ( العاو ) 

لأدف 

مأخوذة أو مقتر ضس 
الإسقاطات 

إرشاد 

دالة أسية 

اللوغار يم 

القواطم ( القص ) 
متشا كل 


خخسلايا 


6 [281مع10158 
أتواط 
دمجم 

ععتامط 02 وملسم 
“801 0)-عع8 0602 
026-ع02 


بعلت 

قع نامع مهم عتورطعع1م 
02061 
1007م قوع دعاء ممم 
0 0هاوع127 

10 

ممه تإمفسلظ 
111210021 
امم 

12007 ع0 ومع معط 
عتلة؟ عاامقطمق 

لإأتاة اوعماة عاعسدتة عط 
(12تطع51301) .76228 نزتاة 
ا 

1 

قاعع سم 

سل 

م اللتخحع مم1 
نط ما 

خائفق 

عقطم15020 

قلاء0 

مآ 


كم 


ععاعات: مقتوحة 5 2م00 


شعاعات مغلقة 8 0160560 
خلية مفتوحة 1مءء نعم 
خلية مغلقة 1ع 01050 
متداخاة - متشابكة - وكرية متكت 
متباينة برنولى 6181137 115[نامتمعء8 
خاضية أرفيدين جه تمسوعلع ستطء مم 
قاطع ديد كائيد أناء 0 تتعاء 100 
رونكر ون كنا ‏ 4/ 
الفصل الثانى 
قراغ المتجه اماعه 17 
فراغ العبودى ص10 
فراغ حاصل الضر ب القياسى 6 1001166م 1011261 
حاصل الضرب القياسى- حاصل الضرب المددى 00م "مص 
مضاعف ال زف انان 
علية - مر كبة انك 
من العليات أو المرتبات 2-0 
حاصل الضر ب العددى أو غير ب نقطة 0016م 206 
أحداثيات 0020111 
مر كبات )2 
متطابقة متوازى الأضلاع 24137 مسوعتعم1ة11ونروط 
عبودى 201 


ممودى *181ناك نل ع معط 


م#سيدتب 00106 


مترى أو قياسى ا 8 11 
المثرية امنفصلة عتتاعمم عأعععواط 
فئة شاملة 2 7 6ه عستغصط 
جيرة - جوار - متا حمة 0 و ط طع 2 


نقطة داخلة غطلمم «مسعام1 
نقطة حدو دية دهم 017 صنه8 


هكم 


نقطة خارجة 

إقفال 

نظرية بولزانوفير اشكر اوس 

متباينة شفارتز 

متباينة كوشى - بونيا كوفسكى - شفارتز 


متطابقة لاجر انج 

متباينة كوثى 

متباينة هولدر 

متبايئة مينكوسكى 

«تباينة شيشف 

مستطيل 

منتوازى السطلوح 

نقطة الشد أو المجموع أو التجميع أو الترام 
أو نقط المنقود أو السباطة 

نقط التجميع أو التجمع أو التركيم أو الترام 
أو نقط العنقود أو السباطة 

عائلة أو فصيلة 

نظرية هين بورل 

مدمحة - دامجة ب محكة 

الإدماج - الإحكام 

غطاء 

إدوار د هاين 

أميل بوديل: 

هرا مك 
لبسج 
كو نتور 
نقل 
نغلرية طبقة بير 

الفغات المتصلة ( الموصلة - المرتبطة ) 
رينه لويس بير 


منحنى مقلع 


أسامم «م1عء عور 

0101 

ع1 ومم ومع 0-15 طوما180 

اتأللة نوعط متجم بطع 

- ختكطلة81123:2107 - توطعنتو0 
126021177 ممخطعة 

17خطع10 وعع دوع هآ 

لطع ناو 

281010628 12113117 

21177و تعلو دمع استاة 

الق توح ماع طمتزطع 0 

اع قاع ع1 

ورتررة 8111و 


قاصامم «عأمنان 


0ه سناع كه استلمط 

لإلقسة"1 

ع0 8021-عصذه 11 
اق 1 

ماع 00 

عساعع 00 

عع 801120 

اعتدمظ عالصرظ 

116 

تالا ناتك 

00201 

ام 

مدع معط" ججرمععء هن ععتوط 

58 1عاعع دام 

عقو قتنامآ ع1 

متنك لهصمع 2012 


5ك 


نظام العدد المر كب 


عنصر محايد 

كارل فريدرش جاوس 
الجيوديسيا ( المساحة التطبيقية ) 
الرواسم المكسية 

الدوال الهو لومورفية 


حثى أو استقراتقى 

قارب 

انفر ادية - و حدة 

متساوى الرتبة ( أو الدرجة ) 
متتابعات جزئية 

مجموعات مؤتلفة من المتتابمات 
توافيق 

معايير أو مقاييس 

رتاية ( وتيرة واحدة ) - باطراد 
«عيار كوشثى 

متتابعات كوثى 

متساسلة توافقية 

ضرب عددى 

العمود الأعلى 

الدالة النبائية 

الملو الباف 

ثناق » مشى 

متتابعات غير محدودة 

مهايات لانبائية 


.لاه 


قاط عدم[ دصرم 
امهم لوع8 

31م 1379م قط 

خدع موعاء «وخناصء10 

08 طلع 1516 امسو 
0260087 

8طأمم223 لمزم 1 
ع علا راصف 


الفصل الثالث 
2010010007ظ2 
00 
لحتا تتا نا نارفا 
00001 
5211 
28 015 قدم أ قصاط مم0 
خخ طنط مم0 
افق 
1120 
ممنعع ست رتطعيدة0 
8ل تعدو 
1131130116 
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متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طقعحا_ممددهدات /رداتمدعل /رعممع بأاءمد/ /رعم خط 


هذا الكتاب هو احد كتب برنامجع 61600015 100/1197 الذى وضع 
احليد ات لك بر كا للش لل اه | لسن 
البرنامج ترجمات عر بية لبعض الكتب القيمة التى تَصَدرَها دار جون وايلى. 
بالاضافة الى كلب تر مرلفة اماد باللقه القر بلا 1 
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